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Esercizi 5 - Zero divisori e nilpotenti

Nel seguito denotiamo con A := (A, +, -) un anello commutativo unitario.
1. Mostrare che:
(a) T'unita di A e unica;
(b) Se a € A ¢ invertibile, il suo inverso € unico;
(c¢) L’insieme U(A) degli elementi invertibili di A ¢ un gruppo molti-
plicativo.

2. Mostrare che l'insieme degli elementi invertibili di A e 'insieme degli
zero-divisori di A sono disgiunti.

3. Un elemento a € A si dice idempotente se a®> = a; si dice nilpotente se
esiste un intero n > 1 tale che a™ = 0. Sia ora a # 0, 1; mostrare che:
(a) Se a ¢ nilpotente, allora a ¢ uno zero-divisore;
(b) Se a & idempotente, allora a & uno zero-divisore;
(
(d

(e) Se u € A ¢ invertibile e a ¢ nilpotente, allora u + ab ¢ invertibile,
per ogni b € A.

)
)
c¢) Se a ¢ nilpotente, allora a non ¢ idempotente;
) Se a ¢ nilpotente, allora ab ¢ nilpotente, per ogni b € A;
)

4. Mostrare che:

(a) L’insieme Nil(A) degli elementi nilpotenti di A & un ideale di A4;

(b) L’insieme Zdemp(A) degli elementi idempotenti di A non & neces-
sariamente un sottoanello di A;

(¢) (Zdemp(A);x,-), dove
TxYy=x+Yy—2xY

¢ un anello.



. Sian >2en=pj"...p% lasua fattorizzazione in numeri primi.

Mostrare che [a], € Z, ¢ nilpotente se e soltanto se p; divide a, per
1=1,...,s.

. Sia f(X) i =ap+ a1 X + -+ a, X" € A[X]. Mostrare che:

(a) f(X) e invertibile se e soltanto se aq ¢ invertibile e a; & nilpotente
per 2 > 1.

(b) f(X) ¢ nilpotente se e soltanto se a; ¢ nilpotente per ¢ > 0.

(¢) f(X) & uno zero-divisore se soltanto se esiste a € A tale che
af(X)=0.

. Determinare esplicitamente gli elementi invertibili, nilpotenti ed idem-
potenti dei seguenti anelli:

Ls, ZLya, ZLng, Lo x Ly, Ma(Zs), Z12|X]|, Z xZ.

. Un anello A si dice booleano se ogni elemento di A & idempotente, cioe

a’? = a, per ogni a € A.

Sia A un anello booleano unitario. Mostrare che:

(a) 2a =0, per ogni a € A (cioe A ha caratteristica 2);
(b) ab = aba = ba, per ogni a,b € A, in particolare A & commutativo;

(c) A & integro se e soltanto se A & un campo con 2 elementi.
. Sia X un insieme. Mostrare che l'insieme delle funzioni

Zy ={f: X — Zy}
dotato delle operazioni di addizione e moltiplicazione puntuale:

(f +9)(x) = f(x) +g(z); (fg)(x) = f(x)g(z) , per ogniz e X

¢ un anello unitario booleano.



