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Esercizi 8 - Estensione e contrazione di ideali

Nel seguito A e B sono anelli commutativi unitari non nullie f : A —
B & un omomorfismo unitario. Se I & un ideale di A, indichiamo con ¢
I'estensione di I in B, ovvero l'ideale di B generato da f(I):

I° = f(I)B = {if(a,)bz,al S ],bl S B,TL 2 ].} .

=1

Se J € un ideale di B, indichiamo poi con J¢ I'ideale contrazione di J su A,
ovvero la controtmmagine di J:

Jo=fHJ)={xcA; flx) € J}.

Se B=Ase f:A— Ags, a— { & l'omomorfismo canonico, allora I¢ = Ig.

Se poi f e iniettivo, allora I¢ = [ Ag e 'ideale di Ag generato da I.

1. Mostrare che:
(a) I C I J D Je;
(b) Ie — ]ece; Jc — Jcec.
2. Mostrare che se Q C B ¢ un ideale primo (P-primario), allora Q¢ C A
¢ un ideale primo (P°-primario).
3. Siano I, Iy ideali di A e J;, J, ideali di B. Verificare che:
(a) (h+ L) =1 +15; (J1+J2)° 2 J7 + Js5;
(b) (ILNL)CItnIs; (JiNJy)=JinJs;
(c) (Ll)® =L (Jid) 2 JiJs;
(d) (I1:a L2)° C(If 5 15); (Ji:ip J2) C (Jf 4 J9);
(e) VI¢ D (V)% (V) =V



4. Sia A un dominio integro con campo dei quozienti K. Mostrare che

Is ={x € K; xs € I per qualche s € S} ::U(I:K sA).

seS

5. Siano I, H ideali di A. Mostrare che

(a) (INH)s=1IsN Hsg;

(b) Se H ¢ finitamente generato, allora (I 14 H)g = (Is :a, Hs).
6. Supponiamo che f sia suriettivo. Mostrare che:

(a) I¢ = f(I); dunque f(I) & un ideale di B.

(b) Se I D Ker(f), allora 'applicazione:

A B

— % —
I fI)

e ben posta ed € un isomorfismo.

definita da a+ I — f(a)+ f(I)

(c¢) Se J € un ideale di B, allora l'applicazione:

A B
=7 definita da a+ J¢ — f(a) + J

e ben posta ed € un isomorfismo.

7. Sia A un dominio di integrita con campo dei quozienti K e sia B un
sopra anello di A (cioe A C B C K). Mostrare che se P € Spec(B)
allora Apna C Bp.

8. Sia ¢ : (A, M) — (B, N) un omomorfismo di anelli locali, tale che
©(M) C N. Mostrare che 'applicazione

A/M — B/N; a+ Mw— p(a)+ N

¢ un ben definito omomorfismo (iniettivo) di campi.



