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Esercizi 9 - Dipendenza integrale

Nel seguito A è un anello commutativo unitario non nullo.

1. Mostrare che Z[X1, . . . , Xn] e F [X1, . . . , Xn], dove F è un campo, sono
integralmente chiusi.

2. Sia d un intero privo di fattori quadratici. Se a := x + y
√

d ∈ Q(
√

d),
poniamo ā = x − y

√
d.

Mostrare che, se a + ā , aā ∈ Z, allora a è intero su Z.

3. Sia d un intero privo di fattori quadratici. Mostrare che la chiusura
intera di Z in Q(

√
d) è

{

Z[
√

d] se d ≡ 2, 3 mod 4

Z[1+
√

d
2

] se d ≡ 1 mod 4

4. Sia A :=
Z[X]

(X2 + 4)
= Z[x], dove x denota la classe di X in A.

Mostrare che A è un dominio integro, con campo dei quozienti Q[x].
Inoltre t = 4/x è intero su A, ma t /∈ A.

Dedurne che un dominio quoziente di un dominio integralmente chiuso
non è necessariamente integralmente chiuso.

5. sia A =
k[X, Y ]

(Y 2 − X3)
= k[x, y], dove x e y denotano rispettivamente la

classe di X e Y in A.

Mostrare che A è un dominio integro con campo dei quozienti k(x, y).
Inoltre t := y/x è intero su A, ma t /∈ A. Mostrare infine che Ā = k[t].

6. Siano A ⊆ B domini di integrità. Siano Q ∈ Spec(B), P := Q ∩ A e
S := A \ P .

Mostrare che:



(a) AP = AS ⊆ BS ⊆ BQ.

(b) Se Ā = B, allora AP = BS ⊆ BQ.

7. Siano A := R[X2 + 1], B := R[X], Q := (X2 + 1)B e P = Q ∩ A.
Mostrare che:

(a) Ā = B;

(b)
1

X + 1
∈ BQ \ AP .

8. Sia A un dominio e M ∈ Max(A). Mostrare che

AM = ∩{AN ; N ∈ Max(A) , N ∩ A = M}.

9. Sia B un anello tale che A ⊆ B e sia f(X) ∈ B[X]. Mostrare che,
se tutti i coefficienti di f(X) sono interi su A, allora f(X) è intero su
A[X].

10. Sia A un dominio di integrità. Mostrare che, se A[X] è integralmente
chiuso, allora A è integralmente chiuso.


