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Aggiunzione ed esattezza del prodotto tensoriale

Nel seguito, se non specificato altrimenti, consideriamo moduli su un
fissato anello commutativo unitario A.

1. Mostrare che la successione
ML M — 0
¢ esatta se e soltanto se la successione
0 —s Homa(M", H) —%s Homa(M, H) 15 Homa(M', H)
¢ esatta per ogni modulo H. (Dove f(a) = af, g(B) = Bg).

Suggerimento: Per mostrare che l'esattezza in Hom (M, H) implica
lesattezza in M, scegliere H = M/Imf.

2. [ funtori F = —® N e G = Hom (N, —) sono aggiunti, cioé si ha un
isomorfismo funtoriale Homy(F(M),L) = Homa(M,G(L)).

(a) Siano M, N, L moduli. Per ogni applicazione bilineare f : M X
N — L e m € M, indichiamo con f(m,—): N — L l'applicazione
lineare definita da n +— f(m,n) e poniamo

o(f): M — Homa(N,L); mw— f(m,—).
Mostrare che I'applicazione
v:Homa(M ® N,L) — Homus(M,Homa(N,L)); f+ o(f)
e un ben definito isomorfismo lineare, con inverso definito da
i Homa(M,Homa(N,L)) — Homa(M @ N,L); [ ¥(f),

dove
V() M®N —L; m&n— f(m)(n).



(b) Se f : M; — M, ¢ un fissato omomorfismo di moduli e P un
qualsiasi modulo, consideriamo gli omomorfismi definiti da

f i Homu(Ms, P) — Homa(My,P); o+ of
f®ZdPM1®P—)M2®P, m1®pl—>f(m1)®p
Dati poi due moduli N e L, sia
wi - Homa(M; @ N, L) — Homa(M;, Homa(N, L)),

i = 1,2, Pomomorfismo definito come nel punto (a). Verificare che il
diagramma

Homa(My® N,L) 2% Homu(M, ® N, L)

ol ol

Homa(My, Homa(N, L)) —1— Homa(M,, Homa(N, L))

e commutativo, .

. Fsattezza a destra del prodotto tensoriale — @ N.
Data la successione esatta
M LM M — o,

Per il punto 1, con H = Hom (N, L), si ottiene che la successione

0 —s Homa(M", H) —%5 Homa(M, H) s Homa(M', H)

e esatta, comunque scelti N, L.

Per il punto 2, la successione

0 — Homa(M"®N, L) ““% Hom(M®N, L) 2% Hom(M'®N, L)

e esatta, comunque scelti NV, L.

Ancora per il punto 1, la successione
MeN-LMeoN-L M @N—0

¢ esatta per ogni N.



