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Esercizi 7 - Estensione e contrazione di ideali

Nel seguito A e B sono anelli commutativi unitari non nulli e f : A −→
B è un omomorfismo unitario. Se I è un ideale di A, indichiamo con Ie

l’estensione di I in B, ovvero l’ideale di B generato da f(I):

Ie = f(I)B = {
n∑

i=1

f(ai)bi; ai ∈ I, bi ∈ B, n ≥ 1}.

Se J è un ideale di B, indichiamo poi con Ic l’ideale contrazione di J su A,
ovvero la controimmagine di J :

Ic = f−1(J).

Se B = AS e f : A −→ AS , a→ a
1

è l’omomorfismo canonico, allora Ie = IS.
Se poi f è iniettivo, allora Ie = IAS è l’ideale di AS generato da I.

1. Siano I1, I2 ideali di A e J1, J2 ideali di B. Verificare che:

(a) (I1 + I2)
e = Ie1 + Ie2 ; (J1 + J2)

c ⊇ J c
1 + J c

2 ;

(b) (I1 ∩ I2)
e ⊆ Ie1 ∩ Ie2 ; (J1 ∩ J2)

c = J c
1 ∩ J c

2 ;

(c) (I1I2)
e = Ie1I2

e; (J1J2)
c ⊇ J c

1J
c
2 ;

(d) (I1 :A I2)
e ⊆ (Ie1 :B Ie2); (J1 :B J2)

c ⊆ (J c
1 :A J c

2);

2. Sia A un dominio integro con campo dei quozienti K. Mostrare che

IS = {x ∈ K ; xs ∈ I per qualche s ∈ S} :=
⋃

s∈S (I :K sA).

3. Siano I,H ideali di A. Mostrare che se H è finitamente generato, allora

(I :A H)S = (IS :AS
HS).

4. Supponiamo che f sia suriettivo. Mostrare che:

(a) Ie = f(I); dunque f(I) è un ideale di B.



(b) Se I ⊇ Ker(f), allora l’applicazione:

A

I
−→ B

f(I)
definita da a + I → f(a) + f(I)

è ben posta ed è un isomorfismo.

(c) Se J è un ideale di B, allora l’applicazione:

A

J c
−→ B

J
definita da a + J c → f(a) + J

è ben posta ed è un isomorfismo.

5. Sia A un dominio di integrità con campo dei quozienti K e sia B un
sopra anello di A (cioè A ⊆ B ⊆ K). Mostrare che se P ∈ Spec(B)
allora AP∩A ⊆ BP .


