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Esercizi 8 - Piattezza

Nel seguito, se non specificato altrimenti, consideriamo moduli su un
fissato anello commutativo unitario A.

1. Sia
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un diagramma commutativo con righe esatte.

Mostrare che se v ¢ iniettivo, si ha
Im(8) N Im(f') = Im(Bf) = Im(f'a).
2. Sia M un A-modulo piatto. Mostare che:
(LON)®@M=(L&M)N(N&M).
In particolare, per ogni parte moltiplicativa S C A:

(LN N)g = LgN Ng.

Suggerimento: Considerare il diagramma

LANN —s L —— L/(LNN)

| l |

N — L+M — (L+M)/N

tensorizzare con M ed applicare 1'esercizio precedente.



3. Mostrare che la piattezza e una proprieta locale. Ovvero:

M & piatto su A < M, e piatto su A, per ogni p € Spec(A) & M, €
piatto su A,,, per ogni m € Max(A).

4. Sia A un dominio con campo dei quozienti K, e sia B un sopra-anello
di A, cioe AC BCK.

Mostrare che B & una A-algebra piatta se e soltanto se Bg = Aang,
per ogni @) € Spec(B).

Suggerimento: Usare la proprietd locale della piattezza.

Per mostrare che, quando B ¢ piatto su A, si ha By C Asng usare
gli Esercizi 7.2 ¢ 8.2: Siax = b/s € Bg, b € B, s € B\ (. Allora
se€ BN(B:xxB)=(AN(A:4 2A))B = (A:4 A+ 2A)B. Dunque
s = y1by + - + ypby, con y; € (A :x A+ 2xA), by € B. Siccome
s ¢ @, almeno uno degli y; non sta in AN Q. Ma y;x € A, quindi
T =7y € Aang-

5. Transitivita della piattezza. Siano A, B anelli. Sia N un A-modulo e
M un (A, B)-modulo. Mostrare che, se N & piatto su A e M & piatto
su B, allora il B-modulo N ® 4 M e piatto su B.

Dedurne che:
(a) I prodotto tensiorale di due A-moduli piatti € un A-modulo piatto.

(b) Se B & una A-algebra piatta e N ¢ un A-modulo piatto, allora il
B-modulo B®4 N e piatto su B.

(c) Se B ¢ una A-algebra piatta e M ¢ un B-modulo piatto, allora
M & anche piatto su A. In particolare, data un’estensione di algebre
AC B CC(,se B epiattasu A e C ¢ piatta su B, allora C' & piatta su
A.

Suggerimento: Ricordare che: N ®,4 M e un B-modulo con la molti-
plicazione scalare (n ® m)b = n ® mb; M ®p L ¢ un A-modulo con
la moltiplicazione scalare a(m ® l) = am ® [, per ogni B-modulo L, e
(N4 M)®p L=N®s (M ®p L) (Esercizio 4.9).

6. Sia S C A una parte moltiplicativa. Dimostrare che M & piatto su A
se e soltanto se Mg € piatto su Ag.



