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Esercizi 7

Tutti gli anelli considerati sono commutativi unitari non nulli e tutti gli
omomorfismi di anelli sono unitari.

1. Sia A = k[X1, ..., X,] 'anello dei polinomi in n indeterminate X1, ..., X,
a coefficienti in un campo k. Dimostrare che I'ideale M formato da tutti
i polinomi in A con termine costante nullo € massimale.

2. Sia M un ideale massimale di un anello A. Dimostrare che, se ogni
elemento di 1 + M = {1+ 2; x € M} & invertibile in A, allora A &
locale.

3. Sia P un ideale primo di un anello A e siano I, ..., I, ideali qualsiasi
di A. Dimostrare che, se P O I; N---N I, allora esiste j, 1 < 7 < mn,
tale che P D I;.

4. Siano P, @ ideali primi di A. Dimostrare che PN @ ¢ un ideale primo
se e soltanto se P C () oppure Q C P.

5. Sia {P,} una catena discendente di ideali primi di A. Dimostrare che
NP, e un ideale primo di A.

Sia f : A — B un omomorfismo unitario.
Se I ¢ un ideale di A, indichiamo con ¢ I'estensione di I in B, ovvero
I'ideale di B generato da f([):

I°= f(I)B={>_ fla)bi;a; € I,b; € B,n > 1}.
=1

Se J e un ideale di B, indichiamo poi con I¢ I'ideale contrazione di J su A,
ovvero la controimmagine di J:

I° = f71(J).

1. Siano Iy, I ideali di A e Ji, J5 ideali di B. Verificare che:
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2. Supponiamo che f sia suriettivo. Mostrare che:

(a) I¢ = f(I); dunque f(I) & un ideale di B.
(b) Se I O Ker(f), allora I'applicazione:
A — B definita da a4+ 1 — f(a) + f(I)
I f{)
e ben posta ed € un isomorfismo.

(c¢) Se J & un ideale di B, allora 'applicazione:

A B
S definita da a4+ J— f(a) + J
e ben posta ed € un isomorfismo.
3. Mostrare che se () C B ¢ un ideale primo, allora Q)¢ € un ideale primo.

4. Sia I C A un ideale. Dimostrare che

(a) L’estensione di I in A[X] & l'ideale I[X] formato dai polinomi a
coefficienti in 1.

(b) I[X]c=IX]NA=1.

(c) Se I = P ¢ un ideale primo, anche P[X] ¢ primo.

(d) Mostrare con un esempio che se I = M & massimale in A, M|[X]

pud non esere un ideale massimale di A[X].

5. Sia A un dominio con campo dei quozienti K. Mostrare che ogni ideale
primo di K[X] si contrae sull’ideale nullo di A



