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ALA420 - Teoria Algebrica dei Numeri (Prof. S. Gabelli)

Esercizi 5 - Fattorizzazione

. Sia « una radice del polinomio X?+3X +7 e sia K := Q(«). Mostrare

che a ¢ un elemento irriducibile di O

. Dimostrare che Z[wy] € un dominio euclideo per d = —1, —2,2, 3 (riguardare
il caso d = —1 ed estendere).
Effettuare la divisione euclidea di 13 + 18i per 5+ 3i in Z[i]. Mostrare

che i possibili quozienti (e rispettivi resti) sono quattro.

. Si considerino in Z[i] gli ideali I = (14 3i) e J = (3 —3i). Determinare

gliideali I +J ,IJelINJ.
Determinare esplicitamente tutti gli elementi di:

Z[i] Z]i] Z]1]
1+ 3)7 (241

Effettuare la divisione euclidea di a := M per B := 2+ V3 in
Z[U.),g].

Fattorizzare n in elementi irriducibili di Z|w,] per:

n=206,d=-22; n=30,d=-29; n=6,d=—-23.
Fattorizzare in elementi irriducibili i seguenti elementi di Z[w_1g]:

35, 14+4V19, 2 +iV19.

Mostrare che in Z[w_s] gli elementi 6 e 2(1 +4+/5) non hanno massimo
comune divisore.

Esiste un anello di interi algebrici in cui un elemento di norma uguale
a 12 ¢ irriducibile?
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Sia (a,b) € Z x Z una soluzione dell’ Equazione di Pell:

X?-Yid=1, d>2.

(1) Mostrare che (a,b) ¢ una soluzione positiva (cioe a > 0 e b > 0) se
e soltanto se a + bv/d > 1.

(2) Mostrare che se (a, b) & una soluzione positiva tale che a := a+bv/d
sia minimale (« si chiama la soluzione fondamentale), allora tutte e sole
le soluzioni sono (£1,0), (fay,, +b,), n > 1, dove a™ := a, + b,\V/d.
Sia € := a + bwy un elemento invertibile di Z[wy|. Mostrare che

e Sed#5,e>1seesoltantose a > 0e b > 0;

e Se d =05, e > 1 se e soltanto se ¢ = w5 oppure a >0 e b > 0.

Verificare che:

e la soluzione fondamentale dell’equazione di Pell X?—2Y? =1 ¢ (3,2)
e I'unita fondamentale di Z[v/2] ¢ 1+ /2.

e la soluzione fondamentale dell’equazione di Pell X?>—-3Y? =1¢ (2,1)
e I'unita fondamentale di Z[\/g] o2 4+4/3.

Determinare tutti gli elementi associati a v/—3 in Z[v/—3] e tutti gli
elementi associati a v/2 in Z[ﬂ]

Mostrare che in Z[v/2]
14 = (V22(3+V2)(3—v2) = (2= vV2)(3—V2)(=1+2v2)(8+ 3V2)

sono due fattorizzazioni di 14 in elementi primi e determinare quali
sono i fattori associati.



