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. Determinare tutti i sottocampi dell’ampliamento ciclotomico Q(&22),
dove &9 € una radice primitiva 22-sima dell’unita.

Per ogni sottocampo, determinare poi un elemento primitivo ed il suo
polinomio minimo su Q.

Soluzione: Sia £ = &y9. Notiamo che 22 = 211, con MCD(2,11) = 1.
Inoltre €2 = ¢ & una radice primitiva 11-sima dell’unitd e £ = —1.
Poiché 1 = 11 — 2.5, si ha £ = €125 = —(£2)5 = —(5. Dunque
Q&) = Q(Q)-

Poiché il gruppo di Galois G di K = Q(¢) su Q & ciclico di ordine
10, allora K ha esattamente due sottocampi propri. Precisamente, il
campo fisso del sottogruppo di G di ordine 5 (e indice 2) ha grado 2 su
Q ed ¢ il sottocampo Q(iy/11), ottenuto aggiungendo a Q una radice
del discriminante. Il polinomio minimo di 3v/11 su Q & X2 +11.

11 sottogruppo di G di ordine 2 (e indice 5) & generato dal coniugio.
Percid il suo campo fisso ha grado 5 su Q ed ¢ Q(¢ + ¢ 1).

Posto a = ¢ + (71, si ha:

o = (CP+(?)+2

o’ =(C+¢7°) + 3

o = (" + (1) +4a? - 2
o® = (¢°+(7°) + 5a® — b

Poiché ( e radice dell’11-simo polinomio ciclotomico, risulta:

CHCHHCHCH+FE+CT+ P+ CTH+(EC+H+1=0.

Da cui:
aP+at—40® -3 +3a+1=0

Poiché « ha grado 5 su Q, il polinomio minimo di o su Q e:

X5+ X4 —4X3—-3X%2+3X +1.



Alternativamente, il polinomio minimo di « su Q si puo determinare
osservando che le sue radici sono i coniugati di a.

. Mostrare che il gruppo di Galois su QQ del polinomio
f(X):=X°—4X +2

¢ isomorfo a Ss.

Il polinomio f(X) & risolubile per radicali?

Soluzione: Il polinomio f(X) & irriducibile su Q per il Criterio di Eisen-
stein (p = 2).

Lo studio della funzione reale Y = f(X) mostra che il polinomio f(X)
ha esattamente tre radici reali e 2 radici non reali, coniugate.

11 gruppo di Galois di f(X) si puo identificare a un sottogruppo G di Ss.
Poiché il polinomio f(X) & irriducibile, 5 divide l'ordine di G. Percio
G contiene un elemento di ordine 5 (Teorema di Cauchy), ovvero un 5-
ciclo. Inoltre GG contiene una trasposizione, corrispondente al coniugio.
Dunque G = Ss.

Poiché il gruppo Ss non ¢ risolubile, allora f(X) non & risolubile per
radicali.

. Sia f(X) € F[X] un polinomio di quarto grado irriducibile su F
(char(F) = 0). Stabilire quali possono essere i gruppi di Galois di
f(X) quando il discriminante di f(X) & un quadrato in F.

Soluzione: Se G C Sy ¢ il gruppo di Galois di f(X) su F e §? = D(f),
il gruppo di Galois di f(X) su F(0) ¢ G N Ay,.

Notiamo che:
D(f) ¢un quadratoin F < € F & F=F(0) & G C Ay

Poiché f(X) e irriducibile, 'ordine di G & diviso da 4. Allora, se D(f)
¢ un quadrato in F, i possibili gruppi di Galois di f(X) su F sono i
sottogruppi di A4 il cui ordine e diviso da 4, cioe Ay e Vy.

(G = Ay se la risolvente cubica di f(X) ¢ irriducibile e G = V4 se ¢
riducibile).



4. Svolgere in modo conciso ma esauriente uno dei seguenti temi:

(a) Costruzioni con riga e compasso;
(b) Ampliamenti di Galois;
(c) 1l gruppo di Galois di un polinomio.



