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Esercizio 1. Per ogni n > 1 fattorizzare gli anelli
o _Q[=]
(Z) ﬁ7
.. R
(ii) oy,

oy Clx
(i) (m”[—]l)

come prodotto di estensioni semplici dei corrispondenti campi dei coefficien-
ti.
Esercizio 2. Fattorizzare ®,(x) in polinomi irriducibili su R.

Esercizio 3. Sia F un campo di caratteristica diversa da 2. Si supponga
che m(x) = 2 + bx + ¢ sia irriducibile su F. Sia d Y2 —de. Mostrare che

Flzl o che #ﬁﬁ] sono isomorfi. Costruire esplicitamente un isomorfismo
(m()) (z*-d)

tra essi.

Esercizio 4. Sia f(x) e F,[x] e sia K un suo campo di spezzamento su Fp.
Sia m il minimo comune multiplo dei gradi dei fattori irriducibili di f(x)
su IF,. Provare che K ha p™ elementi.

Esercizio 5. Stabilire se esistono polinomi di grado 2,3,...,10 irriducibili
su Fo che si fattorizzano su Fgq. In caso affermativo determinarne almeno
uno.

Esercizio 6. Stabilire se esistono polinomi di grado 2,3,...,10 irriducibili
su F3 che si fattorizzano su Foyz. In caso affermativo determinarne almeno
uno.

Esercizio 7. Sia ¢ una radice primitiva n-esima dell’unita sul campo F'. Sia
d un divisore positivo di n. Provare che C* & una radice primitiva d-esima
dell’unita se e solo se MCD(n, k) = 5.

Esercizio 8. Sia F' un ampliamento finito di Q. Provare che F contiene
un numero finito di radici complesse dell’unita.

Esercizio 9. Dimostrare che I'n-esimo polinomio ciclotomico su Z, si ot-
tiene dallm-esimo polinomio ciclotomico su Z riducendo i suoi coefficienti
modulo p.



Esercizio 10. Sia d € Z un intero privo di fattori quadratici tale che |d| > 2.

Dimostrare che Q(\/d) ¢ Q(Cgjap)-

Esercizio 11. Per ciascuna delle sequenti estensioni determinare un am-
pliamento ciclotomico che le contiene:

(i) Q(i);
(ii) Q(V2);
(iii) Q(v/-3);
(iv) Q(V-4);
(v) Q(V-2);
(vi) Q(V/~6);

(vii) Q(i,V/2);
(viii) Q(v/~11+/=7);
(iz) Q(V5-V=T);
(z) Q(v/-11,V5);
(xi) Q(V/-11, i);

(zii) Q(V/5 +1).

Esercizio 12. Quali radici complesse dell’unita contiene ciascuna delle
sequenti estensioni?

(i) Q(i);
(ii) Q(V2);
(iii) Q(V/=3);
(iv) Q(v/-4);
(v) Q(i,V2).

Esercizio 13. Siano r ed s due interi positivi coprimi tali che il loro prodotto
sta n. Provare che ogni radice complessa n-esima dell’unita é prodotto di
una radice r-esima e di una s-esima.

Esercizio 14. Per ogni intero positivo n > 1 si ponga

2T . (27
Cp=cos|— | +isin| —].
n n
Siano r ed s due interi positivi e sia m = mem(r, s). Provare che

Q(Cm) = Q(CT‘CS) = Q(Crv Cs)
In particolare se MCD(r, s) =1 allora Q((rs) = Q(¢-Cs) = Q¢ Cs)-



Esercizio 15. Trovare il polinomio minimo di (11 + (11 su Q e provare che
ha cinque radici reali. Determinarle.

Esercizio 16. Trovare il polinomio minimo di (9+59 su Q e provare che ha
tre radici reali. Determinarle.

Esercizio 17. Dimostrare che il polinomio minimo di ¢, +C, su Q ha radici
tutte reali. Quante sono? Determinarle.

Esercizio 18. Sia ¢ una radice settima primitiva dell’unita complessa. Per
ciascuna delle sequenti quantita o calcolare il polinomio minimo su Q:

(i) a=¢+¢%;

(i) a =+
(iii) o =¢0+¢;

(i) a=C%

(v) a=++C
(vi) a=(+C%;

(vii) a=C*+ ¢+ (;
(viii) a = ¢3+ ¢+ ¢,

Esercizio 19. Per ciscun « dell’esercizio precedente calcolare il polinomio
minimo di ¢ su Q(«).

Esercizio 20. Sia ¢ una radice ottava primitiva dell’unita complessa. Per
ciascuna delle sequenti quantita o calcolare il polinomio minimo su Q:

(i) a=¢%

(ii) =+
(iii) o =3+ ¢P;
(i) a=C+0+(;

(v) a=C+¢%;
(vi) a=¢%;
(vii) o = (5.

Esercizio 21. Per ciscun « dell’esercizio precedente calcolare il polinomio
minimo di ¢ su Q(«).



Esercizio 22. Sia ( una radice undicesima primitiva dell’unita complessa.
Per ciascuna delle sequenti quantita a calcolare il polinomio minimo su Q:

(i) a=¢%
(ii) o =¢*;
(iii) a=¢*+ (7
(i) a=C+ 4+ (1
(v) a=(+ e M
(vi) a=¢¢?...¢H;
(vii) a=C++ ¢+ + (0
(viii) o = ¢+ .

Esercizio 23. Per ciscun « dell’esercizio precedente calcolare il polinomio
minimo di ¢ su Q(«).

Esercizio 24 (Gaussf). Sia n =19 e sia ( una radice diciannovesima pri-
mitiva dell’unita complessa. Si fissi 2 come generatore del gruppo ciclico
U(Zy). Siponga 18 =ef. Si considerino in U(Zy,) le e classi laterali deter-
minate dalla congruenza modulo il sottogruppo ciclico (2¢) (ciascuna di esse
é costituita da f elementi). Sia H una di tali classi laterali e si costruisca
il periodo di Gauss ad essa associato sommando tutte le potenze di ( con
esponenti presi in H, id est

PH:Ct1+Ct2+...+th’

conti,ta,...,ty € H. Per ogni valore possibile di f si determini il polinomio
minimo su Q degli e periodi di Gauss ad f termini che si possono costruire.

Esercizio 25. Siano (1,...,(, le radici n-esime complesse dell’unita. Sia
k > 1. Provare che:

(i) CF+---+ ¢k =0 sen non divide k;
(ii) CF+---+CF =n sen divide k;
(i) CF+ G = (~1)H 7,

Esercizio 26. Costruire il settimo polinomio ciclotomico su Zo, determinare
tutte le sue radici e per ciascuna di esse il suo polinomio minimo su Zs.

TTratto dai primi articoli della sezione settima delle Disquisitiones Arithmeticae in cui
Gauss risolve il problema della ciclotomia.



Esercizio 27. Costruire il nono polinomio ciclotomico su Zs, determinare
tutte le sue radici e per ciascuna di esse il suo polinomio minimo su Zs.

Esercizio 28. Costruire l’ottavo polinomio ciclotomico su Zs, determinare
tutte le sue radici e per ciascuna di esse il suo polinomio minimo su Zs.

Esercizio 29. Costruire l'ottavo polinomio ciclotomico su Zs, determinare
tutte le sue radici e per ciascuna di esse il suo polinomio minimo su Zs.

Esercizio 30. Costruire il quinto polinomio ciclotomico su Zs, determinare
tutte le sue radici e per ciascuna di esse il suo polinomio minimo su Zs.

Esercizio 31. Sia dato il polinomio f(z) = 23+3x2+22 € Q[z]. Determinare
il polinomio fr(x) che abbia per radici le potenze k-esime delle radici di
f(x), per i valori k = 2,3,4. Dire se i coefficienti di fo(x) - f3(x) sono
funzioni simmetriche delle radici di f(z).

Esercizio 32. Sia dato il polinomio f(x) = 2° +22% -2 -2 € Q[x]. De-
terminare il polinomio fi(x) che abbia per radici le potenze k-esime delle
radici di f(x), per i valori k = =3, =2, =1, 2, 3, 4. Dire se i coefficienti di
f-2(x)- f3(x) sono funzioni simmetriche delle radici di f(x) e determinarne
alcuni.

Esercizio 33. Sia dato il polinomio f(x) = x* +2® - 322 -2 + 2 € Q[x].
Determinare il polinomio fi(z) che abbia per radici le potenze k-esime delle
radici di f(z), per i valori k = =3, =2, =1, 2, 3, 4. Dire se i coefficienti di
f-2(x)-f-3(x) sono funzioni simmetriche delle radici di f(x) e determinarne
alcuni.

Esercizio 34. Risolvere i sequenti sistemi simmetrici:
. r+y=10
&){ —ay =20
y =

2 +y? =34

(%) zy =15

z+y=1
z?+y? =13

{
L
){x+y 1
L
L

(i)

2 +yd -z -y =60

xy+yx 290
(W) 22442 22

z? +y +2x + 2y = 23
22 +y? +xy =19

(vi)



22+ 2xy +y? + 3z + 3y = 70
zy =12

22yl +y=22
2+ 2y +ay?+y° =85

20+ 3y =5
422 +9y? =13

2x+ 3y =20
zy =06

rT—y=-5
-xy =6

rz-y=1
-y =37

{
{
{
{
{
{
{
(B2
(0) { oo
{
|
|
|

20 -2y =2
422 + 4y = 10

T+y+z=2
2?2 +y?+22=6
Yz = —2

rT+y+2=3
2?2 +y?+22=5
B+ +23=9

2?2 +y?+22=2

22yz +y’xz + 22xy =0
ryz+x+y+2=0

Try+z+t=/2+3
2?2+t 2 t2 =7
xyztz—\/é

x3+y3+z3+t3—2x—2y—22—2t=\/3



Esercizio 35. Sia dato il polinomio f(x) = 23+ V22 + /2 € R[z]. Siano
a, B,y €C le sue radici. Si dimostri che i sequenti numeri sono elementi di

Q(V2):
(i) (@ +1)(B°+1)(7v* +1) - aBy;
(i) &®+ B2+ +a+B+;
(iii) (a*-a+1)(B2-B+1)(v*-y+1).
Esprimere se possibile tali quantita in funzione dei coefficienti di f(z).

Esercizio 36. Dimostrare che ogni ampliamento quadratico di Q é contenu-
to in un ampliamento ciclotomico.

Esercizio 37. Mostrare che se un polinomio ha radici tutte reali, allora il
suo discriminante ¢ non negativo.

Esercizio 38. Mostrare che se un polinomio ha radict reali e distinte, allora
il suo discriminante é strettamente positivo.

Esercizio 39. Mostrare che se un polinomio di terzo grado ha una sola
radice reale, allora il suo discriminante e strettamente negativo.

Esercizio 40. Per ciascuno dei sequenti polinomi a coefficienti razionali
dire se ¢ irriducibile su Q, calcolarne il discriminante, dire se ha campo di
spezzamento reale e stabilire quale € il suo gruppo di Galois.

(i) o3 -2 +1;
(i) 3 - x;
(iii) =3 +1;
(iv) z3+32% + 32 +1;
(v) 23 -3z +1;
(vi) 2% -4z +2;

(vii) x3 - 2;

(viii) 3+ 27z — 4;
(iz) o3 21z +17;
(x) 23+ 2% 22 -1;
(zi) 3 +2% -2z +1.

Esercizio 41. Dire per quali valori di a € Q i sequenti polinomi di Q[x]
hanno esattamente tre radici reali.



(i) z3+ax +2;
(ii) 23 +ax +a.

Esercizio 42. Dimostrare che un campo finito non ammette estensioni
biquadratiche.

Esercizio 43. Calcolare cos 2?” e sin 2?”

Esercizio 44. Fornire un criterio necessario e sufficiente affinché un poli-
nomio biquadratico irriducibile a coefficienti razionali abbia solo radici reali.

Esercizio 45. Verificare che il polinomio
f(z,y) = yt = 822%y% — 2 + 62y — 1027y

¢ irriducibile su € Q[z,y].

Esercizio 46. Siano V(x1,x2,...,2,) € D(x1,9,...,x,) rispettivamente
il determinante di Vandermonde ed il discriminante in n indeterminate.
Provare che V(x1,29,...,2,)% = D(x1,29,...,2,).

Esercizio 47. Dimostrare che un polinomio e la sua forma ridotta hanno
lo stesso discriminante.

Esercizio 48. Sia f(x) € F[x] un polinomio di terzo grado. Mostrare che
se f(x) =(x—-a)g(x), con aeF, allora D(f)=cD(g) per qualche c € F.

Esercizio 49. Dimostrare che vale la sequente relazione tra il discriminante
ed i polinomi simmetrici di Newton in n indeterminate:

n P ... DPn-1
D($1>$2,--.,$n):det pl p2 pn
Pn-1 Pn --- DP2n-2

Esercizio 50. Dimostrare che tutte le derivate parziali di un polinomio sim-
metrico sono ancora polinomi simmetrici. Dedurre che ’anello dei polinomi
simmetrici € un anello differenziale.



