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Esercizio 1. Mostrare che i polinomi X* -9 e X*-2X?% -3 hanno lo stesso
campo di spezzamento in C

Esercizio 2. Costruire i campi di spezzamento in C dei polinomi X% -5 e
X? +2. Costruire inoltre il loro composto e determinarne il grado su Q.

Esercizio 3. Determinare tutti gli isomorfismi in C dei sequenti campi e
stabilire quali tra essi sono automorfismi:

(a) Q(V5);
(b) Q(v/3,1);
(c) Q(V2);
(d) Q(v2,V5).

Esercizio 4. Sia F' ¢ K un ampliamento di campi. Siano o, B € K algebrici
su F di gradi rispettivamente m ed n, tali che MCD(m, n) = 1. Provare che:

(i) [F(a, B): F]=mn
(i) F(a)nF(B) = F
(i) F(a, B) =F(a+p).

Siano p(X) e q(X) i polinomi minimi su F di o e [ rispettivamente.
Provare che:

(i) q(X) non ha radici in F(«a) e che p(X) non ha radici in F(5).
(v) q(X) ¢é irriducibile su F(a) e che p(X) ¢é irriducibile su F(8);

Esercizio 5. Determinare il campo di spezzamento in C dei sequenti poli-
nomi sul loro campo di definizione. Inoltre, determinare il grado su Q di
ctascuno dei campi trovati.

(a) X*+2X2+9;
(b) X7~
(c) X3+1;



(d) X*-2;

(e) X*—-2X7?+49;

(f) X°-1;

(9) X°-3X3+3X?%-9;

(h) X°-3X*+3X3-X?%+56X3-3V/5X2+3/5X -/5;
(i) X3+2iX?%+ X +2i;

(7) 3X7 - (4V/3+9) X6+ (15+12v/3) X5 - (21 + 16V/3) X4 + (21 + 16/3) X3 -
(15 +12v/3) X2 + (4/3 +9)X - 3;

(k) X*-2X2%+3;

(1) X*-5X%+6;

(m) X*-6X%+1;

(n) X*-X3-3X+3;

(0) 2X° -7X*+9X3 -7X?%+2X;
(p) X5-3X3+2.

Esercizio 6. Determinare per ciascuno dei sequenti polinomi di F,[ X ] un
campo di spezzamento su Fp, per i valori di p a fianco indicati. Inoltre,
determinare il grado su Fp, di ciascuno dei campi di spezzamento trovati.

(a) X3+2X +1, p=3;

(b)) X3+2X +1,p=5;

(c) X*+5, p=2;

(d) X*+5, p=3;

(e) X*+5, p=5;

(f) X*+5,p=1;

(9) X3+ X +1,p=2;

(h) X3+X%2+1,p=2;

() X0+ X0+ X4+ X3+ X2+ X +1F, p=2;

(]) X4_X3_X_1}p=3;

*Si suggerisce di calcolare il prodotto dei polinomi del punto (g9) e del punto (h)...



(k) X*+X +1,p=2;

() X33, p=1;

(m) X35, p=13;

() X*+ X2+ X3+ X +1,p=2.

Esercizio 7. Determinare tutti gli automorfismi del campo di spezzamento
in C dei sequenti polinomi di Q[X]:

(a) X%+ X +2;

(b) X3-1;

(c) X*+X?+2X +2;
(d) X*-5X2+6;

(e) XP+X3+X%2+1;
(f) X®-3X3+2;

(9) X6 -8X3+7.

Esercizio 8. Siano K ed L rispettivamente i campi di spezzamento su Fs
dei polinomi X?+ X +1 ed X2 +4X +1 di F5[X]. Mostrare che K ed L sono
isomorfi e determinare tutti 1 possibili isomorfismi tra essi.

Esercizio 9. Siano K ed L rispettivamente i campi di spezzamento su Fo
dei polinomi X3+ X +1 ed X3+ X?+1 di Fo[X]. Mostrare che K ed L sono
isomorfi e determinare tutti 1 possibili isomorfismi tra essi.

Esercizio 10. Nel campo C siano A linsieme delle radici primitive ottave

dell’unita e B linsieme delle radici quarte dell’unita megativa. Dimostrare
che A=B.

Esercizio 11. Sia ( := (7 la radice settima primitiva dell’unita. Determinare
il grado dei sequenti elementi su Q:

(a) ¢+¢%
(b) ¢+ ¢
(¢) ¢+ + ("

Esercizio 12. Per ogni 1 < n < 20 calcolare ®,(X) € Z[X]. Determinare
I'm-simo ampliamento ciclotomico di Q e il suo grado.

Esercizio 13. Dimostrare che per ognin >3 ®,(X) ha grado pari.



Esercizio 14. Dimostrare che per ogni n > 1 Q((,) € Q((2n). Dimostrare
che Q(¢3) =Q(¢s). Esplicitare Q(¢4) e Q(Cs). Dedurre che sebbene Q(¢,) €

Q(Can), tuttavia in generale non vale l'inclusione contraria.

Esercizio 15. Dimostrare che per ogni m,n > 1 tali che m | n allora

Q(Gm) = Q(Gn)-
Esercizio 16. Al variare din € N*, si consideri l'insieme C,, = {z € C| 2" = 1}.
(i) Dimostrare che C,, ¢ un sottogruppo di C.

(ii) Provare che C,, é isomorfo a Z,. Dedurre che si tratta di un gruppo
ciclico e dire quali e quanti sono i suoi generatori.

(iii) Dimostrare che se m | n allora Cy, c C,.

(iv) Siano m,n > 1 interi distinti. Dire se C,, UC,, = Cppyy.



