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1. Siano p un numero primo e U un’indeterminata su F,.
P

(a) Posto T':= UP, K :=F,(T), verificare che K(U) = F,(U).

(b) Dire perche ogni elemento di F,(U) ¢ algebrico su K.

(c¢) Dimostrare che il polinomio f := X? —T € K[X] ¢ irriducibile
su K. [Sugg.: ricordare che I'anello F,[T] un dominio a fattoriz-
zazione unica...]

(d) Dimostrare che f ha un’unica radice in ogni suo campo di spez-
zamento.

(e) Determinare un campo di spezzamento L di f su K, e calcolare
[L: K].

2. Siano p un numero primo e k > 1 un intero. Sia F' C K un’estensione
di campi di grado p*. Sia f(z) € F[z] un polinomio irriducibile su F
di grado strettamente compreso tra 1 e p. Dimostrare che f(x) non ha
radici in K.

3. Siano K un campo, f(X) € K[X]| un polinomio irriducibile, L un
campo di spezzamento di f su K.

(a) Dimostrare che se o, 5 € L sono radici di f(X), allora K(«a) e
K(B) sono isomorfi come campi e come K-spazi vettoriali.
(b) Stabilire, motivando la risposta, se ’asserzione (a) ¢ vera quando
f(X) e riducibile.
4. Sia K = Q(v/6,14,/21).

(a) Calcolare [K : Q] e trovare una base di K su Q.

(b) Dimostrare che K ¢ il campo di spezzamento del polinomio f(X) =
X1 —40X%+64 € Q.



10.

Determinare il campo di spezzamento su Q di uno dei seguenti poli-
nomi:

X4 —9X%2+20; X*—4X%+2; X*1-2X%-1
e calcolarne il grado.

Determinare tutte le immersioni in C dei seguenti campi e stabilire
quali tra essi sono automorfismi:

Q(V3); Q(V2,i); Q(V3);, Q(V5v3); Q1Y V2+V3).

. Si determini un’immersione ¢ : Q(v/2) = C che non sia un automor-

fismo di Q(v/2) e si estenda ¢ ad un automorfismo di Q(+v/2,7).

Si costruiscano tutte le immersioni in C dell’n-simo polinomio ciclo-
tomico Q(§) (£ una radice n-sima primitiva dell’unitd). Mostrare in-
oltre che ogni immersione ¢ un automorfismo di Q(§).

Sia p(X) € F,[X] un polinomio irriducibile di grado n e sia o una
sua radice, in un opportuno ampliamento K di F,. Mostrare che tutte
e sole le radici di p(X) sono a,ap,ap2, ...,a”" e quindi il campo di
spezzamento di p(X) in K e F,(«).

Si consideri il polinomio f := X*+ X3+ X2 +1 € Fy[X].
(a) Determinare un campo L contenente una radice a di f tale che
a ¢ Fy, e un'immersione ¢ : Fy < L.

(b) Dimostrare che f si decompone in fattori lineari in L[X] e quindi
Fy(cr) € un campo di spezzamento di f su Fs.



