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1. Sia F' C K un estensione di campi, e sia a € K. Dimostrare che F(a) = F (1).

«

2. Siano «, § due elementi algebrici su un campo F', tali che § = g Ea)) per due polinomi
f,g € F|X], con g ¢ F. Dimostrare che [F(a, ) : F(8)] < max(df,dg).

3. Calcolare il polinomio minimo dei seguenti elementi sul campo indicato.

a) V5 suQ i) Vb—isuQ
b) 1vV2-4s5uQ k)isu]R
c) ¥/p, con p numero primo, su Q 1) Y1+ v25uQ
d) 2\/_—I—lsu(@ m)msu@
¢) V3—7+5s1Q Q(3), QW7 1) irsuR
e Q(V5) 0) V2+isuQ
£) &6 su Q(i) p) &+& 7 suQ
g) V5+V7suQeQ(5) q) cos ( )
h) V2 — /3 su Q(V3) r) sin” (%)
i) V243 su Qe Q(6) ) VV2+v3+65u Q(v2+V3)
4. Calcolare il grado dei seguenti ampliamenti:
a) Q C Q(V7,V13) e) Q € Q(v6,v10,v15)
b) Q C Q(v12,V15) 2 3/5 s
&) 0 COW.i) f) QCQ(EV2,vV2-1)
d) Q € Q(v3,V5,60) 2) Q(V3) C Q(v3,v6)
h) Q(v3+iv5,2v/11) € Q(V11 — 7,2iv5 — V/3)
i) QC QY3 +iv3) ) Q) C Q(r, ¥7)
i) Q C Q&)
k) Q(*) € Q(n) m) Q(7* —72) C Q(n)

2

5. Dimostrare che, per ogni n € N, n # 0, I'elemento cos(=") ¢ algebrico su Q.

6. Determinare il campo di spezzamento in C dei seguenti polinomi e calcolarne il
grado:

a) X3 —asuQ (aeQ)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

b) X" —2suQ

¢) (X?=5)(X?—7)su Qe Q(v&)

d) X*+30X?+45suQ

e) X' — X2 +5suQ

f) X0 - X54+3X4-3X2+9X -9suQ
g) X0 —4X*1-2X24+3s5uQ

)

h) X3+ X +1suQ esuQ(v/-31)

Sia ¢ > 0. dimostrare che il campo di spezzamento del polinomio X? + cX + 1 ha
grado 6 su Q.

Fattorizzare su R il polinomio X% 4+ X% + X4 + X3 4+ X2 + X + 1.

Sia f(X) € Q[X] un polinomio biquadratico irriducibile. Dimostrare che il suo
campo di spezzamento ha grado al piu 8 su QQ, e determinarne tutti i possibili
gradi.

Determinare il polinomio minimo su Q di § = a+1, v = ﬁ, d=ac’ede=0a?+1
nei seguenti casi:

a) « verifica o® 4+ 5a? — 5a? +5 = 0;

b) « verifica a® + 3a® + 6a* — 15 = 0;

¢) a verifica a® + 6a® — 2a% + 2 = 0.

Spiegare perché il problema dell’esercizio precedente non ¢ ben posto se 1'unica
informazione su a ¢ che verifica o 4+ 3a? + 2 = 0.

Sia f(X) = fo+ fiX + -+ f X" un polinomio irriducibile su un campo K e sia
« una sua radice. Determinare il polinomio minimo di o' su K.

Descrivere esplicitamente gli elementi dei seguenti campi:
a) Q(v2,v3) b) Q(V3+ v5) ¢) Q(m,V/5)

Sia F' C K un ampliamento di campi, con F' e K di caratteristica diversa da 2, e
siano «, f € K trascendenti su F'.

a) Si verifichi che almeno uno tra a — 3 e o + 3 & trascendente su F'.

b) Sisupponga o —2aB+3%+1 = 0. Si calcoli [F((a+8)3) : F| e [F((a+3)?) :
F(a+p)].

c¢) Si dimostri che il punto (a) non vale se la caratteristica di F' ¢ 2.

Siano « e [ due numeri complessi, entrambi trascendenti su Q(%) Dimostrare
che Q(«) e Q(B) sono campi tra loro isomorfi.

Determinare un ampliamento algebrico di grado infinito su QQ che non coincide con
la chiusura algebrica Q di Q su C.

Dimostrare che un campo finito non puo essere algebricamente chiuso.



