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Anelli di polinomi

1. Costruzione di anelli di polinomi.
rererno sempre anelli commutativi e unitard e diremo che un tale

ancllo & un dominio (0 dominio integro, o dominio di integritd) se non possiede divisori dello
ZEI0.

Ricordiamo che un divisore dello zero, o uno zero-divisore, di un anello commutativo
A & un elemento non nullo a tale che ab=0 per qualche elemento non nullo be A,

Consideriamo I’insieme
AN = {(co €1y ven s Cky vnenes Yicpe A
delle succession di elementi di AL
Per definizione, si ha che,
(80: 81y ooy By vonvin Y={(byp. bi, ... s by eenenn ]
s¢ ¢ soltanto se aj=by, perogni 1=20.

Definiamo in AN le operazioni di addizione e moltiplicazione rispettivamente con:
(ag, 41, ... , Ak, -oene Yaibahivaas b )} = (agtbg, a14by, ..., aby, L )
(a0, a1, --v s By 2enens Nbo, bry sy bk, e ) = (agbg, apbi+ ajby, ..., Zigj=k aibj, ...... Y

Si verifica facilmente che, rispetto a queste operazioni, AN & un anello commutativo

unitario: lo zero di AN & la successione nulla (0, 0, ... , 0, ...... ) ¢ la sua unitd € la
successione (1,0, ...,0, ... i
Una successione (Cp, C1. -« , Cka <enees bodi element di A st dice grasi ovungue nulla

se esiste un intero n = 0 tale che ¢ =0 perogni m = n . Questo equivale a dire che
ck # 0 al pith per un numero finito di interi k.
Denotiamo con Pa l'insieme delle successioni quasi ovunque nulle di elementi di A :
e e ) )i cke A, ck#0 al pitt per un numero finito di interi k }.
Si verifica facilmente che somme, differenze e prodotti di successioni quasi ovunque nulle
SONO ancora successioni quasi ovungue nulle. Dunque Pa & un sottoanello di AN | Inoltre,
1=
ot fol ) I ¢ S ) ,perogni cE A,
l'applicazione
A—>Pp definitada c—>¢=1(c,0,...,0,...... )

& un omomorfismo iniettivo di anelli; dunque l'insieme delle successioni
le=0c,0,...0,.....0; ceAl}

costituisce un sottoancllo di Py, isomorfoa A

Posto

risulta:
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(Co.Cpsovv w0, ) =gp+ X + L+ gpXD .
Quindi, identificando A con la sua immagine in Pa , ovvero identificando ¢ con ¢, gli
elementi dell'anello Py si possono scrivere come espressioni formali del tipo
f(X):=co+c1X+...+¢pX", n20, cxe A per k=0, ...,n.
Per evidenziare questo fatto, si usa indicare I'anello Ps con A[X].
Notiamo che
{0 o PR R | R J=cp+oi X+ ...+, X0=0)
seesoltantose ¢g=cy=... = ¢y =0 . Questa proprictd si esprime dicendo che X & una
indeterminata su A
L'espressione:
X)) =cp+ X +... +cpX0
s1 dice un polinomio nell'indeterminata X con coefficienti ¢, ..., ¢y . Il polinomio che ha
tutti i coefficienti nulli si identifica con lo zero di A e si dice il polinomio nullo.
L'anello A[X] si chiama allora lanello dei polinomi a coefficienti in A (0 su A )

nell'indeterminata X .

Se f(X):=cp+c1X+...+cpX" e ¢ # 0, sidice che f(X) ha grado n e si scrive
deg(f(X)) =n . Inoltre ¢y si dice il coefficiente direttore di [(X) e c X0 si dice il termine
direttore di f(X) .

1l grado del polinomio nullo non & definito. I polinomi di grado 0 si identificano con
gh elementi non nulli di A . Gli elementi di A si chiamano i polinomi costanti o
semplicemente le costanii di A[X] .

Per come sono definite le operazioni in Pja , se

f(X)i=ap+a X+ ...+apX? e g(X):=bg+bX+ ... +byXm
sono due polinomi di gradi n e m rispettivamente, m = n, risulta:
f(X) + 2(X) = (ag+bp) + (a)+b )X +...+ (an+by) X0 + by X 4 4 by Xm |
[(X)g(X) = (agbg) + (aghj+a;bg)X + ... + (z'i+j=k a;bj ]Xk + ... + (aghg)Xh+m
Inoltre, se f(X) ¢ g(X) sono tali che fiX)+g(X)=0 e f(X)g(X) 0, si ha:
deg(f(X) + 2(X)) = max{deg(f(X)) , deg(g(X))} ;
deg(f(X)g(X)) = deg(f(X))+deg(g(X)).

Proposizione 1.1 (Principio di Uguaglianza tra Polinomi). Siano f(X), g(X) €

ALX] due polinomi non nulli. Allora f(X) = g(X) se e soltanto se f(X) e g(X) hanno
stesso grado e tutti 1 coefficienti uguali.

Dimostrazione. Scgue dal fatto che f(X) = g(X) se e soltanto se f(X) - aX)=0,
ovvero il polinomio f(X) - g(X) ha tutti 1 coefficienti nulli.

Proposizione 1.2. Se A & un dominio, allora A[X] & un dominio e vale l'uguaglianza:
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deg(fiX)g(X)) = deg(f(X)) + deg(2(X)) (formula del grado).

Dimostrazione. Siano f(X), 2(X) € A[X] due polinomi non nulli, di gradi n ¢ m

rispettivamente. Poiché A & un dominioe a ¢ by sono diversi da zero, fsulta apb, #0 e
dunque f(X)g(X)# 0. Ne segue che A[X] & un dominio e inoltre deg(f(X)z(X)) = n+m.

Se A non e integro, l'anello A[X] non & integro ¢ non vale quindi la formula del
grado. Ad esempio, il prodotto dei polinomi non nulli 2ZX e 3X di Zg[X] ¢ il polinomio
nullo, dunque il prodotto dei polinomi di primo grado 2X+1 e 3X+1 ¢& il polinomio di
primo grado 5X+1 .

Il fatto che, se A & un anello commutativo unitario (rispettivamente un dominio), anche
A[X] ¢un anello commutativo unitario (rispettivamente un dominio), ¢i permette di definire,
per induzione su n, l'anello dei polinomi in n indeterminate X, .... Xy su A ponendo

Ap:=A e Aj=AL[X] = (G (AKGDIXRD ) K DIXG] peri=1, ..., n.

L'anello A, siindica con A[Xj, ..., X,] ;1 su0i elementi $i scrivono come espressioni

F(B oo )= 2 T Y i,

dove ¢y, 1, €A e 0=k +...+ky=m per m opportuno (con la convenzione che X0
— i o ol 0 A 1

Per costruzione, essendo X una indeterminata su A;j.p , si hache (X, ..., X)) =0 se
e soltanto se tuttl 1 coefficient Ck...k, $0no nulli; ovvero gli elementi X, ..., X; non
soddisfano alcuna relazione algebrica su A . Questa condizione si esprime anche dicendo che
X1, ..., Xp sono indeterminate (algebricamente) indipendenti su A .

Osserviamo che, per le proprictd commutativa e distributiva, perogni i= 1, ..., n , si
pud scrivere

f(Xq o Xp) = fo+ (X + .+ 15, X0,

dove, per k=0, ...,n; . fy € un polinomio in cui non compare 'indeterminata X; . Per
questo fatto, possiamo considerare (X, ..., Xn) come un polinomio nell'indeterminata X; a
cocfficienti nell'anello  B; = A[X), ..., Xji|. Xj+1, ... Xu] e in questo modo identificare
AlXy, ..., X5] con Bi[X].

I1 grado del polinomio non nullo (X, ..., Xn) rispetto all'indeterminata ¥; & il suo

erado come elemento di B;[X;] .

Un polinomio di A[X], ..., X,] del ipo ¢Xik1 ... Xpkn  si dice un monomio. Se
m(X) := cX % ... Xp¥n & un monomio nen nullo, il suo grado rispetto all’indeterminata X;
e ki . Il grado totale (o semplicemente grado) di m(X) si definisce come k; + ... + ky .
Un polmomio non nullo ¢ somma di monomi e il suo grade si definisce come il massimo
grado dei monomi suoi addendi. Un polinomio si dice omogeneo se tutti i suoi termini hanno
lo stesso grado.

Per semplicita di notazione, si usa anche porre
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X=Xy, ... Xn) e AX]=AX], ..., X].
Allo stesso modo, se k:= (k. ..., ky) sipone
Xk=Xk L Xk e cpi=ck k-
In questo contesto, lan-pla k :=(ky, ..., ky) si dice un multiindice.
Questa convenzione ha il vantaggio di poter scrivere un polinomio di A[X] come
f(X) = ZepXk,
in analogia con il caso dei polinomi in una indeterminata.
Poiché un polinomio pud avere pill termini dello stesso grado, per completare 1'analogia
e talvolta utile ordinare linearmente i monomi di A[X] ; per questo basta ordinare linearmente
i multiindici. Ad esempio, si pud usare 'ordine lessicografico , indicato con  <jex e definito
da
(ki enky) = aeabngd S =h per =100
(Kiy -oos Kn) <gex (hy, ... hy) &
per il pit piccolo intero s tale che kg #hg, si hache ks <h,.
Notiamo che, nell'ordine lessicogralico, si ha
Fn Xl =t 2 sk s . 2 Xs..
Xjp1< MR Xjkj » 88 (Koo K 2 (0, .., D).

Per questo motivo viene usato talvolta anche un altro ordinamento, detto ordine

lessicografico  inverso e indicato con Zrevlex . ‘Questo  consiste  mnell’ordinare
lessicograticamente le n-ple  (kn, knpoq, ..., ki) e piu precisamente & definito nel seguente
modo:

ki s kp) =thy, . hy) < kj=h; peri=1,....n;
(Kis oo Kn) <reviex (hy, .. hp) &
per il pitt grande intero s tale che kg#hg , si hache kg <h;.
Nell'ordine lessicografico inverso, risulta
XpeX2eXP .. .o Xy=sXai2e, e Xn<...
Xk XK < Xjer, se (kpy ... KD # (0, 0, 0).
In particolare ’ordinamento lessicografico inverso non ¢ I'ordinamento opposto

dell’ordinamento lessicografico.

Una volta ordinati i monomi di A[X], se f(X) = 0, il massimo monomio ¢, X™ di
f(X) si dice il monomio diretiore (o anche il rermine direttore) di  f(X) (rispetto
all’ordinamento scelto) e il suo coefficiente ¢, si dice il coefficiente direttore i f(X) .
Inoltre, il multiindice m = (my, ..., my) si dice il multigrade di  f(X) (rispetto

all’ordinamento scelto).

Ricordiamo che, se A ¢ un dominio, $i pud costruire un campo, unico a meno di
isomorfismi, con la proprieta di essere il pill piccolo campo contenente una copia isomorfa di
A Questo campo si chiama il campo dei guozienti di A e si indica con Qz(A) . T suoi
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elementi sono le classi di equivalenza dell'insieme AXxA* rispetto alla relazione di
equivalenza & definita da:
(a,b)e(a'b)=ab =ab.
Si usa indicare la classe di (a,b) rispetto a £ con a/b, in modo da poter scrivers
Qz(A):={ab;a,be A,bz#0}.
Le operazioni in Qz(A) sono definite da:
ab+c/d=(ad+cbybd e (ablic/d)=ac/bd.
Se A & contenuto in un campo K, allora ogni elemento non nullo di A ha un inverso
in K .In questo caso risulta Qz(A)={xy!;x,ye A,y#0}.
Il campo dei quozienti dell'anello di polinomi K[X] :=K[X. ..., Xi] a coefficient nel

campo K & il campo
K(X) = K(X), ..., Xp) := {f(X)/g(X) ; £(X), g(X) € K[X], g(X) # 0} .

Esso s1 dice 1l campo delle funzioni razionali nelle indeterminate X, ..., Xp a
cocfficienti in K (o su K).

Se A & undominio, il campo dei quozienti di A[X] = A[X), ..., Xy] ¢ 1l campo delle
funzioni razionali su Qz(A) . Ad esempio, il campo dei quozienti sia di Z[X] che di Q[X]

& QX).

ESERCIZI

1. Ordinare i seguenti monomi di Q[X] secondo l'ordine lessicografico ¢ l'ordine
lessicografico inverso:
1 7

3 5

2 By

X axE X3X3X X5 , 5 X, X3X5 X, X5 -EX1IX§ L TXXEXGXGXS

2. Determinare il grado totale e i multigradi rispetto agli ordinamenti lessicografico ¢
lessicografico inverso dei seguenti polinomi di Q[X] :
2.a : 1 2 .
(a) f(X)= g}{;xixgxi - ﬁ}{§X3X4XS o X XXX X ;

3 s 1 . .
(b) g(X) = --gx;x;}igxﬁ + ﬁxfxzxﬁ - XL AR,

3. Indichiamo con mdeg(f} il multigrado del polinomio non nullo f(X) di A[X]
rispetto all’ordinamento lessicografico. Mostrare che, se A € un dominio e f(X) , g(X)
sono due polinomi non nulli di A[X], allora

mdeg(f(X)+g(X)) = jex max {mdeg(f(X)) , mdeg(g(X))} ;
mdeg(f(X)g(X)) = jex mdeg(f(X))+mdeg(g(X)).

Dimostrare inoltre che formule analoghe valgono per I'ordinamento lessicografico
inverso.

4. Mostrare che, s2 A & un dominio, il campo dei quozienti di  A[X] = A[Xy, ..., X

& il campo delle funzioni razionali su Qz(A), ovvero

Qz(AIX]) = Qz(A)X) = {f(X)/e(X) ; f(X), g(X) € Qz(A)X], g(X) =0}
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2. Funzioni polinomiali.

Il fatto di poter scrivere un polinomio su A come una espressione formale
nell'indeterminata X ci permetle di associare a tale polinomio una funzione da A in A.

Precisamente, sia f(X) :=cg+c X + ... +cpX" € A[X]. Se ot € A, poniamo

flo) :==cp+ @t + ... + CpotD .

L’elemento f(c) stain A e si dice il valore del polinomio f(X) calcolatoin .

Perogni f(X) € A, si pud allora considerare la funzione ©@p: A —> A che ad ogni
elemento e A associail valore di f{X) in o . Ovvero

P A—>A, o—=1fo), perogni ce A.

Adognielemento ¢ di A corrisponde la funzione che assume valore costante ¢ su
tutte A . In questo modo, agli elementi di A | ovvero ai polinomi costanti, vengono associate
le funzioni costanti e questo piustifica la terminologia.

Le funzioni definite come sopra si chiamano le finzioni polinomiali su A .

Poiché A & un anello, si verifica facilmente che linsicme A# di tutte le funzioni da A
in A costituisce a sua volta un anello rispetto alle operazioni di addizione e moltiplicazione
definite rispettivamente da

(p+w)(o) =o(o) +w(o) e (@ w)(w)=@(w) y(w), perogni e A.
Lozero di AA &lafunzione nullac.se | &lunitaidi A, l'unith di AL & la funzione

costante che assume valore 1 sututto A

Proposizione 2.1. L'applicazione A[X] —> A® che ad ogni polinomio a coefficienti
in A associa la corrispondente funzione polinomiale & un omomorfismo di anelli. Dunque le
funzioni polinomiali su A costituiscono un sottoancllo di A% .

Dimostrazione. E' immediato constatare che alla somma di polinomi  f(X) + 2(X)
resta associata la somma @5+ Pg delle funzioni polinomiali corrispondenti ad fiX) e g(X)

e, analogamente, al prodotto di polinomi f(X)g(X) corrisponde il prodotto di funzioni
polinomiali @ Py -

Per la proposizione precedente, con abuso di notazione, porremo talvolta
Pr+ Qg = (H+2)(X) . @@y =(f2)X) ¢ @ 2@ = (Fog)(X)=f(g(X)).

In generale, l'omomeorfismo sopra definito non & iniettivo. Ad esempio, se A = {a;, ...,
ap} &un anello finito, al polinomio non nullo (X-a;)...(X-a,) corrisponde la funzione nulla.
Tuttavia, vedremo nel seguito che, se A & infinito, I'anello dei polinomi su A e quello delle
funzioni polinomiali su A sono isomorfi; ovvero due funzioni polinomiali sono uguali (cioé
assumono lo stesso valore su ogni elemento di A ) se e soltanto se i polinomi che le
definiscono sono uguali (cioé hanno coelficienti uguali). Questo fatto ¢l sard particolarmente
utile nello studio dei polinomi a coefficienti numerici (cf. Proposizione 4.4).
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Quanto precede si estends senza difficolta all’anello dei polinomi A[X] = A[X,, ...,
Xn] pern=2.
Se f(X) = Zeg, kX1, . Xpkne A[X] e = (0, ..., 00 ) € AP, il valore del
polinomio f(X) calcolatoin oo & lelementodi A definito da
flo) == Zeg, kg, o5 ... opkn
Ogni f(X) € A[X] , definisce allora la finzione polinomiale @7 : A" —> A che ad
ogni elemento o € A" associa il valore di f(X) in o . Ovvero
Qf  Al—> A o.—>1f(0), perogni e AN,
L’insieme delle funzioni polinomiali su AR & un sottoanello dell’anello di tutte le
funzionida AP in A ed & isomorfo ad A[X] se A & infinito. Quest’ultimo fatto si pud

dimostrare per induzione su n una volta provato il caso n=1.

ESERCIZI

1. Determinare in Q[X] i polinomi [(X)+g(X), (X)g(X) e fig(X)) nei seguenti
casi:

(@) fX=1:3X4+X2; g)=24+3K 753

(b) [(X)=1-X4; gX)=2+X2

2. Mostrare che, se A & un ancllo (commutativo unitario), 'insieme di tutte le funzion
da A™ in A costituisce un anello (commutativo unitario) rispetto alle operazioni di somma e
moltiplicazione delinite rispettivamente da

(p+y)(o)=@(a) +y(o) e (@y)oe)=lo)y(a), perogni e AP,

Mostrare inoltre che, anche se A & un campo, tale anello non & mai un dominio.

3. Costruire due polinomi differenti di A[X] che assumano stessi valori su A nel
casoincui A=7Z3,Zs.

4. Costruire un polinomio di Z;[X] tale che f(0)=a, f(1)=b, per ogni coppia (ab)
di elementi di Z; . Dedurre che ogni funzione da Z; a 2 & polinomiale.

5. Costruire un polinomio di Z3[X] taleche f(00=2,1f(1)=1,1(2)=0.

6. Sia p unnumero primo. Mostrare che ogni funzione da Z, a Z; ¢ polinomiale.
(Sugg. Se¢ ap, ..., ap sono gh elementi di Zp , allora, perogni i=1,..,p e c€ Z,,1l
polinomio

(X) =eX -ap) ... (X - ai.1)(X - aip1) ... (X - ap)
¢ tale che fi(aj)=0 per j#1i :inolireil valore fi(a;) pud essere controllato dalla scelta di c.)

3. Divisibilita tra polinomi. Algoritmo della divisione.

L’assenza di zero-divisori permette di costruire per 1 domini una Teoria della
Divisibilita del tutto analoga a quella esistente nel dominio degli interi relativi Z . In questo
conlesto siamo interessati a sviluppare questa teoria per gli anelli di polinomi in una

indeterrminata a coefficienti in Z o in un campo K ; la terminologia & perd del tutto generale.

9
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Sia B un dominio e siano a,be R. Sidiceche b divide a in R, esiscrive bla , se
esiste un elemento ¢ = R tale che a=be . In tal caso b si dice anche un divisore o un

fattoredi a in R . Lozerodi R & diviso da ogni elemento di R e divide soltanto se stesso.

Un divisore di 1 si dice un elemento invertibile, o una wnita, di R . In altre parole, un
elemento ue R &invertibilein R seesiste ve R tale che uv = 1 . Gli clementi invertibili

di R formano un gruppo moltiplicativo che si indica con U(R) . Due elementi a,b di R si

dicono associari in R se esiste una uniti u di R taleche a=ub.

D'orain poi, A denoterd sempre un dominio e dunque anche gli anelli di polinomi su
A saranno domini.

QOsserviamo che, s¢ 2(X) & un divisore di f(X) in A[X] . per la formula del grado

(Proposizione 1.2), deve essere deg(g(X)) = deg(f(X)) . Questo fatto ci permette di
dimostrare subito la seguente Proposizione.

Proposizione 3.1. Gli elementi invertibili di  A[X] sono tutti e soli gli element
invertibili di A . In particolare, s¢ K & un campo, gli element invertibili di K[X] sono tutte
¢ sole le costanti non nulle.

Dimostrazione. Il prodotto di due polinomi f{X) e g(X) entrambi non nulli ha grado
uguale alla somma dei due gradi deg(f(X)) e deg(g(X)) (Proposizione 1.2) e coefficiente
direttore uguale al prodotto dei coefficienti direttori di f(X) e di g(X) . Pertanto il prodotto
f(X)g(X) pud essere | soltanto quando entrambi i fattori sono costanti, ciascuno invertibile
in A

Corollario 3.2. I polinomi f(X) e g(X) sono associati in A[X] se e soltanto se f(X)
=ug(X),dove u &un elemento invertibile di A . In particolare due polinomi associati hanno
lo stesso grado.

Dimostrazione. Segue dualla Proposizione 3.1. e dalla formula del grado
(Proposizione 1.2.).

Esempi.

1. Poiché U{Z)={1,-1},allora U(Z[X])=1{1,-1}.Inoltre i polinomi f(X) e gz(X)
sono associati in Z[X] se e soltanto se g(X) == (X)) .

2. Se K &uncampo, U(K) = K#* := K\ {0} . Dunque U(K[X]) = K* e i polinomi
f(X) e g(X) sono associati in K[X] sc c soltanto se g(X) = cf(X) ,dove c € K* & una
costante non nulla.

3. Se A non & un dominio, ¢i possono essere in A[X] polinomi invertibili che hanno
orado positivo, Ad esempio in Zyg[X] risulta 2X+1(2X+1)=1.
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Teorema 3.3 (Algoritmo della divisione tra polinomi). Se f(X) . g(X) € A[X]

sono due polinomi non nulli e il coefficiente direttore di g(X) ¢ invertibile, esistono e sono
univocamente determinati, due polinomi q(X) , r(X) € A[X] tali che:
f(X) = g(X)q(X) +r(X) e r(X)=0 oppure deg(r(X)) < deg(g(X)).

In questo caso q(X) si dice il quoziente della divisione di f(X) per g(X) e r(X) si dice il
resto della divisione.

Dimostrazione. Se deg(f(X)) < deg(g(X)) , basta prendere q(X) :=0e r(X) = f(X) .
Pertanto d’ora in avant supporremo che deg(fiX)) = deg(g(X)) .

Sia n=deg(f(X)) e k:=deg(zg(X)) esiano ap e by 1 coefficienti direttori di (X))
e g(X) rispettivamente. Essendo by invertibile ¢ n = k , possiamo considerare il polinomio
gi{X}) = anbgl}i”'k: allora il polinomio 2(X g (X) ha termine direttore
bkxk(anb?)){"'k = a,X". Avendo f(X) e g(X)qi(X) lo stesso termine direttore, il

polinomio f;(X) :=f(X) - 2(X)q,(X) o & nullo, oppure ha grado minore di n e risulta f(X)
= g(X)qi(X) + 1i(X) .

Ripetendo il procedimento con £1(X) al posto di £(X) , ofterremo un polinomio f7(X)
= 11(X) - 2(X)q2(X) che & nullo oppure ha grado minore di quello di 1(X) . Inoltre risultera
(X)) = g(X)(g1(X) + g20X)) + f2(X) . Dopo un numero finito m di passi otterremo un
polinomio q(X) = q(X) + ga(X) + ... + g(X) di A[X] tale che il polinomio f(X) -
2(X)q(X) o ¢ nullo oppure ha grado minore-di k = deg(g(X)) . A questo punto, basta porre
(X)) = f(X) - g(X)q(X) . Questo prova |’ esistenza.

Per dimostrare 1'unicita, supponiamo che

f(X) = g(X) qi(X) + 1(X) = g(X)qz(X) + ra(X) ,
dove r(X) =0 oppure deg(r|(X)) <deg(g(X)) ed inoltre r2(X) = 0 oppure deg(r2(X)) <
deg(g(X)) . Sottracndo s1 ottiene
2(X)qa2(X) - qi(X)] = (X} - r2(X)

Essendo g(X) non nullo, risulta rj(X) - rp(X) =0 se e soltanto se (X)) -q(X)=0.
Ma, se fosse n(X) - =(X) # 0, almeno un polinomio tra r(X) e r(X) sarebbe
necessariamente non nullo ed inoltre, per la formula del grado, si avrebbe:

deg(r(X) - (X)) = deg((X)) + deg(qa(X) - (X)) = deg(g(X)) ;
in contraddizione con I'ipotesi su nr(X) e r(X) ( ognuno di essi o & nullo oppure ¢ di

grado inferiore a quello di g(X)) .

Esempi.

4,8ia f(X):=3X3-2X2+2X +2 e g(X):=X2-X+1.Allora q;(X)=3X e f1(X)
=1(X) - gX)q(X) = X2 - X+ 2. Dunque qa(X) =1 ¢ £(X) :=f1(X) - g()q2(X) =1 . Ne
segue che q) =qi(X) + X)) =3X+1 e X)) ==1fX) - gX)q(X) =1 . In
conclusione, f(2) = (3X+D)g(X) + 1.
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Se K ¢&un campo, per il Teorema precedente, € sempre possibile effettuare la divisione
col resto tra due polinomi non nulli di K[X]. Inoltre se F & un sottocampo di K e f(X) e
g(X) sono due polinomi non nulli di  F[X] , per "unicitd del quoziente e del resto si ha che
g(X) divide f(X) in F[X] se e soltanto se lo divide in K[X] .

Un polinomio non nullo f(X) e A[X] si dice monico se il suo coefficiente direttore &
uguale a 1 . Notiamo che, se il coefficiente direttore u di f(X) ¢ invertibile in A , allora
uwf(X) & l'unico polinomio monico associato a f(X) in A[X]. Se in particolare K & un

campo, ogni polinomio di K[X] & associato a un (unico) polinomio monico di K[X].

Teorema 3.4 (Esistenza e unicita del massimo comune divisore in K[X]). Sia K
un campo e siano  [(X) , g(X) € K[X] due polinomi non nulli. Allora esiste un unico

polinomio monico d(X) tale che:
1) d(X) divide f(X) e g(X):
2} oegm divisore comune di f{X) ¢ g(X) divide diX).
Inoltre esistono due polinomi h(X), k(X) € K[X] tali che
diX) = h(X)HI(X) + k(X)z(X) (icdentita di Bezout per [ polinomi).

Tale polinomio monico d(X) si chiama il massimo comune divisore di 1(X) ¢ g(X)
e si serive d(X) = MCD(f(X), g(X)).

Dimostrazione. 5ia

I = {AXAX) + u(X)gX); AX), wX) € K[X], AC0MX) +uX)g(X) = 0 }.

I contiens sia fiX) che g2(X) perche, per esempio, f(X) = (X)) + 0g(X) . I gradi dei
polinomi appartenenti ad T formano un insieme non vuoto di interi non negativi, dunque, per
il Principio del Buon Ordinamento dei numeri naturali, esiste un polinomio m(X) di grado
minimao in [ . Mostriamo che ogni tale polinomio m(X) soddisfa le proprieta 1) e 2).

Chiaramente ogni divisore comune di f(X) e g(X) divide ogni polinomio di T e
quindi divide anche m(X) . Resta da provare che m(X) divide f{X) ¢ g(X) . Per I'algoritmo
della divisione tra polinomi, si ha che [(X) = m(X)q(X) + r(X) con r(X) = 0 oppure
deg(r(X)) < deg(d(X)) ; inoltre, poiché mi{X) € I , abbiamo che m(X) = h(ZOf(X) +
k(X)g(X) con h(X), k(X) e K[X] . Allora

r(X) = f(X) - m(X)q(X) = F(X) - (AEX) + k(X)) = (1 - hEFX) - k(X)g(X)
e, se r(X) fosse diverso da 0, si avrebbe 1(X) € I e deg(r(X)) < deg(m(X)) . Per la
minimaliti del grado di m(X) , possiamo concludere che r(X)=0. Cosi m(X) divide f(X)
e analogamente divide g(X) .

MNotiamo ora che tutti 1 polinomi associati a m(X) in K[X] stanmoin T e, avendo
grado minimo (Corollario 3.2), soddistano ancora le proprieta 1) e 2) . Ne segue che in
¢’é un unico polinormnio monico d(X)} con queste proprieti.

Per concludere, facciamo vedere che ogni polinomio (monico) p(X) € K[X] con le

propricta 1) e 2) stain I. Questo segue dal fatto che, essendo m(X) un divisore comune
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di f(X) e g(X), perla proprietd 2), m(X) divide p(X) . Allora, s¢ p(X) = m(X)q(X) , con
qiX) e K[X], risulta

P(X) = m(X)q(X) = (h(XHf(X) + k(X)g(X))q(X) = (h{X) q(XNHX) + (k(X) q(X))e(X) .

Vogliamo ora illustrare un metodo per determinare il massimo comune divisore di due

polinomi.

Lemma 3.5. Sia K un campo e siano f(X), g(X) € K[X] due polinomi non nulli. Se
f(X) = 2(X)q(X) + 1(X) con r(X)# 0, allora MCD(f(X), g(X)) = MCD(g(X), r(X}) .

Dimostrazione. Siano d(X) = MCD({f(X), g(X)) e d'(X) = MCD(g(X), r(X)) . Si
verifica subito che d(X) divide r(X) e d'(X) divide f(X) . Dunque, per la proprieta 2) del
massimo comune divisore, d(X) divide d’(X) e viceversa. Ne segue che d(X) e d'(X)
hanno uguale grado; quindi, se ad esempio d(X) = &'(X)q(X) , q(X) deve essere una
costante. Ma poiché d(X) ¢ d’(X) sono monici, allora g(X)=1 ¢ d(X)=d(X}.

Proposizione 3.6 (Algoritmo euclideo per il calcolo del massimo comune
divisore in K[X]). 5ia K un campo e siano  f{X), g(X) € K[X] due polinomi non nulli.

Supponiamo che:
f(X) = g(X)qi(X) +r1(X) ri(X)=0 oppure deg(r|(X)) < deg(2(X)) ;
g(X) = n(X)q2(X) + ra(X) r2(X)=0 oppure deg(r2(X)) < deg(r (X)) :

Ti(X) = ri01(X)gi2(X) + 1ip2(X) - 1i:2(X) =0 oppure deg(ri;2(X)) < deg(ri. (X)) ;

2(X) = 1 (X)gn(X) + 1p(X)  1(X) =0 oppure deg(ry(X)) < deg(r1(X)) ;

In-1(X) = t(X)qne1(X0) 5
e pomiamo 1l X) = g(X). Allora d(X) := MCD{f(X), (X))} ¢ il polinomio monico associato
a rp(X).

Inoltre, partendo dalla penultima divisione e risalendo verso la prima, si ottiene una
successione di uguaglianze:

(X)) = 12(X) - gu(X)rp (X)) ;

n(X) = (1 + qn(X)qn+1(XDrn-20X) + (-qn(X))ra-3(X) ;
I"'ultima delle quali determina esplicitamente una identita di Bézout.

Dimostrazione. Poiché deg(g(X)) = deg(ry(X)) > deg(r2(X)) = - , allora esiste un
numero naturale n tale che (X120 e r(X)1=0.
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Poiché 1 1(X) & divisibile per (X)) , si ha che il polinomio monico associato ad
p(X) & uguale a MCD(r(X), rp.1(X)) . Risalendo nella catena di uguaghanze, per il Lemma
3.5 si conclude che

rn(X) = MCD(ry(X), tn.1(X)) = MCD(rp.1(X). rp.2(X)) = ... = MCD{f(X), g(X)).

Due polinomi non nulli f(X), g(X) € K[X] tali che MCD(f(X), g(X)) =1 si dicono

relativamente primi O coprimi.

Esempi.
5.8iano f(X):=X4-2C-4X2+4X +1 e g(X):=X2-X-1. Si ottiene
fiX)=g(X)NX2-3)+(X-2);
o(X)=(X-2(X+ 1)+ L.
Dungue MCD(f(X), 2(X) =1 ed inoltre una identith di Bezout si otliene nel seguente
modo:
(X -2)=fiX) - (X2 - 3g(X) ;
1=g(X) - (X + 1)(X-2)=g(X) - (X + DIX) - (X? - 3)g(X)]
= (D0 4+ (004 X2 - 3 D)el).
6. Siano (30 :=2X*+2X2+X-1 ¢ g(X):=2X°-7X2+7X - 2. Si ottienc
F(Xj:g{X}+{BX3—6}§+J);H s 5
8() = (BX2 - 6X + 1) X~ 2) + (X -2
(8XZ-6X +1)= (2;-3{ oy P iUy,
Allora risulta MCD(f(X), 2(X) = (X - Ej ed inoltre una identita di Bezout si otticne

nel seguente modo:
(BXZ-6X + 1) =1(X) - g(X) ;
21 21 1 11
—X-—)=gX)- (=X -——=)(BXZ-6X +1
( 2 16} g(X) (4 1{3}( )

1 11
= E{X: = f;i‘ E}[ﬂx} = EU{;|
= Mool A G 1 l g e .
= {4}( Iﬁ}t(}{}+(4}( . lﬁ)g(X},

da cw
1 8021

(Roops SRy
918 16}_['

B L 8 1 5
5 Pkt SRR bt | G0

21 4

Corollario 3.7. Siano K uncampoe F un suo sollocampo. Siano f(X) , g(X) €

F[X] due polinomi non nulli. Allora il massimo comune divisore di f{X) e g(X) in F[X]
coincide con il massimo comune divisore di f(X) e g(X) in K[X].

Dimostrazione, Segue dalla Proposizione 3.6 ¢ dal fatto che il quoziente e il resto
della divisione euclidea sono unici (Proposizione 3.3).
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Il corollario precedente ci assicura che il massimo comune divisore di due polinomi a

coefficienti numerici non dipende dal campo dei coefficienti.

ESERCIZI.

1. Dimostrare che, se R & un anello commutativo unitario, l'insieme U(R) degli
elementi invertibili di R & un gruppo moltiplicativo.

2. Dimostrare che, se R & un anello commutativo unitario, la relazione p su R\ {0}

definita da:
aphb< acb sonoassociati
& una relazione di equivalenza.
3. Dimostrate che, s R & un dominio, a &associatoa b in R se soltantose a ¢ b
si dividono reciprocamente in R.
4, Dimostrare che, se A & un dominio, U(A[X, ..., Xu]) = U(A) ,per ogni n = 1
(Sugg. Usare la Proposizione 3.1 e procedere per induzione su n ).
5. Mostrare che il polinomio 2X*+ 2X + 3 & invertibile in  Zg[X] , determinando
caplicitamente il suo inverso.
6. Sia f(X) uno dei seguenti polinomi:
15X ; 15X +3; 6X2-53X+1 ; 6X3-7X2-X+2.
Determinare esplicitamente tutti i divisori di fiX) in Z[X] e Q[X] e npartirli in classi
di polinomi associati in Z[X] e Q[X].
7. Stabilire se le seguenti affermazioni sono vere o false in Z[X] e Q[X]:
(a) 5X divide 3X%
(b) X-3 divide X3-3X2+X-3 ,
(c) 3(X-3) divide X?-3X2+X-3.
8. Determinare il quoziente e il resto della divisione di f(X) per 2(X) nei seguenti

Casl:

(a) f(X)=5X6+2X4-3X2-2, g(X)=-X3+2X2+5X-7 in Z[X];
/)

(b) f(X)=3X7-2X5-3X3-2X +1, o(X) = gxdr =T % in Q[X]:

(©) f(X)=2X* +3X3-3X2-2X + 1, g(X)=4X3+X2-X +1 inZs[X].

9. Determinare 11 massimo comune divisore e una identita di Bezout per le seguenu

coppie di polinomi:

] 1 1 2 Bl o

(2) f(X) = X5 - E}H- =K'= g(X) = X3 + ?}:X? P S i QXl1;
b FX)=X4-1, g(X)=X3-2X2+X-2 in R[X];

(©) f(X) = 2X3 + 4X2 +3X + 2, g(X)=3X4+ X +4 in Zs[X];
(X)) =X4-1, o(X)=X3-2X2+X-2 inZ[X].
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4. Radici di polinomi.

Perogni oo A", si pud definire 'applicazione vg: A[X] —= A, f(X) —= f(ot) . che
ad ogni polinomio di A[X] := A[X;, ..., Xy] associa il suo valore in of. Notiamo che, se
¢ € A & un polinomio costante, allora vglc)=c.

E' facile verificare che l'applicazione v & un omomorfismo di anelli; infatti risulta

(f+g)(o) = flo)+gla) e (fz)(o) = flogla).

Un elemento o€ AP tale che f(o) =0 si dice una radice (o uno zero) di f(X) . Ogni
elemento di A" & trivialmente radice del polinomio nullo, mentre 1 polinomi costanti non nulli
non hanno radici.

Studieremo particolarmente il caso dei polinomi in una indeterminata su A . E' bene

osservare subito che, se f(X) € A[X] ¢ B & un dominio tale che A S B, allora f(X) &

anche un polinomio di B[X] ed esso pud avere radici in B anche se nonne hain A .

Proposizione 4.1 (Teorema del Resto, o di Ruffini). 5ia (X)) & A[X] un
polinomiodi grado n=1 esia awe A . Allorail resto della divisione di f{X) per (X-o) &
filo) .

Dimostrazione, Per ["algoritmo della divisione tra polinomi (Teorema 3.3), f(X) = (X-
a)g(X) +r(X) con r{X)=0 oppure deg{r(X)) < 1 . Quindi r(X) € un polinomio costante

¢ . Calcolando in ¢ si ottiene flo) =c .

Corollario 4.2. Sia {(X) € A[X] un polinomio di grado n=1 esia e A . Allora
¢t & una radice di f(X) se e soltanto se (X-o) divide f(X) in A[X] . Inoltre f(X) ha al pii
n radiciin A

Dimostrazione. La prima parte scgue subito dalla proposizione precedente.

Per la seconda parte, procediamo per induzione sul grado n di f(X) . E’ evidente che
se f(X):=aX +b &diprimo grado, esso ha al pill una radice: infatti se act+ b=aPl + b,

allora o =[5 . Supponiamo che f(X) abbia grado n>1 esia o una radice di f(X) ; allora
f(X) = (X-c)g(X) con deg(g(X))=n-1.Per'ipotesi induttiva, g(X) ha al pit n-1 radici
in A . Ma, poiche A & un dominio, una radice di f(X) & una radice di g(X) oppure &
I"unica radice o di X-¢t. Quindi f(X) haal pil n radici.

Esempi.
1. Regola di Ruffini. Sia f(X):=co+c1X + ... +¢pX? € A[X] un polinomio di grado

n=1 esia o € A Per l'algoritmo della divisione tra polinomi, csistono ¢ sono
univocamente determinati due polinomi g(X) e r(X) tali che f(X) = (X-o)g(X) + n(X) ,
dove r(X) & un polinomio costante ed inoltre, per il tcorema del resto, r(X) = f(cr) . Per le
proprieta del grado, q(X) ==bp+ X + ... + by X™! & un polinomio di grado n-1 e
uguagliando i coefficienti del due polinomu a primo e secondo membro dell’uguaglianza, i

coefficienti di q(X) soddisfano le seguenti uguaglianze:
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Pn.1=¢Cn ,
by =cgs1 + Obgyy per 0£k=n-2
flo) = cg + by .
Pertanto (X-01) divide f{X) se e soltanto se ¢p=-thyg.

Per determinare i coefficienti by , si usa fare ricorso alla seguente tabella:

Cn Cn-1 Cp2 ] L C cg
o otby- obna | . by by
bp-1 =cp bp2 = biaE | e bg = flo) =
Cpn-1+ (I.bn_1 Cp-2 + l’.‘fbn-g c)+ 05131 cp + Oibu

2.8 i) =cp+ X+ ...+ cpXte Z[X],cn#=0. Se o = ab & una radice
razionale di f(X) con a e b primi tra loro, allora a divide ¢y € b divide ¢y . In
particolare, se f(X) & monico, le eventuali radici razionali di {(X) sono intere.

Infatti, se q(X) :=bg+b X+ ... + by X! &il quoziente della divisione di f(X) per
X -« , dalle uguaglianze ottenute nell’esercizio precedente, s1 ha

cg+ (a/b)bg=0 ,dacui abg=hey
e, poiché MCD{a,b)=1,allora a divide ¢y . Inoltre
bk = ck+1 + (ab)by4; ,dacui bby =bege; +abgyy per 0=k=n-2.
Percid b divide aby.; e, poiché MCD{a, b)=1,allora b divide bys ; in particolare, per

k=n-2,b divide by =¢; .

Corollario 4.3. Se (X)), g(X) € A[X] sono polinomi di grado al pitt uguale a n e se
a, d2,..., dpe1 S0N0 elementi distinti di A tali che [(3;) = gla) per 1= 1 2, ..., n+l , allora
£(X) = g(X) .

Dimostrazione. 5¢ fosse f{X) = g(X), allora 1(X) - g(X) sarebbe un polinomio non
nullo di grado al pitt uguale ad n con almeno n+1 radici, in contraddizione con il Corollario
42

Il seguente corollario mostra che, se A & infimito, € lecito 1dentificare un polinomio su

A con la sua corrispondente funzione polinomiale, come accennato alla fine del Paragrafo 2.

Corollario 4.4. Sia A infinito e siano f{X), g(X) e A[X]. Se f{o) = glee) per ogni
e A, allora f(X) = 2(X).
Dimostrazione. Se f(o) = g(or) perogni ce A, allora il polinomio differenza h(X)

= f(X)-g(X) siannulla su tutto A . Essendo A infinito, per 11 Corollario 4.2. h(X) deve

essere un polinomio costante, e quindi h(X) & il polinomio nullo.

Per induzione su n, il corollario precedente si pud estendere agli anelli di polinomi in
n indeterminate su A.
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Se fiX)e A[X] e et A & una radicedi f(X) , per la Proposizione 4.1 e la formula
del grado, esiste un intero m , compreso tra 1 ¢ deg(f(X)) , tale che (X-o)™ divide f(X)
mentre (X-c)™*! non lo divide. Se m = 2 , « si dice una radice multipla di  f{X) (di
molteplicita m ), altimenti o $1 dice una radice semplice.

Se f(X):=cp+c1X +... +¢cpX" € A[X], indichiamo con (X) la derivata formale
di f(X), ovvero il polinomio M(X):=c;+2cX + ... + ncpXol,

Notiamo che '(X) € A[X] e che nel caso numerico (pil in generale in caratteristica
zero) f'(X) =0 se e soltanto se f(X) & un polinomio costante. Tuttavia pud accadere in
generale che la derivata di un polinomio non costante sia il polinomio nullo. Ad esempio, se
f(X):=X0-1€ Zy[X] e p divide n,siha (X} =nX™1=0.

Se A=R & il campo dei numer reali, la derivata formale del polinomio f(X)
corrisponde alla funzione derivata della funzione reale @ corrispondente a f(X) (Paragralo
2). Come nel caso reale, valgono le seguenti proprieti:

(f+g)'(X)=(X) + g'(X) ; (fg)'(X) = F(X)g(X) + f(X)e'(X) ;
(fog)" (X) =(F-g)(X)g'(X) = M(g(X))g (X) .

Proposizione 4.5, Sia f{X) < A[X] esia e A unaradice di f(X) . Allora o & una
radice multipla di f{X) se e soltantose f'{c)=0.

Dimostrazione. Per definizione, o0 € una radice multipla di ${X) se ¢ soltanto se  (X-
o)? divide f(X) in A[X].Se f(X) = (X-w)22(X), passando alle derivate formali si ottiene

£(X) = 2(X-0)g(X)+(X-0)>g" (X) .

Quindi £(c)=0. |

Viceversa, se f(o) = (o) = 0, allora (X-or) divide sia f{X) che {°(X) (Corollario
4.2). Se f(X) = (X-o)h(X) , si ottiene (X)) = h(X)+{X-c)h’(X} . Poiché (X-o) divide
f*(X), ne segue che (X-or) divide h(X) e allora (X-o0)? divide £(X).

Corollario 4.6. 51ano K un campo e [(X) e K[X] . Se {(X) ha una radice multipla
in K, allora MCD{f(X), "{X)) = L.

I1 seguente importante teorema fu dimostrato per la prima volta in modo completo nel
1797 da C. F. Gauss nella sua Tesi di Laurea e fu pubblicato nel 1799,

Teorema 4.7 (Teorema Fondamentale dell'Algebra). Sia f(X) un polinomio non

costante a coefficienti numerici. Allora f(X) ha una radice in C.

Corollario 4.8. Sia f{X) un polinomio a coefficienti numerici di grado n= 1. Allora
f(X) = u(XK-c )M, | (X-0ts)Ms
dove u, e C,uz20,1<s<=nem+..+m=n.

Dimostrazione. Segue dal Teorema 4.7 , dal Corollario 4.2 e dalla formula del grado.
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Talvolta si usa esprimere il Corollario precedente dicendo che un polinomio di grado n
a coefficienti numerici ha esattamente n radici complesse "contate con la loro molteplicita”.

Corollario 4.9. 5ia K un campo numerico, e sia f(X) € K[X] . Allora f(X) ha una
radice complessa multipla se e soltanto se d(X) := MCD(f(X), /(X)) # 1 in K[X].In
questo caso, le radici complesse multiple di f(X) sono esattamente le radici del polinomio
d(X) .

Dimostrazione. Per il Corollario 3.7, Il polinomio d(X) ¢ anche il massimo comune
divisore di f{X) e £'(X) in C[X] . Possiamo allora concludere per la Proposizione 4.5 ¢ il
Teorema Fondamentale dell’ Algebra.

Se ow:=a+bi € C,indichiamo al solito con @ il confugato di « ,ovvero @ =
a - bi. E’ immediato verificare che se o,Pe C ,allora o + P = o + ﬁ ¢ @ = EE :
Inoltre ¢ = ¢ se e solo se o & un numero reale. Se f(X)e C[X] , denotiamo con f(X) il

polinomio che s1 ottiene da {{X) coniugando i suoi coefficienti.

Proposizione 4.10. Sia f(X) & R[X].Se o e C& una radicedi f(X) di molteplicita

m ., alloraanche @ ¢unaradice di f{X) di molteplicita m.
Dimostrazione. Possiamo supporre che o non sia reale. Sia fiX) =¢cp+ X + ...

+ cp&" | Poiché 0 = f{cg) , passando ai coniugati, si ottiene

0=fla)=c, + c,0+...+ c"ti.”- =, + C0 +... +Cc 0" =
=Co+ CLO+ ... +Cql0)"
dacui fa)=0.
Sia k la molteplicita di o :allora
X0 = (X - o)X - o)k g(X) con e(c)#0 e gla) #0.
Inoltre, poiche [(X) € R[X], si hache
(X)) = F(X) = (X - e)m(X - ekg(X) ,con g(o) = glo) #0 e glor) = glor) = 0.

Se m =k, perla legge di cancellazione, otteniamo

(X - o)k (X - ok g(X) = (X - @)mg(X)
e, calcolando in o, g(of) =0, in contraddizione con 'ipotesi g (o) # 0.
Analogamente, sc m < kK, otteniamo

(X - o)k g(X) = (X - a)™ (X - o)k-m g(X),
il che non & possibile perché g(o) # 0. Dunque m=k .

Il seguente Corollario & immediato.

Corollario 4.11. 5ia f(X) e R[X].

(1) Se deg(f(X)) & dispari, allora f(X) ha almeno una radice reale ed il numero delle

sue radici reali & disparn.
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(b) Se deg(f(X)) & pari, il numero delle radici reali di f(X) & pari (eventualmente

nullo).

La seguente regola pud essere utile per limitare il numero delle possibili radici reali di
un polinomio f(X) a coetficienti reali.

Diciamo che f(X) ha una variazione (di segno) se due suoi termini consecutivi non
nulli hanno segno opposto; diciamo invece che [(X) ha una permanenza (di segno) se due
suoi termini consecutivi non nulli hanno segno uguale. Ad esempio, se f(X) 1= X5 - X#* + X3
+ X -1, la successione dei segni dei termini non nullidi f(X) & +-++ -, dunque f(X) ha

tre variazioni ¢ una permanenenza di segno.

Proposizione 4.12 (Regola dei segni di Descartes). Sia f(X) € R[X] . Allora

(a) Il numero delle radici reali positive di f(X) & al pitt uguale al numero delle sue
VATTAZIONI.
(b) Il numero delle radici reali negative di  f{X) ¢ al pil vguale al numero delle

variazioni del polinomio f(-X).

La dimostrazione della proposizione precedente si basa sulle proprietd analitiche delle
funzioni reali polinomiali & percio la omettiamo. Notiamo comunque che la validita della
regola di Descartes pud essere verificata osservando che, moltiplicando f(X) per un termine
X-a,con a reale positivo, si ottiene un polinomio che ha almeno una variazione di segno in

pil rispetto a f{X) .

Esempi.
3. Radici complesse di numeri complessi. Se z € C | le radici complesse del

polinomio [(X) :=Xn" -z si dicono le radici complesse n-sime di z.Se z=0 , allora £'(X)
= nX®! non ha radici in comune con f(X) , quindi tali radici sono tutte distinte. Per
determinarle, si possono usare le formule di De Moivre per la moltiplicazione dei numeri
complessi in forma trigonometrica: s¢
z1 = pi(cos(By) +1sen () e 22 =pa(cos(B2) +1sen (B2)) .,
con pPp, P2 numer reali positivi, allora
2122 = pP2(cos(0,+0,) + i sen (0;+02));

notiamo che, in particolare, moltiplicando un numero complesso z per un numero complesso
di modulo 1, si ottiene un numero complesso che ha lo stesso modulo di z .

Sia dunque z := plcos(8) + i sen(0)) , se C{ := olcos(@) + i sen()) & radice del
polinomio f(X),ciod { & una radice n-simadi # , deve risultare:

a™(cos(np) + 1 sen (n@)) = plcos(B) + 1 sen (8)) .

dacui o"=p e np=0+2kn ke Z, ovvero
7+ 2km
" .

;j:nu'p e p=
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Notiamo ora che, se k€ Z e k=ng+r con 0=r<n, risulta

8+2kn  O0+2rm

+2qm
n n
o . . 8+2kn 6+2m
¢ dunque le funzioni trigonometriche di e sono le stesse. Ne segue che
n n

le radici n-sime di z si ottengonoper k=0,1,...,n-1 e sono:

Co = mpcos(2) +i sen( 2y
n 1

&1 = "p(cos( Sl ) + 1 sen( 0+2m R

Gr o= mp(cos( i 4ﬂ} + 1sen( il ) ;

Cot = Wp(oos( 2R DE, 5 scn(m}j _
11

Notiamo che questi numeri complessi si rappresentano nel piano di Gauss come 1
vertici di un poligono regolare di n lati con centro nell’origine ¢ un vertice in Gy

Ad esempio, le radici quadrate di 3i = 3(cos( g} +1 sen( %) ) sono:

Je o W6

Co: —M3(CDS(4}+|sen{ N = =k ?1
Ey= “\43(0{}5(—} +1isen (—j} = ? - ? 1

Invece le radici terze di 1+1i= wz(ms(g} + 1 scn{z}) s0no:

: m T

Co = ™2(cos{ —) +1isen(—));

o ( (sz {12 )
- 3 . 3n

£y = ‘5*«'2(-305(;} +1i scn(T}} :
| iz 5 | W

= 6y2({cos(—) +1sen(—)) .
G (cos( 2 ) ( 12 )

4. Radici complesse n-sime dell'unith. Per z := 1 = cos(2m) + i sen(2m) , le formule

precedenti forniscono le radici n-sime dell uniti, che sono:

2
Co= CDS(E—H) +i Sﬂn(lﬂi} :
n
fpena cm(—j +1 sm(—}
n n
Co = cos(ﬁ—ﬂ) +1 sen(ﬁ—ﬂ:};
n 11

Cpo1:=cos(2m) +isen(2m)=1.
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Per le formule di De Moivre, risulta
; 2k
(CoY =g = cos{&j +i sen{—ﬂ}, per k=l
n n

Allora, posto & := {y, le radici n-sime dell’unita sono &, &%, ...,&™!,En=1.

Osserviamo anche che, se { & una qualsiasi radice n-sima del numero complesso z ,

per le formule di De Moivre, tutte le radici n-sime di z si possono scrivere come

e, C& ... qemt e

Le radici n-sime dell’'uniti che non siano anche radici m-sime per qualche m <n , si
dicono radici n-sime primitive dell’unitd. Mostriamo ora che tali radici sono esattamente 1

2
numeri complessi £k = cus("k—n} + i sen{@) con 1<k<n e MCD(M, k)=1.In
n n

particolare, se p & un numero primo, ogni radice p-sima dell’umita diversada 1 ¢ primitiva.

Se MCD(n,k)=d#1,si hache (E&ynd = (EWd)n = | ; dunque EK & una radice m-
sima dell’uniti per m:=n/d<n . Seinvece MCD(n,k)=1 ¢ 1l =an + bk & una identith di
Bezout, si ha che & = Elantbk) = EBK & una potenza di &K e percid ogni radice n-sima
dell’uniti & anche potenza di &k . Inoltre, essendo le prime n  potenze di & tutte distinte,
anche le prime n potenze di EE sono tutte distinte. Infatti, se &£ = £Pki 2 EbKi = E] | deve
essere £Ki# EN . Ne segue che possiamo scrivere le radici n-sime dell’unita come &k, E2k |
..., Ekn-l EKn = 1 e in particolare EK & una radice n-sima primitiva.

Il numero delle radici n-sime primitive € allora 11 numero dei numeri naturali minori di
n e primi con n . Tale numero si indica con @(n) e la funzione

N—=N definitada 1 —=1,n—=>@(n), per n=2,

si dice la funzione o indicatore di Eulero. Se p &un numero primo, allora @(p)=p-1.

Nel linguaggio della Teoria dei Gruppi, le radici n-sime dell’unitd formano un gruppo

moltiplicativo ciclico di ordine n 1 cui generaton sono le radici n-sime primitive.

Notiamo che le radici n-sime dell’unita rappresentano nel piano di Gauss 1 vertici di un
poligono regolare di n-lati che abbia un vertice in 1 . Inoltre, se m divide n, le radici m-
sime rappresentano i vertici di un poligono regolare di m-lati che abbia ancora un vertice in 1
& sia inscritto nel primo.

Nella seguente figura, le potenze di T sono le radici dodicesime, le potenze di p := 12 =

oS . ;2 - - ,
;+Tl sono le radici seste, le potenze di i=7" le radici quarte e infine le potenze di ®
i b N3 * i AMDRT O
i i —;+?1 le radici terze. Esse rappresentano rispettivamente 1 vertici di un

-

dodecagono regolare, un esagono regolare, un quadrato e un friangolo equilatero con un

verticein 1.
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1l polinomio a coefficienti numernici che ha per radici tutte e sole le radici n-sime
primitive dell’unitd si indica con ©p(X) e si dice I'n-simo polinomio ciclotomico (la parola
ciclotomico deriva dal greco e significa “che taglia il cerchio™); il suo grado & @(n) . Se p &
un numero primo, si ha

¥ =0 PP e 0
allora, poiché le radici p-sime primitive dell’unitd sono tutte quelle diverse da 1, nisulta
PX) =X+ XP2 4+ 4 1.

In generale si pud dimostrare, per induzione su n, che ©y(X) ha coefficienti interi.

5. Radici complesse n-sime di un numero reale. La forma trigonometrica di un numero

reale r positivo ¢ r=r(l)=r(cos(2m) + i sen(2m)) , mentre ogni numerc reale r negativo si

scrive in forma trigonometrica 1 = [r(-1) = |r|(cos(m) + 1 sen(m)) . Le radici complesse n-
sime di un numero reale r si ottengono allora moltiplicando per ™|r| le radici complesse n-
simedi 1 odi -1, aseconda che r sia positivo o negativo. Nel primo caso, esse si
dispongono nel piano di Gauss ai verlici di un poligono regolare di n lati con un vertice in
mp

Le radici n-sime di -1 sono:
i . T
Lo :=cos(—) + i sen(—);
1 n

Gy = cos{j—n} +i scn[ﬁ—n};
n n

5 . 5
(g o= cos(—n} +1i sen(—ﬂ} ;
n n

(2n-Din

Cooy s=oosl ﬂ} + i sen( Y.

(2n-1)
i

Allora ad esempio, le radici terze di -5 = 5({cos(m) + 1 sen{m)) sono:
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Cp = N5 (cns(%} +i scn(%}} - 3x"5(lj + ?i) ;
C1 := 35 (cos(m) + i sen(m)) = - 35 ;

(=35 [cm‘,{%} +1 sen( :i?ﬁ}j = 3\:"5{% - '*42_3” = Eye

Invece le sue radici quarte sono:

— L * =-il'qE E :
Laa=5 {cag(4)+1scn(4}} V5( 5 + s i}

: : / )
G 1= 5 (cos() + i sen(Z) = WS(—2+22):

{y =45 ({:05{‘?) +1 scni%}] =-{p= fl ;
L3 =5 {cm{%} + i scn(?}) = gy,

6. Tl polinomio f(X) := X8+ 10X>+ X - 4 ha una sola variazione di segno, percid ha
al pit una radice reale positiva. D*altra parte, anche il polinomio [(-X) = X8 - 1033 -X-4
ha una sola variazione di segno, percid f(X) ha al pil una radice reale negativa. Ne segue che
f(X) ha almeno sei radici complesse non reali, coniugate a copple.

Osserviamo poi che f(X) ha effettivamente due radici reali; infatti f(0)=-4<0 e (1)
=8>0. Dunque f(X) ha una radice reale (positiva) e, per il Corollario 4.11 (b), ha anche

un’altra radice reale (necessariamente negativa).

ESERCIZI.

1. Sia f(X) :=cp+c X+ ... + X0 e Z[X] , ¢y # 0 . Dimostrare direttamente (senza
usare la regola di Ruffini) che, se a/b & una radice razionale di f(X) , MCD(a,b) = 1 , allora
a divide cg e b divide ¢y . In particolare, se f{X) ¢ monico, le eventuali radici razionali di
f{X) sono intere ¢ dividono ¢p (Sugg. Sostituire a/b ad X e moltiplicare per b").

2,8 fiX)e ZIX] taleche f{1120 e fi(-1) =0 e sia ¢ um sua radice intera.

f(l - f(-1
ﬁ ede ﬁ =
3. Trovare le radici razionali dei seguenti polinomi:
IXA-BXP+6X2-3X -2 XA+ 3 +3X24+3X -2,

4, Sia 00 == TX7 + 6X6 4+ 5305 +4X4 + 3X3 + 2X2+ X + 1. Calcolare f(2) usando
la regola di Ruffini.

5.5ia K uncampo e sia f(X) = apX" + ap X + .+ gpe K[X] ,a, 20 .
Mostrare che, se e K e [(o) =0, allora

(X)) = ap(X-o) + e (K-o)™1 + L+ ¢ (X-o) + [(a)
per opportund ¢ie K,i=1,....,n-1.
6. 51a (X)) e A[X] weche M) 20, 0{-11#0 esia o=ab una sua radice

razionale, MCD(a,b) = 1 . Mostrare che (a-b) divide (1) e (a+b) divide f(-1) (Sugg.

Mostrare che
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Sviluppare f(X) in potenze di (X-1) e (X+1) ,come nell’esercizio precedente, sostituire
a/b a X e moltiplicare per b").

7. Stabilire se i seguenti polinomi hanno radici multiple:

IXA-CG-XK2+2X-1; X4-3X2+2e QX];
X3+ X +3 e Zs[X].

8. Determinare, nella forma a + bi, le radici complesse n-sime dell’unitad per n =3, 4,
6,8,9.

9. Determinare le radici complesse seconde, terze ¢ quarte dei seguenti numeri
complessi: 5,5i,-7i,1+1,1-1,

10. Mostrare che, s¢ un polinomio a coefficienti reali ha i primi k termini non null
positivi e tutti i successivi negalivi, allora esso ha esattamente una radice reale (positiva).

11. Determinare il numero delle radici reali dei seguenti polinomi:

XT+2X2+X+1; X3-3%2-X+1; X4+15X2+7X-11.

5. Polinomi irriducibili. Teorema di fattorizzazione unica in K[X].

Ogni elemento non nullo di un dominio R & diviso in R dai suoi associati e dagli
clementi invertibili di R ;infatti, se ue U(R),perogni ae R ,siha a=u(ula).Se a ¢
non nullo e non invertibile, un divisore proprio di a & un divisore che non & invertibile e non
& associato ad a .

Un elemento non nullo e non invertibile di R si dice riducibile in R se ha divisori
propri in R , altrimenti esso si dice irriducibile. In altre parole, un elemento irriducibile di R
& un elemento non nullo e non invertibile 1 cui unici divisori sono gli elementi ad esso
associati ¢ gli elementi invertibili di R . Gli elementi irmiducibili di Z sono esattamente 1

numeri primi e 1 loro opposti.

Lemma 5.1. Sia K uncampo e sia {(X) un polinomio non nullo e non invertibile di
K[X] . Se g(X) éundivisore di f(X) in K[X], allora g(X) & un divisore proprio di f(X)
3¢ ¢ soltanto se 1 = deg(a(X) < deg (f{X])) .

Dimostrazione. Essendo g(X) un divisore di fiX) , si ha che [(X) = g(X)h(X) con
h(X) e K[X] . Per definizione, g(X) & un divisore proprio di f(X) se e soltanto se g(X) e
h(X) sono entrambi non invertibili in K[X] . Allora, essendo U(K[X]) = K# | dalla formula
del grado segue immediatamente che g(X) & un divisore proprio di f(X) seesoltantose 1 <
deg(g(X) < deg (F(X)) .

Proposizione 5.2. Se K & un campo, un polinomio di grado n = 1 & riducibile in
K[X] sc ¢ soltanto sc ¢sso ha divisori non costanti di grado strettamente minore di n . In

particolare ogni polinomio di grado 1 & imducibile in K[X] .
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Dimostrazione. Scgue immediatamente dalla definizione di polinomio irmiducibile e

dal Lemma 5.1.

Mostriamo ora il legame esistente tra la riducibilitd di un polinomio e Pesistenza di
radici.

Proposizione 5.3. (a) Se f(X) € A[X] ha una radice in A e deg((f(X)) > 1, allora
f(X) & riducibile in A[X].

(b) Se K éuncampoe f(X)e K[X] hagrado 2 oppure 3 . allora f(X) & riducibile
in K|X] se e soltanto se esso ha una radice in K.

Dimostrazione. (a) segue direttamente dal Corollario 4.2,

(b) segue dal Corollario 4.2. e dal fatto che, se K & un campo e f(X) ha grado 2 o 3,
per la formula del grado e 1] Corollario 5.1, esso & riducibile soltanto se ha un fattore di primo

grado.

E’ perd importante notare che, se deg(f(X)) =4, f(X) € K[X] pud essere nducibile in

K|X] senza avere radici in K .

Esempi.
1. Un polinomio non nullo e non invertibile £(X) € Z[X] ¢ irriducibile su Z se e

soltanto se i suoi soli divisori a coefficienti interi sono %1, +f(X) .
2.1 polinomio (X2 - 2)2 & riducibile in Q[X] e privo di radici in Q . Il polinomio
(X2+ 1N(X2+ X + 1) &riducibile in R[X] e privo di radiciin R .

3. I polinomi di grado 2 di Z;|X] sono
K41 X2+X+1; X2 X2+X .
L’unico tra questi che non ha radici m Z; & X2+ X + 1. Dunque esso & ['unico

polinomio di grado 2 irriducibile su Z; .

Corollario 5.4. (2) T soli polinomi imducibili di C[X] sono i polinomi di primo
grado.

(b) I soli polinomi irriducibili di R[X] sono i polinomi di primo grado e i polinomi di
secondo grado privi di radici reali.

Dimostrazione. (a) Per la Proposizione 5.2, i polinomi di primo grado di  C[X] sono
irriducibili. Viceversa, sia f(X) un polinomio di C[X] di grado n . Per il Corollario 4.8 del
Teorema Fondamentale dell” Algebra, risulta f{X) = u(X-0y)m,, (X-0g)™s dove u, 05 C,
uz0,1=s=n e my +... + mg=n. Dungue, se f(X) & irmnducibile, deve essere n= 1.

(b) In R[X] 1 polinomi di primo grado sono irriducibili per la Proposizione 5.2 ed un
polinomio di secondo grado & irriducibile se e soltanto se & privo di radici reali per la
Proposizione 5.3. 5ia f{X) un polinomio di R[X] di grado n = 2. Per il Corollario 4.8 del

Teorema fondamentale dell’ Algebra |, f(X) si decompone in  C[X] nel prodotto di fattori
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lineari: inoltre se e C & una radice di (X) , per la Proposizione 4.9 anche © & una
radice di fiX). Poiché _ B _
K-)X-a)=X2+(x+ o)X+ ao e RX],

si ha che f(X) si decompone in R[X] nel prodotto di polinomi di grado al pit uguale a due.

Nel Paragrafo successivo studieremo la riducibiliti dei polinomi a coefficienti razionali.
Vedremo che, per ogni n = 1, esistono polinomi di grado n irriducibili su Q.

Se K &uncampo e p(X) & un polinomio irriducibile di K[X] , dato comungue un
polinomio f(X) € K[X] ., si hanno soltanto due possibilita: p(X) divide f(X) , oppure
MCD(p(X), f(X)) = 1 . Una importante conseguenza di questo semplice fatto ¢ che un
polinomio irriducibile di Q[X] non ha radici multiple in C , come mostra la seguente

FProposizione.

Proposizione 5.5. Sia F un campo numerico e sia [(X) € F[X] un polinomio
imducibile su F . Allora le radici complesse di () sono tutte semplici.

Dimostrazione. Se [(X) ha una radice complessa multipla, allora MCD(f(X), (X)) #
1 in C[X] (Corollario 4.6). Allora, per il Corollario 3.7, f(X) e [(X) hanno un divisore
comure non costante in F[X] . Questo & impossibile perché fiX) ¢ imriducibile su F ed

inoltre non divide f'(X) perché f(X) & nonnullo ¢ di grado minore.

Terminiamo questo paragrafo mostrando che ogni polinomio di grado positivo a
coefficienti in un campo K si pud faltorizzare in K[X] nel prodotto di una costante e

polinomi monici irrdueibili in modo unico, a meno dell’ordine dei fattor.

Proposizione 5.6 (Lemma di Euclide). Sia K un campo e siano  [(X) |, g(X) €
K[X] due polinomi non nulli relativamente primi. Allora, dato h(X) € K[X],se f(X) divide
il prodotto g(X)h(X) in K[X], esso divide h(X) in K[X].

Dimostrazione, Sia MCD(f(X), g(X)) = 1 e sia 1 = a0f(X) + P)g(X) una
identita di Bezout. Moltiplicando per h(X) , otteniamo h(X) = a(X){fOh(X) +
BDeCOh(X) ; poiché f(X) divide g(20)h(X), allora f(X) divide h(X).

Corollario 5.7 Sia K un campo. Se p(X) € K[X] & un polinomio immiducibile su K
e p(X) divide un prodotto di polinomi in K[X], allora p(X) divide almeno uno dei fattori.
Dimostrazione. Per il principio di induzione, basta provare che, se p(X) divide il

prodotto di due polinomi, allora ne divide almeno uno. Supponiamo che p(X) divida
f(X)g(X) con f(X), g(X) € K[X] eche p(X) nondivida f(X) ; poiché p(X) e imducibile,

si ha MCD(p(X), f(X)) = 1. Dal Lemma di Euclide segue che p(X) divide g(X).
Se R & un domino, un elemento non invertibile p di R si dice un elemento primo se

ha la seguente proprieti:

"s¢ p divide il prodotto ab allora p divide a ofe b".
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Con questa terminologia, il Corollario precedente dice che ogni polinomio irriducibile

di K[X] & un elemento primo.

Teorema 5.8 (Teorema di fattorizzazione umica in K[X]). Sia K un campo.
Allora ogni polinomio non costante f(X) € K[X] si pud fattorizzare in K[X] nel prodotto
di una costante e polinomi monici irriducibili. Inoltre questi polinomi sono univocamente
determinati.

Dimostrazione. Sia f(X) € K[X] un polinomio di grado n esia ce K il suo
coefficiente direttore. Allora risulta f(X) = cg(X) , dove g(X) = ¢''f(X) & un polinomio
monico di grado n . Mostriamo, per induzione su n , che ogni polinomio monico 2(X) si
pud scrivere come prodotto di polinomi monici imducibili.

Se n=1,allora g(X) & irmducibile per la Proposizione 5.2. Supponiamo poi che
|"asserto sia vero per ogni k con 1 <=k <n . Se g(X) & irriducibile non ¢’¢ niente da
dimostrare. Altrimenti risulta g(X) = h(X)k(X) dove 1 < deg(f(X)) , deg(g(X)) < n
(Proposizione 5.2); allora, per 'ipotesi induttiva, sia h(X) che k(X) si possono scrivere
come prodotto di polinomi monici irriducibili e ne segue che anche g(X) ha questa proprieta.

Per dimostrare 'unicita della fattorizzazione, supponiamo che sia

f(X) = a p)(X) pa(X) ... prX) =b q1(X) q2(X) ... qs(X) .
con a,be K e pi(X), ..., pX), (XD, ..., q5(X) polinomi monici irriducibili. Uguagliando
i coefficienti, deve risultare a=c=b . Inoltre, py(X) divide almeno uno dei polinomi g;(X)
{(Corollario 5.7) ¢ allora, a meno di rinumerare  i(X), ..., gs(X) . possiamo supporre che
p1(X) divida qi(X).Poiché p;(X) non & costante e qq(X) & irriducibile, p;(X) e qi(X)
devono essere associati; ma allora, essendo entrambi monici, deve risultare py(X) = q1(X) .

A questo punto, per la legge di cancellazione, risulta pa(X) ... pi(X) = qa(X) ... q(X) ,
e, ripetendo il ragionamento, dopo un numero finito di passi, si ottiene r=s e pi(X) = gi(X)

peri=1,:..,8-

Vedremo nel seguito che un teorema analogo & vero anche per gli anelli in pit

indeterminate su un campo K.

Un dominioc R & detto un dominio a fattorizzazione unica o dominio fattoriale (in
breve, UFD) se soddisfa alle seguenti condizioni:

1) Ogni elemento non zero e non invertibile di R pud essere fattorizzato in un prodotto
di un numero finito di elementi irriducibili;

2)Se py....,preQp....,Qs sono due fattorizzazioni dello stesso elemento di R in
elementi irriducibili, allora r=s e gh elementi g; possono essere rinumerati in modo tale
che p; e q; siano associatiper i=1, ...,r.

Si usa esprimere la propricta 2) dicendo che la fattorizzazione in elementi imducibili &

unica, a meno dell’ordine e di elementi invertibili.
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Il Teorema 5.8 ci assicura che, se K & un campo, I'anello dei polinomi K[X] €& un
dominio a fattorizzazione unica. Infatti, se f(X) € K[X] e p(X) & un suo fattore irriducibile,
allora il polinomio monico associato a p(X) in K[X] € uno dei lattori monici irmiducibili di
f(X) .

ESERCIZI
1. Dimostrare che, se R & un dominio, ogni elemento primo di R ¢ imiducibile.
2. Dimostrare che i numeri primi € i loro opposti sono tutti e soli gh elementi primi di
.
3. Mostrare che un polinomio f(X) € A[X] ¢ imriducibile su A se e soltanto se lo
sono tutti 1 suol associat in A[X] .
4, Stabilire se 1 seguenti polinomi sono irmducibilisu Q. R, C:
6X4-5X2-38X2-5X +6; X4-X2+1; X4+ X+1.
5. Fattorizzare 1 seguenti polinomi in fattori imiducibilisu Q. R, C:
15X2-30; 3X4-5333+732-15X-6; X4+4; X6+2.
6. Dimostrare che i soli polinomi irmducibili di secondo grado in Z3[X] sono:
X3g - XNl X2e2N32;
7. Stabilire se i seguenti polinomi sono irriducibili in Zs[X] :
XL 2N+ B X4 3IRZr G 2 K234 3024 2%+ 1.

6. Polinomi a coefficienti interi e razionali. Criteri di irriducibilita.

Abbiamo visto nei paragrafi precedenti che le proprieta di divisibilita di un polinomio
fiX) e A[X] dipendono fortemente dall'anello A . Infatti, se A ¢ B sono due domini tali
che A = B ,allora si ha anche A[X] € B[X] e un polinomio f(X) € A[X] pud avere
comportamenti diversi nei due anelli di polinomi A[X] e B[X] . Tuttavia, se K :=Qz(A) ¢ 1l
campo dei quozienti di A , ¢'€ uno stretto legame tra le proprieta di divisibilita in - A[X] e
quelle corrispondenti in K[X] . In questo paragrafo esamineremo in dettaglio il casoincui A
sia 'anello degli interi relativi Z (e quindi K = Q). Nel paragrafo successivo considereremo

il caso pid generale in cui A sia un dominio a fattorizzazione unica.

Sia fiX) € £[X] un polinomio non nullo. I1 massimo comune divisore der coefficienti

di f(X) sidiceil contenuto di f(X) e siindicacon ¢(f). Se o{f) = 1, ovvero f(X) non ha
divisori costanti diversi da =1, allora f(X) si dice primitivo. Un polinomio monico di Z[X]
& senz'altro primitivo, ma & evidente che non vale 1l viceversa; ad esempio il polinomio 2X+1
¢ primitivo ma non monico. E’ evidente che 1 soli polinomi costanti primitivi sono 1 e-1 .

Se f(X) e Q[X] ha grado positivo e ha coefficienti interd, il polinomio (c(f)) 1f(X) ha
ancora coefficienti interi ed & un polinomio primitivo associato a f(X) in Q[X] . In generale,
se 1 coefficienti di  f(X) non sono tutti interi e d & un denominatore comune dei suoi

coefficienti, 1l polinomio df(X) ha coefficienti interi. Dunque f(X) & ancora associato in
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Q[X] ad un unico polinomio a coefficienti interi e primitivo, che indichiamo con *(X) , tale

che f(X)= Et*(}(j .con a ¢ b numer interi entrambi positivi.

Esempi.
1.8e f(X) ==6-3X + 12X2-15X4, allora c(f)=3 e P*(X)= 2-X +4X2-3X*.
10 5 35 15

TG @ B gty ety ¢ ety ¢ ETE O
9 4 6 3

36 g(X) =40 - 45X + 210X2 - 270X4 = 5(8 - 9X + 42X? - 54X4)
dacui g*(X)=8-9X +42X2 - 54X4,

Poiché due polinomi di grado positivo a coefficienti in un campo K che siano associati
tra loro sono entrambi riducibili o entrambi irmiducibili su K | per stabilire se un polinomio
f(X) e Q[X] & o meno riducibile su Q | basta allora studiare la riducibilita (su Q ) del
polinomio a coefficienti interi e primitivo f*{X) associato a [(X) . T seguenti risultati, dovuti
a Gauss, stabiliscono che, a questo scopo, basta studiare la riducibilita di £%(X) su Z.

Ricordiamo che un polinomio f(X) a coefficienti interi & imiducibile su Z se e
soltanto se 1 suoi unici divisori in Z[X] sono =1, ={(X) .

Proposizione 6.1 (Lemma di Gauss). Se {(X), g(X) € Z[X] sono due polinomi
primitivi, allora anche f{X)g(X) & un polinomio primitivo.

Dimostrazione. Siano

fiX)i=gp+ X+ ... +apX" & g(X) =bg+ b X +... + bpX™;
allora
f(X)gX)=co+ 1 X + ... + CppmaA™t™ ,con ¢ = Eajbj perogni 0=k=n+m.
i+i=k

Sia p un qualungue numero primo. Poiche f{X) ¢ g(X) sono primitivi, p non divide
tutti i coefficienti di f{X) né divide tutti i coefficienti di g(X) ;siano r=n e s=m 1 pil
piccoli indici tali che p non divida a; né bg. 1l coefficiente di X™5 in f(X)g(X) &

Cres = (ADrss + ... + 2p1bsy1) + arbs + (ap41bs1 + ... + arisho).

Poiché p divide ag, ... .ap ,allora p divide (agbpss + ... + ap-1bgyq) ; analogamente,
poiché p divide bg, ... .bs .allora p divide (apbs + ... + ap4sbg) - Inoltre p non
divide ar né bg, cosiche p non divide acbs . Si puod pertanto concludere che p non divide
Crss. Questo prova che un qualunque numero primo p non divide tuti i coefficienti di
f(X)g(X) e allora f(X)g(X) & primitivo.

Corollario 6.2. Siano f(X), g(X) € Z[X] polinomi non nulli. Allora c(fg) = c(fe(g) .
Dimostrazione. Siano f{X) = c(D)f*(X) ¢ g(X) = clg)g*(X) con *(X) e g*(X)
polinomi primitivi di Z[X] ; allora f(X)g(X) = c(fc(g)f*(X)g*(X), da cui, passando ai
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contenuti ed essendo f*(X)g*(X) primitivo per il Lemma di Gauss (Proposizione 6.1), si ha
che clfg) = c(fc(g) .

Proposizione 6.3. Sia f(X) € Z[X] un polinomio primitivo di grado positivo. Se
f(X) = g(X)(X), con g(X), h(X) e Q[X],allora f(X)= g*(X)h*(X) ,dove g%(X), h*(X)
sono polinomi primitivi di Z[X] associati rispettivamente a g(X) e h(X) in Q[X].

In particolare, se f(X) & irmiducibile in Z[X], lo & anche in Q[X] .

Dimostrazione. Siano g(X) = %g*(}{} e h(X) = %h*{}{} con a b, ¢, d numen
interi positivie g*(X) e h*(X) polinomi primitivi di Z[X] . Allora, se 1(X) = g(X)h(X) , si
ha bdf(X) = acg*(X)h*(X) . Passando ai contenuti, a sinistra si ha bd, poiché f(X) ¢
primitivo; a destra si ha ac , poiché g*(X)h*(X) ¢ primitivo per il Lemma di Gauss

(Proposizione 6.1). In definitiva, risulta bd = ac da cui i% = 1. Si pud quindi concludere

che f(X)= g*(X)h*(X) .

In particolare, se f(X) & riducibile su Q , allora esiste un suo divisore g(X) non
costante ¢ di grado stettamente minore (Proposizione 5.2). Poiché g*(X) ha lo stesso grado
di g(X), g*(X) & un divisore proprio di f(X) in Z[X] e percido f(X) & riducibile in Z[X].

Corollario 6.4. (2) Un polinomio costante ¢ € Z[X] ¢ imiducibile in Z[X] se e

soltanto se ¢ =+ p, dove p & un numero primo.

(b) Un polinomio f(X)<e Z[X] di grado n=1 & imducibilein Z[X] se ¢ soltanto se
¢ primitivo ¢ irriducibile in Q[X] .

Dimostrazione. (a) Sia ¢ € Z . Per la formula del grado, i divisori di ¢ in Z[X]
sono tutti costanti. Dunque ¢ € irriducibile in Z[X] se e soltanto se 1 suoi unici divisori sono
+] € £c,0vVvero ¢ =#p,con p primo.

(b) Se f(X) & primitivo, esso non ha divisori costanti diversi da %1 . Inoltre, se (X) &
irriducibile in  Q[X] , esso non ha divisori di grado positivo strettamente minore di n
(Proposizione 5.2). Ne segue che 1 suoi soli divisori a coefficienti interi sono 1 , £f(X) e
percity f(X) & irriducibile in Z[X] .

Viceversa, se f(X) & irriducibile in Z[X] , esso non pud avere fattori costanti diversi da
£1 . Dungue f(X) & primitivo ed allora & irriducibile in Q[X] per la Proposizione 6.3.

Esempi.

3.1l polinomio f(X) :=6X?-5X +1 & primitivo e ha radici razionali 1/2 ¢ 1/3 ; percio
ess0 si fattorizza su Q come f(X) = 6(X-1/2)(X-1/3) . Eliminando 1 denominatori, si ottiens
una fattorizzazione in Z[X] , cioé f(X)= (2X-1)(3X-1).

4.1l polinomio  15X2 + 6X - 5 & primitivo ¢ irriducibile su  Q (perché non ha radici

razionali) , dunque esso & irriducibile anche su 7 .
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5. Un polinomio a coefficienti interi e non primitivo pud essere irriducibile in Q[X] ,
anche se & sempre riducibile su Z . Questo accade se i suoi divison propn in Z[X] sono
tutti costanti. Ad esempio, il polinomio 2X & riducibile in Z[X], perché 2 non & invertibile
in Z epercid 2 &un fattore proprio di 2X in Z[X];ma ¢ irriducibilein  Q[X] , essendo

di primo grado (Proposizione 5.2).

Corollario 6.5. Sia p(X) = L[X].

(a) Se p(X) & primitivo ¢ divide un polinomio a coefficienti interi in Q[X] , allora lo
divide anche in Z[X].

(b) Se p(X) & irmiducibile in Z[X] e divide un prodotto di polinomi in Z[X] , allora
divide almeno uno dei fattori.

Dimostrazione. (a) Sia g(X) € Z[X] tale che g(X)=p(X)h(X), con h(X) e Q[X] .
Possiamo scrivere g(X) = cg*(X) ¢ h{X) = a/b h*(X) ,con g*(X) e h*(X) polinomi a
coefficienti interi e primitivi e MCD(ab) = 1. Poiché beg*(X) = ap(X)h*(X) , per il Lemma
di Gauss (Proposizione 6.1), si ha bc = a ; dunque, per il Lemma di Euclide, a divide ¢ in
Z . Ma allora, poiché ¢ divide a,risulta b==1 e h(X)=zah*(X) e L[X].

(b) Basta dimostrare che, se p(X} divide il prodotto di due polinomi f{X) := g(X)h(X)
in Z[X], allora p(X) divide g(X) ofe h(X) . Il risultato seguira per induzione sul numero
dei lattor.

Se p(X) & costante, allora p(X) divide c(f) . Poiché p(X) = +p ,con p primo
(Corollario 6.4(a)) ed inoltre ¢(f) = c(g)e(h) (Corollario 6.2), ne scgue che p(X) divide cf(g)
ofe c(h).Dunque p(X) divide g(X) o/e hiX).

Se deg(p(X)) =1, allora p(X) & primitivo e irriducibile su Q (Corollario 6.4 (b)) . Ne
segue che p(X) divide g(X) ofe h(X) in Q[X] (Corollario 5.7) ; ma allora p(X) divide
g(X) ofe h(X) in Z[X] peril punto (a) .

Siamo ora pronti per dimostrare che Z[X] ¢ un dominio a fattorizzazione unica, ciog
che ogni polinomio di Z[X] si pud fattorizzare, in modo essenzialmente unico, nel prodotto
di polinomi irriducibili. Un teorema analogo & stato dimostrato nel paragrafo precedente per
Q[X] ¢ pin generalmente per un anello di polinomi in una indeterminata a coefficienti in un

campo K.

Teorema 6.6 (Teorema di fattorizzazione unica in Z[X]). Sia f(X) e Z[X] un

polinomio non nullo e diverso da =1 . Allora (X)) s1 pud lattorizzare in Z[X] nel prodotio
di numeri primi ¢ polinomi (primitivi) irriducibili. Inoltre tale fattorizzazione € unica, a meno

del segno e dell’ordine dei fattori.
Dimostrazione. Sia {(X) € Z[X] un polinomio non nullo e diverso da =1 e

poniamo f(X) = ¢f*(X) ,dove ¢ =c(f) € Z e f¥X) & un polinomio primitivo. Per il
Teorema Fondamentale dell’ Aritmetica, [c] si fattorizza nel prodotto di numeri primi, che sono

polinomi irriducibili di Z[X] (Corollario 6.4 (a)). Inoltre, se £#(X) # =1, F%(X) si fattorizza
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nel prodotto di polinomi monici irriducibili in Q[X] (Teorema 5.8). Per la Proposizione 6.3,
allora f*(X) si fattorizza in Z[X] nel prodotto di polinomi primitivi di grado positivo,
ciascuno dei quali & associato in Q[X] a qualche fattore monico irriducibile. Ne segue che
tali polinomi primitivi sono irriducibili anche in  Z[X] (Corollario 6.4 (b)). In conclusione
f(X) si pud fattorizzare in Z[X] nel prodotto di numeri primi ¢ polinomi primitivi
irriducibili.

Per mostrare 1'unicity della fattorizzazione, osserviamo che, se g(X) € Z[X] ¢& un
polinomio irriducibile che divide f(X), allora q(X) divide almeno uno dei fattori irriducibili
p(X) di f(X) (Corollario 6.5 (b)) e quindi q(X) = p(X) .

Diamo ora per finire alcuni criteri di sufficienza che assicurano l'irriducibilita su Q , di

un polinomio a coetficienti interi.

Teorema 6.7 (Criterio di Irriducibilita di Eisenstein). Sia f{X) == ap+ ;X + ...
+apXn e Z[X] . Se esiste un numero primo p tale che ptay,pla; per 0=i<n e p2tag.
Allora f(X) & irmiducibile su Q.

Dimostrazione., Poniamo f(X) = c(Df*(X) con {*(X) polinomio primitivo di
Z[X] ; poiché f(X) e f*(X) sono associati in Q[X] , & sufficiente provare che f#(X) e
irriducibile su Q . Inoltre, poiché p non divide c(f) , i coefficienti di *(X) soddisfano le
ipotesi del Teorema. Senza perdita di generalita, possiamo allora supporre che il polinomio
f(X) sia primitivo; dunque, per il corollario precedente, & sufficiente provare che f(X) ¢
irmiducibile in Z[X] . Siano g(X):=bg+ b X +... +bX5 e h(X) =cp+ ;X + ... + X!
polinomi a coefficienti in Z tali che f(X) = g(X)h(X) . Poiché a, = bge, e pfay ,allora p
non divide bg né ¢, ; inoltre, poiché ag=bgcg, plag & p2fag, allora p divide uno soltanto
dei numeri interi by € ¢ . Supponiamo che p divida by enondivida ¢p. S1a 1=s5=n 1
pill piccolo numero intero positivo tale che p 4'b; . Poiché a; = byci + bici. + ... + bicg e
p non divide b; né cg, allora p nondivide a; . Dalle ipotesi fatte segue che i =n ; per cui
s=n,ovvero f(X) e g(X) hanno lo stesso grado ¢ h(X) & una costante. Poiché abbiamo
supposto che f(X) sia primitivo, si ha che h(X) = +1 . Ne segue che f(X) & imducibile in
Z[X] e dunque anche in Q[X] (Proposizione 6.3).

Proposizione 6.8, Siano F e K campi e ¢:F[X] — K[X] un omomorfismo di
anelli che conserva il grado. Allora, se f(X) e F[X] & riducibile su F, @(f(X)) & riducibile su
)

Dimostrazione. Poiché f(X) & riducibile su F, esistono g(X) , h(X) € F[X] di grado
positivo tali che f(X) = gXOh(X) . Allora risulta @(f(X)) = e(2(XNeh(X)) con @(gX)) e
@(h(X)) entrambi di grado positivo per I'ipotesi fatta su ¢ . Da cid segue la riducibilita di
QX)) su K.

Corollario 6.9. Siano K un campo, ¢ £ K\M0} e consideriamo le applicazioni:
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Ot 2 K[X] —= K[X] , definitada  f(X) —> [(X+) ©
Oe  K[X] —> K|X] , definita da  f(X) —= floX).

Allora f(X) & riducibile su K se soltanto se f(X+c) € riducibile su K |, se soltanto se
f(eX) ériducibile su K.

Dimostrazione. Per la proposizione 6.6, basta osservare che ¢xyq € un
automorfismo di K[X] che conserva il grado, con inverso ¢x.q : K[X] —= K[X] definito da
f(X) —= f(X-0) . Analogamente, ¢yx € un automorfismo di K[X] che conserva il grado,
con inverso Ox/q : K[X] —= K[X] definito da f(X) —= [(X/ce).

Esempi.
6. Per il Criterio di Irriducibilita di Eisenstein, se p € un numero primo, il polinomio

Xn-p &irriducibilesu Q,perogni nz2.

7. Lmiducibilith del p-esimo polinomio ciclotomico. Sia p  un numero primo.

Ricordiamo che il polinomio a coefficienti interi
z XP -1 p-l P2
G, Xy = —— = X" + X" + - +X + 1,
F Kimsd
le cui radici sono le radici p-sime primitive dell’unith, si dice il p-esimo polinomio
ciclotomico (cf. Esempio 4.4). Mostriamo che @,(X) ¢ irriducibile su Q.

Per il Corollario 6.7. basta provare che il polinomio f{X) := ':IIX_H({DP(K}) g

imducibile su Q. Risulta

. (X+DP - 1
e e L
(2 00) (X+1) - 1
P \ 3 )
— w =xp'1 3+ (p|xp'2 T I |X + P 3
X 1) P_E'/' p'l
Poiché p non divide il(p-i)! perogni i=1....,p-1 e p divide p!,si hache p
£ e
divide il coefficiente binomiale | PJ . Daltra parte, p> non divide i pl]: p . Allora il
\ 1 P-4

polinomio f(X) soddisfa le condizioni del Criterio di Irriducibilita di Eisenstein ed & per

questo irmiducibile.

Per stabilire la riducibilti o meno di polinomi a coefficienti interi, si fa uso anche della
riduzione dei coefficienti modulo un numero primo p . Pill precisamente, sia p = 2 un
numero primo fissato e si consideri ’applicazione

W Z[X] —> Zp[X] definita da yap+ a1 X + ... +aX") = 35 +EX+...+3 X" .

E’ immediato verificare che y & un omomorfismo di anelli. Percid, ponendo f(X) :=
W(f(X)) , se un polinomio f(X) a coefficienti interi &1 fattorizza in Z[X] come f(X) =
g(X)h(X) , allora f(X) si fattorizza in Zp[X] come [(X) = gXh(X).
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Teorema 6.10 (Criterio di Irriducibilita modulo p). Sia f(X) =ap+ 1 X + ... +
a,X" € Z[X] un polinomio non costante ¢ sia p un numero primo che non divide il
coefficiente direttore di (X) . Se f(X) := 8y +8 X +...+8,X" € Zy[X] & irriducibile in
Z,[X], allora f(X) ¢ irriducibile in Q[x].

Dimostrazione. In modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione del Teorema 6.3,
possiamo supporre che il polinomio f(X) sia primitivo. Poiché p non divide ay , allora
f(X) e f(X) hanno lo stesso grado; in particolare [(X) non & una costante. Se f(X) fosse
riducibile in Q[X], allora, per la Proposizione 6.3, esso sarebbe riducibile in Z[X] . cioe si
avrebbe [(X) = g(X)h(X) con g(X) e h(X) polinomi a coefficienti interi entrambi primitivi
¢ di grado positivo, dal momento che f(X) & primitivo. Allora si avrebbe anche F(X)
=g(X)h(X) con deg(g(X))=deg(T(X)) = 1e deg(h(X))=deg(h(X))=1, perché p non
divide né il coefficiente direttore di 2(X) né quello di h(X) ; pertanto f(X) sarebbe
riducibile in Z,[X] .

Esempi.
8. Un polinomio f(X) € Z[X] di grado 2 oppure 3 & irriducibile su Q soltanto se

non ha radici razionali (Proposizione 5.3(b)). Riducendo i coefficienti modulo un primo  p
che non divide il termine noto, si ottiene un polinomio (X) € Zy[X] che ha stesso grado e
che ¢ dunque irriducibile in Zp[X] soltanto se non ha radici in Zp . In conclusione, se esiste
un primo p tale che f(X) e Zp[X] non abbia radici in Z,[X] , allora f(X) & irriducibile su
Q.

Ad esempio, riducendo modulo 3 i coefficienti del polinomio f(X) := 5X* - 562X
+1400 , si ottiene il polinomio f(x;=ix3 +X+2 e Z3[X] ., che non ha radici in Zs .
Dungue f(X) ¢ irriducibile su Q.

9. 1l polinomio f(X) = X7 - 5X% - 6X - | ¢ irriducibile su Q . Infatti, se losse
riducibile, avrebbe un fattore irriducibile di primo o secondo grado. Ma, riducendo i
coefficienti modulo 3, & ottiene f(X) = X~ + Xhele Z:[X], che non ha radici in Zs e
dunque non ha fattori di primo grado. Inoltre f(X) non ha neanche fattori irriducibili di
secondo grado, infatti i soli polinomi irriducibili di secondo grado in Zs[X] sono:

X241 RIAXGT X TX7,
(cf. Esercizio 6.6) e questi non dividono F(X).

Notiamo tuttavia che, riducendo 1 cocfficienti modulo 2 | si oftiene un polinomio
riducibile in Z;[X], precisamente:

X TR e e N e i T

ESERCIZI
1. Mostrare che un polinomio f(X) € Z[X] di grado 2 oppure 3 pud essere

riducibile su £ senza avere radici intere.
2. Dimostrare la seguente versione simmetrica del Criterio di Irriducibilita di Eisenstein:
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Sia fiX) =ag+ ;X + ... + apX" & Z[X] . Se esiste un numero primo  p

tale che pfap,pla; per 0<i<n ¢ p2fay,allora fiX) &irriducibilesu Q.

3. Provare che, sc a< Z & privo di fattori quadratici, il polinomio X" - a & imducibile
in Z[X] perogni n=1.

4. Usando il Criterio di Irmiducibiliti di Eisenstein, mostrare che 1 seguenti polinomi
sono irriducibili in Q[X] :

X346X2-9X +3; 10X4+15X3-20X2-35X-2.

5. Mostrare che i seguenti polinomi sono imriducibili in - Q[X] , benché non si possa

applicare il Criterio di Irriducibilita di Eisenstein:
AX2 44X -1 X3+ X241,
6. Sia (X)) = X4+ 623 + 12X2 + 12X + 7; determinare un numero intero ¢ in

modo tale che si possa applicare 1l Criterio di Eisenstein al polinomio f(X - ) .

7. Mostrare, usando il Criterio di Irriducibilith modulo p, che i seguenti polinorm sono
irriducibili in Q[X]
49X2 435X +11; 124X3-119X2+35X +64; X3-9.
8. Fattorizzare 1 seguenti polinomi di Z[X]| nel prodotto di polinomi irmducibili:
21X ; 5X2+10; 15X2-2X-8; 2X4-X3-M2-2X-1; X4-20X2+4.

7. Congruenze polinomiali. Costruzione di radici.

Per la formula del grado, ogni polinomio p(X) di grado n a coefficienti in un campo
K haal pit n radici distinte in ogni campo contenente K . Se K & un campo numerico, il
Teorema Fondamentale dell’ Algebra (Teorema 4.7) ¢ assicura che un campo in cui  p(X)
abbia tutte le sue radici esiste, questo & infatti il campo C  dei numeri complessi. Scopo di
questo paragrafo & mostrare che, qualsiasi sia K | si pud sempre costruire un campo
contenente K incui p(X) abbia tutte le sue radici e quindi si fattorizzi in polinomi di primo

grado.

Sia p(X) € K[X] un polinomio fissato di grado n . Diciamo che due polinomi f(X) e

2(X) sono congrui modulo p(X) ¢ scriveremo
f(X) = g(X) mod p(X),
se p(X) divide il polinomio differenza [(X) - g(X) . Equivalentemente,
fiX) = 2(X) mod p(X) = f(X) - 2(X)=h(X)p(X) perun opportuno h(X) € K[X] .
Indicando, in forma compatta con (p(X)} ['insieme dei multipli del polinomio p(X) .
ciog
(p(X)) := {h(2Op(X) ; h(X) € KIX]},

possiamo allora riformulare la definizione di congruenza modulo p(X) dicendo che

f(X)=gX) mod pX) & f(X)-gX)e pX).
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Osserviamo che ogni polinomio & congruo modulo p(X) al resto della sua divisione
per p(X) . Infatti, se con I’algoritmo della divisione (Teorema 3.3) s1 ottiene
£(X) = q(X)p(X) +1(X) , con 1(X) =0 oppure deg(r(X)) <deg(p(X)) =n,
allora
f(X) -1(X) € (p(X)).
Si verifica facilmente che la congruenza modulo p(X) € una relazione di equivalenza in
K[X] . Indicheremo la classe di equivalenza (o di congruenza) del polinomio f(X) con f(X)
e I'insieme quoziente di K[X] rispetto a questa relazione di equivalenza con K[X]/(p(X)) .
Per quanto appena osservato,
f(X) = {1(X) + h(Op(X) ; h(X) € K[X]} = f(X) + (p(X))
ed inoltre, se 1(X) é il resto della divisione di f(X) per p(X).
X)) =1X) .
Quindi risulta L
KX (p(X)) = { r(X) = r(X) + (p(X)) ; r(X) € K[X] . 1(X) =0 oppure deg(r(X)) <n} .
Notiamo che f(X)= 0 se e soltanto se p(X) divide f(X) ,ovvero f(X) € (p(X)) :in

particolare p(X) =0.

Possiamo a questo punto definire nell’insieme quoziente K[X]/(p(X)) due operazioni,
di somma ¢ prodotto, nel seguente modo:
X +eX) = (XN +eX) e f(X)-gX) = f(X)gX)

Si pud verificare senza difficolta che queste operazioni sono ben definite, ciogé non

dipendono dai rappresentanti scelti. Infatti,
se f;(X) = LX) mod p(X) e g1(X) = g2(X) mod p(X).
allora
[X) + g1(X) = [HX) + g2X) mod p(X) ¢ £(X)gi(X) = 2(X)g2(X) mod p(X) .

Proposizione 7.1. Sia K un campo e p(X) € K[X] un polinomio fissato di grado n
= 1 . L'insieme quoziente F := K[X]/(p(X)) & un anello commutativo unitario rispetto alle
operazioni definite da

R0+eX) = [(XN+eX) e (X)X = IX)eX).
Inoltre, supponiamo che p(X) non divida f(X). Allora
se MCD(F(X), p(X)) = 1, f(X) & invertibile in K[X)/(p(X));
se MCD(f(X), p(X)) =1, f(X) & uno zero-divisore in K[X)/(p(X)).

Dimostrazione. La verifica che F & un ancllo commutativo & immediata. Lo zero € la

classedi 0, ovverodi piX),el'unitaé laclassedi 1.
Se MCD((X), p(X)) =1 e k(X)M(X)+ h(X)p(X) = 1 ¢ una identitd di Bezout
(Teorema 3.4), allora, per come sono definite le operazioni,
K(ONX) + h(X)p(X) = kX)) + h2OpX) = k(X) - fX) =1,

percio f(X) & invertibile e k(}ﬂ & il suo inverso.

35



Stefania Gabelli ¢ Florida Girolami

Se invece MCD((X), p(X)) =d(X) # 1, con d(X) #p(X) , allora esistono h(X) , k(X)
e K[X] tali che fiX)=d(2)h(X) e p(X)=d(X)k(X) . Ne segue che f(X)k(X) = p(X)h(X)
e percid  F(X)k(X)=0 . Poiché inoltre d(X) ha grado positivo, per la formula del grado,
deg(p(X)) > deg(k(X)) > 1 . Ne segue che p(X) non pud dividere k(X); percid kX)= 0 e
f(X) & uno zero-divisore in K[X}/(p(X)) .

Ribadiamo che, come visto nella dimostrazione della proposizione precedente, se
MCD(f(X), p(X)) = 1, per determinare 'inverso di fiX) in KX}/ (p(X)) si pud ricorrere

ad una identiti di Bezout, usando ad esempio 1’algoritmo euclideo delle divisioni successive.

Esempi.

1. Sia p(X) :=X4-X2-2 ¢ Q[X]. La fattorizzazione di p(X) in polinomi irriducibili
& p(X) = (X2-2)(X2+1) . Dunque, se f(X) & un qualsiasi polinomio a coefficienti razionali,
allora MCD(f(X), p(X)) # 1 se e soltanto s¢ f(X) & diviso da (X2-2) ofe da (X?+1) . Ne
segue che f(X) & uno zero-divisore di K[X])/(p(X)) se e soltanto se [(X) = (X2-2)g(X) ,
oppure f(X) = (X2+1)h(X) , per opportuni g(X), h(X)e Q[X] tali che (X?+1) non divide
g(X) e (X2-2) non divide h(X). Altrimenti f(X) &invertibile.

La classe del polinomio f(X) := X4-2 & ad esempio invertibile. Poich¢ inoltre
Ialgoritmo euclideo della divisione in Q[X] fornisce I'identita XZp(X) - (X2-D(X) = -2,

—_— . 1 : :
allora 'inverso di (X)) in K[X/(p(X)) & E(Xz —1) . Possiamo anche osservare che

f(X)=X? mod p(X) e percid, ai fini del calcolo, possiamo sostituire f(X) con X? . Poiché

p(X) = X2(X2-1) - 2, otteniamo ancora lo stesso risultato.

Proposizione 7.2. S5ia K un campo e sia p(X) € K[X] un polinomio fissato di

grado n . Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(i) p(X) & un polinomio irmducibile;
(i) K[X]/(p(X)) & un dominio integro;

(iii) KIX]/(p(X)) & un campo .
Dimostrazione. (1) = (1i1). K[X}/(p(X)) & un anello commutativo unitario per la

Proposizione 7.1. Poiché p(X) ¢ un polinomio irriducibile, dato f(X) € K[X] , se p(X) non
divide f(X) risulta MCD(f(X), p(X)) = 1 ; Dunque, sempre per la Proposizione 7.1, se
f(X) # 0, f(X) &invertibile in K[X]/(p(X)). Ne segue che K[X])/(p(X)) & un campo.

(iii) = (if) & chiaro.

(ii) = (i). Se p(X) non & irriducibile, allora p(X) = f(X)g(X) , con deg(p(X)) >
deg(f(X)), deg(g(X)) > 1, allora f(X), g(X)# 0 ¢ fX)g(X) = 0 . Percid K[X)}(p(X)) ha

zero-divison.

Lemma 7.3. 5ia K un campo ¢ sia p(X) £ K[X] un polinomio fissato di grado n =

1 . La proiezione canonica:
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K[X] —> KXV(pX) . 1(X)—> 1(X) = 1(X) + (p(X))
& un omomorfismo di anelli, Inoltre la sua restrizione 2 K & un omomorfismo iniettivo,

percio I'immagine di K in K[X]/(p(X)) , cioé I'insieme

K:={c=c+{pX));ce K}
& un sottocampo dell’anello K[X}/(p(X)) che & isomorfo a K . Infine tale restrizione &
suriettiva, ciod K = K[X)/(p(X)) . se e soltanto s¢ p(X) & di primo grado.

Dimostrazione. Che la proiezione canonica sia un omomorfismo di anelli segue
subito dalle definizioni di somma e prodotto in K[X]/(p(X)) . Inolire, siano a, b € K. Allora
p(X) , avendo grado positivo, divide a-b se e soltanto se a-b=0 . Dunque @=b sce
soltanto s¢ a = b . Percid la restrizione a K della proiezione canonica & un omomorfismo
indettivo,

Infine, se p(X) & di primo grado, allora o
KX (p(X)) = { r(X): r(X) € K[X], r(X)=0 oppure deg(r(X))<1l}={c;ceK}=K.
Se invece deg(p(X)) =2, allora X € K[XJ(p(X)) ¢ X ¢ K ,perché X - c,essendo di
primo grado, non pud essere diviso da p(X) , per ogni ¢ € K. Dunque in questo caso K &

propriamente contenuto in KX ]/(p(X)) .

Per quanto appena visto, identificando K con K | possiamo supporre che K sia
contenuto in K[X]/(p(X)) . In gquesto modo, quando p(X) & imiducibile di grado maggiore di
1, K[X)(p(X)) &un campo contenente propriamente K e un polinomio a coefficienti in K

pud anche essere letto come un polinomio a coefficienti in questo campo pit grande.

Teorema 7.4. Sia K uncampo ¢sia p(X) € K[X] un polinomio irriducibile su K di
grado n= 1. Allora p(X) ha una radice nel campo F = K[X)(p(X)) ; precisamente, se o &
la classe del polinomio X in F, nisulta pla)=0.

Dimostrazione. F & un campo perché p(X) ¢ irriducibile su F (Proposizione 7.2).
Sef(X) =cp+c X+ ... + X, con ¢i€ K, per come sono definite le operazioni in F , si
ha f(X) = Cp+ C;X + ...+ ¢, Xt.Ponendo «t:= X e identificando come al solito K
con K ,allora possiamo scrivere @ =c¢p + ¢ + ... + ¢! = f(e) . In particolare
otteniamo 0= p(X) =p(ct) e dunque cte F & unaradice di p(X).

Se r(X) € un polinomio di K[X] di grado minore di n , oppure nullo, possiamo
scrivere r(X)=cog+ ¢ X +... + ¢ XM con ¢y K. Allora, se p(X) & irriducibile su K
di grado n , come nella dimostrazione del teorema precedente, identificando ¢; con c¢; e
ponendo o := X , otteniamo:

KIXI(p(X)) = {1(X) ; 1(X) € KIX], 1(X) =0 oppure deg(r(X))<n }
={co+C10+ ... +cpol:cie K, plo) =0} .
Per questo motivo, si usa denotare il campo K[X])/(p(X)) con Ko .
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Se K & un campo numerico € ¥ & una qualsiasi radice complessa di p(X) ,

I"applicazione
KXV (pX)) =K(a)—=C

definita da
Cp+ CpO + ... +Cp O™ —> co+ C1Y + ... +Cpgyt]
¢ un omorfismo iniettivo e percid la sua immagine, cioe I'insieme
[ep+ey+ ... + eyl cie K},
¢ un sottocampo di € . Questo campo viene ancora denotato con K(y) .

Per determinare I'inverso del numero complesso P:=cg+cyy + ... + cp1y™! € K(y),
si pud allora, tramite questo isomorfismo, lavorare nell’anello K[X] . Precisamente, si
consideri il polinomio r(X) =cp+ ¢ X + ... + ¢p X1 € K[X] , la cui classe in K(ot)
corrisponde a [ . Poiché p(X) & irriducibile di grado n, allora r(X) e p(X) sono coprimi e
l'algoritmo della divisione euclidea ci permette di determinare due polinomi g(X) e h(X) tal
che 220r(X) + h(X)m(X) = 1 . Calcolando in %, si ottiene che g(y)r(y) = g(v)p =1 .
Dungue gy) &l'inversodi p in K{¥y).

Esempi.
2. 1l polinomio p(X) =32+ X+ 1 € Zy[X] & irriducibile su  Z; ., perché non ha

radici in Z; . Dunque I'ancllo quoziente F := Zy[X)/(p(X)) & un campo e 'elemento «:=
X € F & tale che plo) = 0. Inoltre in F[X] , risulta p(X) = (X+c)(X+(1+)) .
Poiché 1 soli polinomi di Zp[X] di grado minore di 2 sono 0,1, X, X +1 .1l campo F

ha quattro elementi e possiamo scrivere
F=Zao)={0, 1,0, cc+1; c? = +1}.
Notiamo che (o +D =2 +a=1.

3.Sia p(X) =X +2X2 +4X + 2 € Zs[X] . Poiché p(X) non ha radici in Zs , esso
& irmiducibile su #s . Allora 'anello quoziente F = Zo[X]/(p(X)) € un campo e |'elemento
= X € F &tale che p{o) =0. Inoltre possiamo scrivere

F=2Zsa)={cp+ciee+c0? s cie Zs ; plo) =0} .

Notiamo che F ha 5% =125 elementi. L'inverso di un elemento di F si pud calcolare
usando una identiti di Bezoul. Ad esempio, l'elemento f:=1+3c+ ¢? di F & la classe del
polinomio 143X + X2 e Zs[X] . Poiché in Zs[X] risulta

1=-Xp(X) + (143X + X2)(1 + 4X + X2)
passando alle classi modulo p(X), si ottiene che I'inversodi B in F & 1+40+02.

4. 11 polinomio p(X) := X*-2 & imiducibile su Q ; percid I'anello quoziente
QX (p(X)) & un campo ¢, posto o := X , risulta
QIXVp(X) == Qo) == {co + 10t + 202 ; i€ Q¥ =2} .
Se vy & una qualsiasi radice complessa di p(X) ., I'insieme
Q) = {co+ery+ey?;cie Q}
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¢ un sottocampo di C isomorfo a Q(o) .

Linversodi P:=1+ v+ v in Q) & -1 .Infatti il polinomio corrispondente a
B in Q[X] & X2+ X +1.Inoltre risulta 33-2=(X2+ X + 1)(X - 1) -1 da cui, calcolando
in v, siottiene Piy-1)=1.

Ricordiamo che le radici complesse di p(X) sono 32,328, W2E2 dove & := (-
1 ++31)/2 & una radice primitiva terza dell*'unita (Esempio 4.5); quindi y pud assumere uno
qualsiasi di questi valori.

5. Il polinomio X* - 10X2 + 1 & imiducibile su Q ; percid I'anello quoziente
QIXV(p(X)) & uncampo e, posto o = X , risulta

QX)/p(X) = Qo) == {cp+ c10t + ca0? + cao®: ci€ Q at=10c? - 1}
Se vy & una qualsiasi radice complessa di p(X) . 'insieme
Q) == {co+c1y +eay2 + cap?; cie Q }

& un sottocampo di C isomorfo a Qo) .

Se P:=v+1,allorail polinomio corrispondentc a f ¢ X+ 1 erisulta

XA 10X2+1=(X+D3-X2-9X+9)-8.
Calcolando in v, si ottiene che I''mverso di B in Q) & (U8} -v2-%+9).

51 pud verificare senza difficolta che le radici di p(X) sono 243,

Teorema 7.6. Sia K un campo e sia [(X) € K[X] un polinomio di grado n= 1.

Allora esiste un campo F contenente K in cwm f(X) abbia tutte le sue radici;
equivalentemente
f(X) = e(X-c )(X-02)... (X-0p)

per opportuni ¢y, ..., Gy € F

Dimostrazione. Supponiamo che f(X) non abbia gia tutte le sue radici in K ¢ sia
p(X) un fattore di f(X) imiducibile su K di grado almeno 2 (Teorema 5.8). Per il Teorema
1.5, p(X) haunaradice ¢ nelcampo I = K[X)(p(X)) := K(¢;) . Dunque in F|[X] si
ha f(X)= (X-0)g(X), dove deg(g(X)) = n-1 (Proposizione 4.1). Se g(X) ha tutte le sue
radiciin Fy, allora F=F) . Altrimenti, sia p(X) un fattore di g(X) mriducibile in Fi[X]
di grado almeno 2. Allora py(X) ha una radice oz nel campo Fp = Fi[X]/(pi(X)) =
Fi(c¢tz) . Dunque in F3[X] si ha f(X) = (X-04q)(X-02)21(X) , dove deg(g)(X))=n-2.

Poiché, per motivi di grado, f(X) haal pic n radici in un qualsiasi campo contenente
K . al pit dopo n passi, 81 otterra un campo F incul (X)) = o X-o )(X-0n)..  (X-0y) .

Esempi.
6. Siapf{X} = X4+ 2X3 + 2X + 2 € Z;[X] ; determiniamo un campo in cui  f(X)
abbia tutte le sue radici. La fattorizzazione di f(X) in polinormi irmducibili su Z3 &
() =2 +2X + 232+ 1) .
Se p(X):=X2+1 e Fy :=Za[X)(p(X)), allora p(X) ha unaradice o« in F; ein
Fq[X] risulta p(X) = (X+a)(X+2q) . Inoltre
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Fy=Z3(o)) ={0, 1, 2, o, o1, 042, 20, 200+1, 2042 ; 02 = 2} .

1l polinomio q(X) := X2+ 2X + 2 ha radici in Fy ; infatti & annullato da 240 e
2+20. . In conclusione, f(X) ha tutte le sue radici in Fy e risulta:

M) = (Ko X+2e)( X+ 1+2a0 0 X+(14+a)) .

Notiamo che si pud anche procedere considerando prima il polinomio g(X) . Poniamo
Kq = Za[X]/(q(X)) , allora q(X) haunaradice P in K; ein K [X] rsulta q(X) =
(X+2P)NX+(2+p)). Inoltre

Ky =Z5(B) =10, 1, 2, B, B+1, B+2, 2B, 2B+1, 2B+2 ; P2 = B+1} .

Poiché in K;[X] risulta p(X) = (X+P2)(X+2p2) , il polinomio f(X) ha tutte le sue
radici in K.

Non ¢ difficile verificare che I'applicazione

Fi—=K; definitada c¢g+ ¢t —=cp+cf?
per ogni cp,c) € Zz & un isomorfismo di campi.

6. Sia f(X) =X+ X*+ 1 € 7,[X]; determiniamo un campo in cui f(X) abbia tutte
le sue radici. La fattorizzazione in elementi irmiducibili di [(X) in Zo[X] &

(O =C2+X+ D +X+1).

Se piX) =X2+ X+ 1 e Fj:= Z[X)(p(X)), allora, come visto nell’esempio
precedente, p(X) ha una radice o in F) ein Fi[X] risulta p(X) = (X+o)(X+(1+a)) .
Inoltre

Fi= Zo(o) ={0, 1, o, o+1 ; a2 = o+1} .

Il polinomio q(X):= 233 + X+ 1 & irriducibile su F, , perché non ha radici in F; .
Possiamo allora costruire il campo Fs = Fi[X)/(g(X)) . Tl polinomio ¢(X) ha una radice
B in Fz ein F;[X] risulta

q(X) = (X+P)X2 + PX + (1+p2) = QCHPHX+P2XH(B+H2)) .

In conclusione, Fz & un campo in cw (X)) ha tutte le sue radici. Inoltre

Fa=Zo(ct, ) = {a+bf+cf?; a,b,c € Zy(a) e P =p+1} =

{Cm+ Clplt + CmB + Cngﬁz + C“f_;r:,[j + 611(1[52 » Cij = 'Z-z § o2 = o+l . [33 = [3-!-].}

ha 26=64 clementi.

Altemativamente, si pud porre
Ky = L[XNqX) = Za(y) = {atby+ey? s a,bce Lo e Y =v+l } e

Ky = Ki[XW(p(X) = Za(y, 8) = {r+s3 ;1,5 € Za(y) ¢ &*+06=1}.
Si verifica facilmente che l'applicazione
Fy—> K, definita da Zcjoifi —> Zc;;dlyl
& un isomorfismo di campi.
E’ importante osservare che, poiché {(X) ¢ nducibile, I'anello quoziente Zo[X]/(f(X))
non € un campo; nella costruzione & quindi necessario scomporre  [(X) in polinomi

irriducibili,
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ESERCIZI

1. Mostrare che la relazione di congruenza modulo un polinomio € una relazione di
equivalenza in K[X].

2. Sia K un campo e sia p(X) € K[X] . Mostrare che, se f(X) e g(X) sono due
polinomi differenti che hanno stesso grado d < deg(p(X)) , allora @ # 2(X).

3. Sia K un campo ¢ sia p(X) € K[X] . Mostrare che le operazioni di somma e
prodotto definite nell’insieme quoziente K[X]/(p(X)) da

fX)+gX) = {(X)+g(X) e f(X) gX) = f(X)g(X)

non dipendono dai rappresentanti.
4. Mostrare che, se p € un numero primoe p(X) € Zy[X] & irriducibile di grado n,

allora I'anello quoziente Zp[X]/(p(X)) ¢ un campo con p" elementi.

5. Sia p un numero primo ¢ p(X) € Zp[X] un polinomio imducibile di grado n .
Mostrare che il polinomio p(X) ha tutte le sue radici nel campo Zp[X])/(p(X)) .
Precisamente, se o0 & una radice di p(X) , tutte le altre radici di p(X) sono o, of, aP?, ...,
o™,

6. Costruire un campo con 8 clementi e un campo con 9 elementi.

7.Sia p(X) := X2+ tX + 1 € Zs[X] . Stabilire per quali valori di t € Zs I'anello
quoziente Q[X)/(p(X)) & un campo.

8. Sia p(X) :=X3 +3X +te Q[X] . Stabilire per quali valori di t € Q I'elemento o
& invertibile in K(o) = QIX(p(X)) .

9, Sia p(X):=X3+3X + 3 e Zs5[X] esia Zs(a) = Zs[X)/(p(X)) . Determinare
Iinversodi o2 e 1+a in Zs(c) .

10. Sia p(X) £ Q[X] un polinomio irriducibile su Q e sia 7y una radice complessa di
p(X) . Determinare l'inverso di B in Q) in ognuno dei seguenti casi:

p(X) =X2-5 . Bi=vy+l; p(X) :=4X3+5X + 10, B :=y3+y+1 ;
pX) =X3+3X2+9X +6,B:=42.

11. Determinare un campo contenente Zp in cui il polinomio f(X) abbia tutte le sue
radici nei seguenti casi:

(X)) =X3+2X+1,p:=3,5; (XN)=X*+5,p=2,3.7.

8. Anelli di polinomi su domini a fattorizzazione unica.

Ricordiamo che un dominio A s1 dice a fattonzrarione unica, in breve un UFD, se
ogni elemento non nullo e non invertibile di A pud essere fattorizzato in un numero finito di
elementi irriducibili, univocamente determinati a meno dell’ordine e di elementi invertibili

(Paragrafo 5).

In questo paragrafo. sc non verra specificato altrimenti. A denotera sempre un UFD.
Nel Paragrafo 5, abbiamo provato che, se K & un campo, allora K[X] & un UFD
(Teorema 5.8); inoltre, sfruttando il fatto che sia Z che Q[X] sono UFD, abbiamo mostrato
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or

nel Paragrafo 6 che anche Z[X] & un UFD (Teorema 6.6). Scopo di questo paragrato
quello di estendere i metodi usati nel Paragrafo 6 per mostrare che, pili generalmente, se A &
un UFD, allora anche A[X] ¢ un UFD. Da questo seguira, per induzione, che se A & un
UFD, allora anche I’anello in n indeterminate A[Xj, ..., X] ¢ un UED.

Premettiamo alcune definizioni ed alcune proprieti dei domini a fattorizzazione unica di
cui faremo uso.

Ricordiamo che & possibile estendere ad un dominio qualsiasi la definizione di
massimo comune divisore gid data per 'anello dei polinomi a coefficienti in un campo nel
Teorema 3.4; precisamente, s¢ a ¢ b sono due elementi non entrambi nulli di un dominio A
si dice che un elemento d e A & un massimo comune divisore di a ¢ b se d divide sia a
che b ed ¢ diviso da ogni divisore comune di a e b . E’ immediato verificare che, se d e
d’ sono due massimi comuni divisoridi a e b allora d e d" sono associat; infatt essi si
dividono reciprocamente (cf. Esercizio 3.3). Dunque, se esiste un massimo comune divisore
d di a e b,essoresta definito a meno di elementi invertibili; nel seguito, mantenendo questa
ambiguitd, diremo che d & il massimo comune divisore di a e b . Diremo poiche a e b

sono due elementi coprimi se il loro massimo comune divisore & invertibile in A .

Proposizione 8.1. 51a A un dominio a fattorizzazione unica. Allora
(a) Ogni elemento irriducibile di A & primo.

(b) Siano a ,b€ A esiano a= p;---p, & b= q;---q; fattorizzazioni in elementi
imiducibili. Allora a divide b in A se e soltanto s¢ s = r e, con una opportuna
rinumerazione dei fattori q; di b, p; éassociatoa q; peri=1,. ., 1.

{c) Se a,beA sono non entrambi nulli, allora esiste il loro massimo comune
divisore.

Dimostrazione, (a) Sia p unelemento irriducibile di A esiano x,y € A tali che p
divida xy ; dunque esiste t € A tale che at = xy. Non potendo essere x e y entrambi
invertibili, fattonizzando x ofe y inelementi irmducibili, per Punicita della fattonizzazione, si
hache p & un fattore irriducibile di X ofe y.cioé che p divide x ofe y. Da cid segue che

P € un elemento primo.
(b) Supponiamoche a divida b in A . Allora esiste ce A tale che ac =b , ovvero

Pr-PsC = Q;---Qs - Se ¢ ¢ invertibile, dall’'unicith della fattorizzazione segue
immediatamente che s =r, ¢ che, con una opportuna rinumerazione dei fattori q; 4 b, p,
& associato a q; per i=1,..,r;se ¢ non & invertibile, basta fattorizzare ¢ in elementi
irriducibili e procedere in modo analogo. L'implicazione inversa € immediata.

{c) Per evitare casi banali si pud supporre che a ¢ b siano entrambi non nulli ¢ non
invertibili. Utilizzando sia i lattori irmiducibili di a che quelli di b, possiamo scrivere:

1 2 T S 3| 5 :
a=plpy-opir e b= pPpb...pP

con pP1,Pz,-.--Pr elementi irriducibilidi A e oy, %2, ..., 0, B1. B2, ..., B interi non

negativi. E” allora immediato verificare, per quanto provato in (b), che
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min{ct, ) minfex, .3, )

d := pi(eflps Py

& il massimo comune divisore di a e b.

Il fatto che in un dominio a fattorizzazione unica esiste sempre il massimo comune
divisore di due elementi non entrambi nulli, & quindi, per induzione, di un numero finito di
elementi non tutti nulli, i permette di porre la seguente definizione.

Sia A un dominio a fattorizzazione unica e sia f(X) =ap+ a1 X + ... + 3pX" € A[X]
un polinomio non nullo. 1l massimo comune divisore dei coefficienti di f(X) , si dice il
contenuto di f(X) e si denota con c(f) ; dunque c(f) = MCD(agy, ay, ... , ap) . Notiamo che,
se a€ A, risulta c(af) = ac(f) .

Se c¢(f) & un elemento invertibile di A , ovvero se due opportuni coefficientt di  f{X)
sono coprimi, 8 dice che f(X) & un polinomio primitivo. Ogni polinomio di A[X] dotato di
un coefficiente invertibile ¢ primitivo; in particolare ogni polinomio monico di  A[X] &
primitivo. E” immediato verificare che ogni polinomio associato ad un polinomio primitivo ¢

primitivo ¢ che un polinomio costante non nullo & primitivo se e soltanto se € invertibile.
Per ogni polinomio non nulle (X)) e A[X], possiamo allora scrivere f(X) = o(f)F*(X),

dove c(f)e A e ™*(X) € A[X] ¢ un polinomio primitivo. Tale scrittura & unica, a meno di
costanti invertibili: infatti, se f{X)=dg(X) con d& A ¢ g(X) un polinomio primitivo, allora
si ha c(f) =dc(g) e, poiché c(g) & invertibile, ¢(f) e d sono associati in A . Ne segue che
anche f*(X) e g(X) sono associati in A[X] .

A questo punto, possiamo estendere, con hevi modifiche, all’anello di polinomi  A[X]
su un qualsiasi UFD A i risultati stabiliti per Z[X] nel Paragrafo A.1.6. In particolare la
dimostrazione della seguente proposizione & analoga a quella della Proposizione 6.1 (Lemma
di Gauss per Z[X]); basta sostituire alla nozione di numero primo quella di elemento
irriducibile ed aver presente che in un UFD le nozioni di elemento irriducibile e di elemento
primo coincidono (Proposizione 8.1).

Proposizione 8.2 (Lemma di (vauss). Sia A un dominio a fattorizzazione unica.

Allora il prodotto di due polinomi primitivi in A[X] & un polinomio primitivo.

Dal Lemma di Gauss discende il seguente risultato che & una generalizzarzione del

Corollario 6.2 e si dimostra in modo analogo.

Corollario 8.3. Sia A un dominio a fattorizzazione unica ¢ siano f(X) , g(X) e A[X]

polinomi non nulli. Allora ¢(fz) e c(fic(g) sono associati.

Prima di proseguire, notiamo che, se K & il campo dei quozientidi A ¢

()= 224 Bix 4 4 Bnxne K[X]
|:'EI I'-'l In
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& un polinomio non nullo, ponendo b :=bgby ... by, il polinomio g(X) := bi(X)} appartiene
a A[X].Pertanto, se A &un UFD, in K[X] risulta f(X) = b-lg(X) = b-le(g)g*(X) dove
o*(X) ha lo stesso grado di f(X) ; in particolare f(X) si pud scrivere come prodotto di una
costante e di un polinomio primitivo di A[X] del suo stesso grado.

Il seguente risultato & stato dimostrato per Z[X] nel Corollario 6.4.

Proposizione 8.4. Siano A un un dominio a fattorizzazione unmica, K il suo campo
dei quozienti e f(X) e A[X] un polinomio non nullo.

(a) Se f(¥X) & costante, esso & irriducibile in A[X] seesoltantoseloéin A.

(b) Se f(X) ha grado positivo, esso & imducibile in A[X] sc e soltanto se & primitivo e
irriducibile in K[X] .

Dimostrazione. (a) Basta osservare che, per la formula del grado, ogni divisore di un
polinomio costante non nullo & costante.

(b) Sia f(X) di grado positivo ¢ irriducibile in A[X] . Poiché A[X] ed A hanno gli
stessi elementi invertibili (Proposizione 3.1), ogni fattore costante di f(X) ¢ invertibile in A ;
dungue f(X) & primitivo.

Supponiamo che f(X) sia riducibile in K[X] , cioé che esistano in K[X] due

polinomi g(X) ¢ h(X), entrambi di grado positivo, tali che (X) = g(X)h(X) . Essendo K il
campo dei quozienti di A |, per quanto sopra osservato, esistono a b€ A e 1(X),s(X) €

A[X] tali che ag(X) =r(X) = c(r*(X) e bh(X) = s(X) = c(s)s*(X) con r*(X),s*(X) €
A[X] polinomi primitivi dello stesso grado di g(X) e h(X) nspettivamente. Si ha pertanto
che abf(X) = c(r)c(sr*(X)s*(X) , dove per il Lemma di Gauss, r*(X)s*(X) & un polinomio
primitivo (Proposizione 8.2). Ne segue che d :=ab ¢ c(r)e(s) sono associati in A , ciog
esiste un clemento invertibile v in A tale che c¢(re(s) = ud . Allora si ha che [(X) =
ur*(X)s*(X) ; dove i polinomi ur*(X) e s*(X) hanno entrambi grado positivo e pertanto
sono divisori non banali di f(X) in A[X] , contro I'ipotesi che f(X) sia imriducibile in
A[X] . Ne segue che f(X) ¢& irriducibile anche in K[X].

Viceversa, sia [(X) primitivo e irriducibile m K[X] e siano g(X) . h(X) € A[X] tal
che f(X) = g(X)h(X) ; essendo f(X) irmriducibile in K[X] , g(X) e h(X) non possono
essere entrambi di grado positivo. Supponiamo che sia g(X) ad avere grado zero, cioé che
sia g(X)=ae A ;allora, poiché f(X)=ah(X), a divide tutti i coefficienti di f(X) e percid
a & invertibile, perché f{X) & primitivo. Ne segue che f(X) ¢ irriducibile in A[X].

Possiamo adesso dimostrare il risultato centrale di questo paragrafo.

Teorema 8.5 Se A & un UFD, allora A[X] &un UFD.
Dimostrazione. Sia f(X) € A[X] un polinomio non nullo e non invertibile. Se  {(X)

& di grado zero, essendo A un UFD, f(X) si pud fattorizzare nel prodotto di elementi

irriducibili in A che sono irriducibili anche in A[X] (Proposizione 8.4 (a)).
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Supponiamo che f(X) sia di grado positivo e consideriamolo come un elemento di
K[X] .dove K & il campo dei quozienti di A . Per il teorema di fattorizzazione unica in
K[X] (Teorema 5.8), s1 ha f(X) = pi(X) p2(X) ... p(X) , dove ogni pi(X) & un polinomio
irriducibile di K[X] . Poiché K & il campo dei quozienti di A , per quanto sopra osservato,
perogni i=1, ..., esistono b;,ci € A ed un polinonio q;(X) € A[X] primitivo tali che
bipi(X) = ¢;qi(X) . Poiché p;(X) & irriducibile in K[X], si ha che anche q;(X) & imiducibile
in K[X], perché & associato a pi(X) in K[X] . Ne segue che ;(X), essendo primitivo, &
irriducibile in A[X] (Proposizione 8.4(b)). Allora otteniamo:

b1bz...bp1(30p2(X). .. pr(X) = biba...bef(X) = biba...be(DH¥(X) =
€1C2---¢q1(X)ga(X)...qr(X)
con cf)e A e f*(X) e A[X] un polinomio primitivo; inoltre per il Lemma di Gauss
(Lemma 8.3) anche il polinomio q;(X)g2(X)...q{X) di A[X] & primitivo.

Si ha cosi che bjba... be(l) e cycs...c; sono associati in A e percio f#(X) e
q1(X)ga(X)...qe(X) sono associati in A[X] , ciog esiste un elemento invertibile u € A tale
che

[(X) = (D () = uc(f)qu(X) g20X) ... qi(X).
Poiché uc(fl e A ed A & un UFD, allora uc(f) pud essere fattorizzato in elementi
irriducibili in A, che sono anche elementi irriducibili di  A[X] (Proposizione 8.4 (a)). Infine,
poiché q(X), q2(X), ... .,q{X) sono irriducibili in A[X] , otteniamo che f(X) si pud
fattorizzare nel prodotto di elementi imiducibili di A[X] .

Mostriamo ora 'unicita della fattorizzazione. Se f{(X) ha grado zero, non ¢’é niente da
dimostrare, perché A & un UFD. Supponiamo che f(X) abbia grado positivo e sia [(X) =
aq(X)qa(X)...qr(X) ,con ae A e qi(X), g(X), ... ,qdX) polinomi irriducibili di A[X]
di grado positivo. Poiché qi(X), q2(X), ..., q{X) sono primitivi (Proposizione 8.4 (b)), per
il Lemma di Gauss anche il loro prodotto lo &. Ne segue che a e c(f) sono associatiin A e
percior i fattori imiducibili costant di f(X) sono univocamente determinati, a meno
dell’ordine e di elementi invertibili, essendo i fattori imiducibili di of) in A . D’altra parte,
sia. p(X) un fattore di f(X) che ha grado positivo ed & imiducibile in A[X] . Poiché 1
polinomi q(X), g2(X), ..., q{X), p(X) sono imiducibili anche in K[X] (Proposizione 8.4
(b)), per I'unicita della fattorizzazione in K[X] (Teorema 5.8), possiamo supporre che, a
meno dell’ordine, p(X) sia associato a q(X) in K[X] , ovvero che bp(X) = cq(X) , per
opportuni b, ¢ € A\{0} . Ma allora, essendo p(X) e q(X) entrambi primitivi, b ¢ ¢ sono
associatiin A e p(X) e q(X) sono associati in A[X] . In conclusione, i fattori di (X)
che hanno grado positivo e sono iriducibili in A[X] sono univocamente determinati, a meno

dell’ordine e di element invertibili.

Corollario 8.6. 5¢ A & un UFD, allora 'anello A[X,, ..., X5] dei polinomi in n

indeterminate su A & un UFED.
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Dimostrazione. Basta osservare che A[Xy, ..., Xyl = (A[Xy, ..., XnaDEG]

(Paragrafo 1) e procedere per induzione su n , facendo uso del Teorema 8.5.

Corollario 8.7. Gli anelli di polinomi Z[X, .... Xy] ¢ K[X, ..., Xy] ,dove K ¢ un
campo, sono UFD.

ESERCIZI

1. Mostrare che un dominio A & un UFD se e soltanto se ogni elemento non nullo e
non invertibile di A pud essere fattorizzato nel prodotto di un numero finito di elementi
primi (Sugg. Usare il fatto che in un UFD ogni elemento irriducibile ¢ primo (Teorema 8.1)).

2.5ia A un UFD e siano a, b e A due elementi non nulli, Verificare che, se

d= P?‘Pgﬂ .....p::xr - b: piﬁlpg: “.p]{g_.

con py,pPzs...,Pr elementiirmiducibilidi A e oy, s, ...,0;, By, B2, ..., B; interi non

negativi, allora
- pfmn(cf._.ﬁ.Jpzmlnm;ﬁ:J . pf‘unfo:,:ﬁ,) s A P{nax(fx,,ﬁ, _.-Pgmx{ux:.ﬁl} P;m_u:;rr_ﬁ,}

s0no rispettivamente il massimo comune divisore e il minimo comune multiplodi a e b.

3. Provare che il polinomio f(X,Y) =X? + Y2+ 1 &imiducibile in C[X.Y].

4. Fattorizzare il polinomio gX.Y) := 3 - Y3 nel prodotto di polinomi irriducibili in
QIX.Y]

5. Provare il seguente Criterio di Irfiducibilitd (Criterio di Trriducibilith di Eisenstein
generalizzato):

Sia A un UFDesia fiX) =ay+ a1X + ... + a,X" € A[X] un polinomio di grado
n>1.S8e p éuneclemento primodi A tale che p divide ay, ay,... , a5.1 , p non divide a, e
p? non divide ag, allora f(X) & imiducibile in A[X] (Sugg. Adattare la dimostrazione data per
il caso A =27 nel Teorema 6.7).

6. Verificare che il polinomio f(LY) := Y4 - 8X2Y3 + 6XY2 - 10X2Y - 2X &
irriducibile in Q[X,Y] (Sugg. Usare I'esercizio precedente).

9. Formule di interpolazione. Metodi di fattorizzazione.

Due polinomi non nulli a coefficienti in un dominic A che abbiano grado al pin
uguale ad n ed assumano stesso valore in n +1 elementi distinti di A sono uguali
(Corollario 4.3); perciod, scelti ap,aj, ..., ay € A, tutti distinti, esiste al pitt un polinomio in
A|X] digrado k< n che assume valor fissati bg,by,...,by in ag,a;,..., a, . Dalira
parte, s¢ A & un campo, come mostreremo tra poco, un tale polinomio esiste. Esso infatti
resta definito dalle seguenti formule, che vengono dette Formule di Interpolazione perché
permettono anche di calcolare immediatamente i valori che il polinomio assume in ogni
elemento del campo una volta noti 1 suoi valori by, ....by in ap. ..., a,.
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Proposizione 9.1 (Formula di Interpolazione di Lagrange). Sia K un campo e
slano ag, ..., 45, bp. ..., bp e K, con agp, ..., ap tutt distinti. Allora il polinomio

— 3 bi{X'_HD}“'{K_ai--l}{x_aiH}'”(X_ﬂ-n}CKK
Lk 1:20 (a; —ag)--(a; —a;_ Na; —aj4q)--+(a; —a,) =

é tale che f(ag)=by ,fla;))=by ,...,f(ay)=by.

Alla Formula di interpolazione di Lagrange si pud aggiungere la Formula di
Interpolazione di Newton, a volte pit conveniente per i calcoli.
E’ possibile costruire il polinomio f(X) della proposizione precedente imponendo

passo dopo passo le condizioni richieste nel modo seguente.

Si inizia considerando 'unico polinomio costante di K[X], @p(X):=Ap con Age K ,
che assume 1l valore ap in bg; ovviamente deve essere Ag=by.

Per ottenere il polinomio ¢(X) & K[X] di grado al pid uguale a 1 che assume i
valori by, by in ap,a; rspettivamente, si pud pensare di aggiungere a (g(X) un termine
del tipo Aq(X - ag) con A; € K. Perché il polinomio @p(X) + A1(X - ag) assuma in ap il

. hl. e /:Lu f
valore by, sideve avere A= ——+— _ Pertanto olleniamo
(a; —ag)

@(X) ;= Ag+ Aq(X-ap), con Ag=hg e A=

b=l
(a; — a{,}'
Aggiungiamo ora a (X)) un altro termine, in modo da ottenere un polinomio  (X)
di grado al pi uguale a 2 con la ulteriore proprietii di assumere in a; il valore b ; per non
vanificare il lavoro gia fatto, questo termine deve essere della forma 25(X - ag)(X - a;) . Ma
perché il polinomio @2(X) = @(X) + A2(X - ag)(X - a;) assuma in a, il valore bp , si deve

hl = ;Ll.'} - ’1‘1
avere A= izll{__ﬂi}_ ; dungue 1l polinomio di K[X] di grado al pit uguale a 2 che
f,—a;

assume in ag, 41, a; ordinatamente i valori by, by, b &
P2(X) = Ag+ A1(XK-ap) + A2(X - ap)(X - 21) ,

by - A
] b, — 4y : {aj—a;})_ﬂl
con Ag=bp, A= € fp= —————
(a; —ap) (ax—ay)

In generale, sia 1<k=n esia
Pk-1(X) 1= Ao+ Ag(X-ag) + ... + A 1(X-ap)(X-ay)...(X-ak2)

il polinomio di K[X] di grado al piti uguale a k-1 che assume i valori by, ..., bg.p in ag,
.oy A1 Tispettivamente. Allora 1l polinomio
Pr(X) = @i 1(X) + A(X-ap)(X-ap)...(X-ax1)

assume ulteriormente in a il valore by per
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b —4g
(2 —29) B
iz =%
. (ag —ax_o) ]
(ay —ax_1)

Per k=n siottiene percid 1l polinomio
(X)) = @p(X) = ;"..0 + ;"-,1{}{—3.[)} + }ug(X—ag}(}{-ﬂl) S e AH{X‘HU}(X'H]}” AX-an1) .
11 polinomio @g(X) ., che assume i valori bg, ..., bk in ap, ..., ax, prende il nome di k-

esima funzione interpolare di {(X), per k=0, ...,n.
Notiamo che, nelle formule precedenti, Ay & il coefficiente di Xk in @(X) . Questo
prova che Ay non dipende dall’ordine in cui si sono scelti ag. ..., ax . Se K & un campo

numerico reale, possiamo ad esempio ordinare gli a; in modo crescente, affinché nelle
formule per determinare i coefficienti 4; tutte le differenze a denominatore siano positive.

51 pud riassumere quanto descritto nella seguente proposizione.

Proposizione 9.2 (Formula di Interpolazione di Newton). Sta K un campo e
giano ag, ....a .bg, ... by e K ,con ag,..., a, tutti distinti. Allora il polinomio f(X)e

K[X] di grado al pitt uguale ad n tale che f{a;)=b; per 1=0,...,n s pud scrivere come

f(X) == Ao+ A(X-ag) + Aa(X-ap)(K-a1) + ... + Ap(X-ap)(X-a;)...(X-an.1) ,

dove i coefficienti A; sono definiti per induzione nel seguente modo:

b, — A
o
k 0 3
=
----- — Ak
}('r:hl] , .:’-f[= bl_’ln [ -}k— {ak“ak_zj » per lsk<n.
(a; —agp) (ay —ay_y)

MNotiamo anche che, posto

fi (X)—fi @)

(X)) =1X) e fi(X):= X=a,_)

peri=1,...,n,
allora risulta A; = fi(a;) .

Esempi.
1. Costruiamo il polinomio di Q[X] di grado al pit uguale a 2 che assume valori
bp=0, by=1, by=2 rispettivamente in ag=1, aj=2, az=3.

Le formule di interpolazione di Lagrange forniscono il polinomio di primo grado:

(X-1)3(X-3) @ 2AX-1)(X-2) 5

fiX) =
(2-1)2-3) (-1D(E-2)

2. Costruiamo il polinomio di Q[X] di grado al piti ugnale a 2 che assume valori
bo=0, by=1, by=-2 rispettivamente in ag=1, a;j=2, a3=3.
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Le formule di interpolazione di Lagrange forniscono il polinomio di secondo grado:

(X) = (X-DX-3) 2X-DX-2) _ 52 9y _5

S 2-DE2-3) (B-1D3-2)

Se invece vogliamo usare le formule di Newton, ofteniamo:

}‘-.[]Zﬂ, ;"-..1:]., }»2=ﬂ.

Da cui ancora:
£00) = (X-1) - 2{X-1)(X-2) = —2X2% + TX - 5.
3. Costruiamo il polinomio di Q[X] di grado al piti uguale a 3 che assume valori
bp=1, bj=-1, bz=1,b;=0 rispettivamente in ag=0, aj=1, az=-1, a3=2.
Usando le formule di Newton otteniamao:

i i 5
hgzi,ﬁ,lz—z,}uz =-l,}'-.3=g.

Dunque 1l polinomio cercato &:
: 5 5 i 1l
F(X) =1 - 2X - X(X-1) + —EX{X—U(KH} - Ex’-* Boo B WE

6
Se ordiniamo gh a; in modo crescente, ponendo ag=-1, a;=0, az=1, a3=2 ¢
consistentemente,bg= 1, by=1, by=-1,by= 0, otteniamo lo stesso polinomio. Infatti

risulia

;"'vn:] , }..[=(]',}-.,2=—i,?‘..3=

o Lh

da cul

(X)=1-(X+DX + ?(X&UX(K—I} = g}iS -X* - 1—ﬁI—X+1 :
J

Le formule di interpolazione possono essere usate per determinare i fattori irmiducibili
di un polinomio a coefficienti razionali; il seguente metodo & dovuto a Kronecker.

Ricordiamo che ogni polinomio a coefficienti in Q si pud scrivere come prodotto di
una costante per un polinomio a coetficienti interi e primitivo. Sia dunque f(X) € Z[X] un
polinomic primitivo di grado n =2 . Se f{X) non ¢ irriducibile in  Q[X] , per la formula del
grado e la Proposizione 6.3, esso ha un fattore primitivo g(X) € Z[X] di grado s=n/2 . Per
stabilire se {(X) ha effettivamente un tale fattore, procediamo nel modo seguente.

Supponiamo che 2(X) sia un polinomio di grado s che divida f(X) in Z[X] e
consideriamo s+1 intert ag, ..., ag . Allora, s¢ f{X) = g(X)h(X) , valutando in a; ofteniamo
f(aj) = g(aphia;) ; percid g(a;) deve dividere f(a;) in Z,per i1 =0, ...,s . Ora, f(a;) haun
numero finito di divison e, per ogni (s+1)-pla di interi (bg, .... bg), con bj che divide t(a;) ,
le formule di interpolazione forniscono un unico polinomio k(X) € Q[X] tale che
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k(a;) =b ; percid g(X) & traipolinomi a coefficienti interi che € possibile ottenere in questo
modo. Tali polinomi sono un numero finito e, per stabilire quali tra essi dividono f(X) in
Z[X] . si pud usare 1'algoritmo della divisione in  Q[X] ; in particolare, i divisori di f(X)
vanno cercati tra i polinomi il cui coefficiente direttore divide il coefficiente direttore di fi3X).

In conclusione, tutti i divisori di f(X) in Z[X] si ottengono con un numero finito di
verifiche.

E’ anche utile ricordare che ci sono soltanto due polinomi associati a un divisore  g(X)
di f(X) in Z[X],precisamente g(X) e -g(X) ; percid ci si pud limitare a considerare i
polinomi il cui coefficiente direttore & positivo. Non ¢ difficile verificare poi che, se g(X) ¢
determinato dalla (s+1)-pla (bg, ..., bg) ., allora -g(X) & determinato dalla (s+1)-pla
{'bl&s vy 'bs) v

Esempi.

4, Sia f(X) :=X*+X2+1.Se¢ f(X) é&riducibile, esso ha un fattore al pitl di secondo
grado. Se poniamo ag=-1, a;=0, ap=1,risulta flag) =3, f(a;) = 1 , flaz) = 3 . Quindi,
se g(X) e Z[X] & un polinomio di grado al pill uguale a due che divide f(X) , pud risultare
soltanto g(ag) = £1, £3 , gla;) = =1, glaz) = =1, =3 . Inoltre

g(X) = Ao+ M (X-ag) + Aa(X-ag)(X-a;) =
Ao+ A (XD + 2K+ DX = (Ap+ A + (A + )X + AaX2

dove, per la Formula di Newton,

+g(ay) -

}"0: g{ﬂﬂj £ }"'] = g{ﬂ]} = g{d{ﬂ 5 ;‘.__2: w

Osserviamo ora che, poiché f(X) & monico, il coefficiente direttore di g(X) pud essere
soltanto uguale a =1 . Ma poiché, quando Az = 0, Ay = g(a;) - g(ap) non pud assumere

questi valori, g(X) deve essere di secondo grado con coefficiente direttore Az ==l . Dunque,
1 s0li valori da prendere in considerazione per la terma (glag) , g(ay) . glaz)) sono:
+1,1,-1), =(1,-1,-1),x(3,1,-3), 2(3,-1,-3) , #(1,-1, 3) , #(3, -1, 1},
che foriscono, per la tema (Ag, A1, Az) . rispettivamente i valori
+(1,0,1),=(1,-2,-1) ,+3,-2,1), %3, 4,-1),+(1,-2,1), (3,4, 1),
a cui corrispondono i polinomi di Z[X] con coefficiente direttore positivo:
I+ X +X2; 1 +3X+X2;1-X+X2:1+5X+2 ;-1 -X+X2;-1-3X+X2.
Si verifica subito che risulta:
(X)) =(1+X+X)(1-X+X2).

Il metodo di fattorizzazione appena illustrato si pud anche applicare per determinare i
fattori irriducibili di un polinomio a coefficienti in un dominio a fattorizzazione unica con un
numero finito di elementi invertibili.

Infatti, siano A un tale dominio e K il suo campo dei quozienti. Analogamente al
casoincui A=7,se (X), g(X) e A[X] e giX) divide f(X) in A[X], allora, per ogni a

€ A, g(a) divide f(a) in A . Poiché ogni elemento di A ha un numero finito di associati, i
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divisori di f(a) sono in numero finito. Allora, fissati s+1 interi ag, ..., as,.le (s+1)-ple di
interi (bg, ..., by, con b; che divide f(a;) , sono in numero finito e, per ognuna di esse, le
formule di interpolazione forniscono un unico polinomio k(X) e K[X] tale che k(aj) = bj .
Dunque i divisori g(X) di f(X) di grado al pili uguale ad s sono tra i polinomi a
coefficienti in A ottenuti in questo modo e si possono determinare in un numero finito di

passi.

Esempi.

5. Se A & un dominio a fattorizzazione unica con un numero finito di elementi
invertibili, i polinomi in n indeterminate a coefficienti in A si possono fattorizzare con un
numero finito di passi usando il metodo di Kronecker.

Infatti, come abbiamo appena visto, tale metodo si pud applicare al caso di una
indeterminata. Inoltre, procedendo per induzione su n , sia A == A[Xy, ..., Xp] . Se f(X)
= A[Xy, ..., X, . risulta

X)) = go(Xps s X 1) + 21X, ooy Xnat) X+ oo+ 20X ooy Kipep) Xo™
dove gi(Xq,....Xp1)E A} .0=1i=m. Poiché¢ A; & ancora un dominio a fattorizzazione
umica ed 1 suoi elementi invertibili sono quelli di A (cf. Esercizio 3.4), allora £f(X) si puo
ancora fattorizzare con un numero finito di passi usando il metodo di Kronecker.

In pratica, seriviamo £(X) = £1(X, ..., X 0OF(Xq) o dove (X, . Xpq) = off) =
MCD(go(X1, oo Xpetds ooos 20X, . X)) € Ay e FH(X5) € Aq[Xn] € un polinomio
primitivo. Allora £*(X) non ha fattori irriducibili di grado zero in X, ed inoltre i suoi fattori
possono essere determinati con un numero finito di passi. Possiamo poi ripetere il
procedimento per fattorizzare (X, ..., Xn1) n A . Precisamente, poniamo  Ag = A[X),
oy Xn2] e, considerando (X5, ..., X)) come un polinomio nell’indeterminata Xp; a
coefficienti in Ao, scriviamo  £1(X,, ..., Xn) = B2(X, .. Xpaoh ¥ (X, ... X5q) - dove
fa(Xq, ..., Xp2) =clf)) € Az e f1%(X,, ..., Xn1) € Az[Xq.1] € primitivo, cioé non ha fattor
di grado zero in  X;,.; . Procediamo poi come prima per fattorizzare f;%(X;, ..., Xn1) €
f2(X1, ..., Xp2) . Dopo un numero finito di passi, otteniamo una fattorizzazione completa di
[(X) in fattori irriducibili.

Tale metodo si pud applicare anche per fattorizzare un polinomio in n  indeterminate a
coefficienti in Q , ricordando che ogni tale polinomio si pud scrivere, come nel caso n= 1,

come una costante per un polinomio primitivo a coefficienti in Z .

ESERCIZI
1. Mostrare, usando il metodo di Kronecker, che il polinomio X% + X + 1 &
irriducibile su Q.
2. Usando il metodo di Kronecker, fattorizzare in polinomi irriducibili su Q i polinomi
KIp X442+ X +2 ; 3X4+5%2-1.

3. Usando il metodo di Kronecker, fattorizzare in polinomi irriducibili il polinomio
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X+ Y3+ -XUY+Z) - YHEAZ) - ZHX+Y) + 2XYZ e Z[X, Y, Z].

10. Polinomi simmetrici e funzioni simmetriche. Il discriminante di
un polinomio.

Sia A undominioe K il suo campo dei quozienti. Per n = 1, poniamo al solito X =
(Xq,.... X e A[X] = A[X,. .... Xp] . Il campo dei quozienti di A[X] ¢ il campo K(X)

delle funzioni razionali a coefficienti in K.
Per ogni o 8, . consideriamo l'applicazione @y : K(X) — K(X) definita da

Olf(Xy, . X)) = f(Xa013 .00 Xaimy) - S venifica facilmente che @g € un automorfismo
K(X) echel'insieme Z:={(pg; 0 8y} &un sottogruppo di Aut(K(X)) isomorfoa Sy .
La funzione razionale (X, ..., X;) € K(X) si dice una funzione simmetrica se
Oaf(X1, ..., Xp)) = (X, ..., Xn) , per ogni o€ 8y, ovvero se essa rimane invariala per una
qualsiasi permutazione delle indeterminate X, ..., X, . Il sottoinsieme di A[X] costituito dai
polinomi simmetrici & un sottoancllo di A[X] ed & detto lanello dei polinomi simmetrici su
A . Non & difficile infatti verificare che somme, differenze e prodotti di polinomi simmetrici
sono ancora polinomi simmetrici. Il campo dei quozienti dell’anello dei polinomi simmetrici

su A &1l sottocampo di K(X) costituito dalle funzioni simmetriche.

Esempi.

1. Ogni polinomio di A[X] ¢ simumnetrico; infatti ['unica permutazione sull'insieme {X}
¢ l'identita.

2.1l polinomio X+ Y - X3Y? & simmetrico, mentre il polinomio X+ XY nonloé.

3. I polinomi di A[X] del tipo p(X) = Xk + Xk + .. + Xk, k=1, sono
simmetrici. Essi vengono chiamati polinomi df Newlon,

4.1l polinomio D(X) := [ [1<i<j«n(X;-Xj)? € un polinomio simmetrico in Xy, ..., X .
Per convincersene, basta osservare che, permutando le indeterminate, al pitt cambia il segno di
qualche fattore (Xi-Xj) .

Di particolare interesse sono 1 seguenti polinomi simmetrici in - X, ..., X, , detti

polinomi simmetrici elementari (0 funzioni simmetriche elementari):
s1:= 81(X) = Ziey,.. 0% ¢

89 1= SE(X} = Elﬂlléiginxhxh :

sr 1= 5 (XD 1= Eigi e i 0t By oo iy 3

3n = -‘Jn(—X} — X.]-.--X.n .
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I polinomi simmetrici elementari in X, ..., X1 si ottengono da sy, ..., sy ponendo
X, =0. Infatti, se indichiamo con 8, ..., 8'5.1 1 polinomi simmetrici elementari in X, ...,
Xp-1 , notiamo che valgono le relazioni ricorsive:

$s1=81+Xq :

$n-1= §'n-1 + Xns'n2

A

sn = XnS'n-1 -

Esempi.
5. Se n =1, l'unico polinomio simmetrico elementare & il polinomio s) 1= X .
Se n=2,1 polinomi simmetrici elementari in X, X3 sono:
g1 =X +X2 & s =Xy
Se n=3,1 polinomi simmetrici elementari in X, X5, X5 sono:
81 = X +2X0+X5, 8= XMoo HX X+ X0 Xs, 53 = XXX .

L'importanza dei polinomi simmetrici elementari risiede nel fatto che, come
dimostreremo tra poco, ogni polinomio simmetrico di - A[X] si pud esprimere come un
polinomio in s, ..., s, edinoltre s, ..., 8y sono algebricamente indipendenti su A, ciog
f(s1, ..., sp) # 0 per ogni polinomio non nullo (X, ..., Xy € A[X] . In questo modo,
I'anello dei polinomi simmetrici su A risulla essere isomorfo all'anello dei polinomi A[X] .
Infatti I"applicazione A[X,, ..., Xp] —> A[sy, ..., 85] definita da (X, ..., Xp) —> (51, ...,
3,) & un omomaorfismo di anclli suriettivo, il cui nucleo & costituito dai polinomi (X, ...,
Xp) tali che (s, ...,5,)=0. Percio sy, ..., s, sono algebricamente indipendentisu A see
soltanto se questa applicazione ha nucleo zero, ovvero & un isomorfismo.

Motiamo perd che, se n = 2, l'anello dei polinomi simmetrici  Alsy, ..., s,] &

propriamente contenuto in A[X], perché in questo caso esistono polinomi non simmetrici.

Proposizione 10.1. I polinomi simmetrici elementari in n  indeterminate su A sono
algebricamente indipendenti su A .

Dimostrazione. Procediamo per induzione sul numero n delle indeterminate.

Se n =1, allora I'unico polinomio simmetrico elementare € il polinomio s) =X, ¢
non ¢'¢ niente da dimostrare. Supponiamo che l'asserzione sia vera per n-1 indeterminate e
mostriamola vera per n indetenminate.

Se sy, ..., 8, fossero algebricamente dipendenti su A | esisterebbe un polinomio non
nulle f(Y) =f(Y;..... Yo) a coefficienti in A tale che f(s;. ..., 85) = 0. Supponiamo che
f('Y) abbia grado minimo possibile e scriviamolo come un polinomio in Y, :

f(Y) =fo(¥y, ... Yo ) + £l (Y, oo, Y 0¥+ oo 4 £(Yy, oo Y YT
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1l polinomio fy(Yy, ..., Yn1) &non nullo, altrimenti f(Y) sarebbe divisibile per Yy e
81, -... Sy annullerebbero il polinomio f(Y)¥Y, che ha grado minore di quello di f(Y) .

Poiché

£(81, ..., Sn) = fal51s «-vs 80-1) + 1081 «ovn Spe)Sn + oo + fn(81, ooy Sp-1)50™ =0,
e X, divide s, ,allora, ponendo X, =0, otteniamo
(81, ... 5p) = Fols1, .- Sp-1) =0 .
Indicando con &'y, ..., 8'p.) 1 polinomi simmetrici elementari in X, ..., X1 e usando le
formule ricorsive, abbiamo
fo(s1, ---» 8p-1) =fol(s'ts ..o, 8'n1) + Xph(s'y, ..., 8'h1) =0,

da cui, ancora per X, =0, otteniamo fy(s'y, ..., $'n-1) = 0, contro I'ipotesi induttiva.

Facciamo ora vedere che ogni polinomio simumetrico si pud esprimere come un
polinomio nei polinomi simmetrici elementari. Osserviamo intanto che un polinomio
Q(S1, ...y 8y) 1D 81, ..., Sy su A & senz'altro un polinomio simmetrico in Xy, ..., X, , perché
lo sono sy, ..., 8, €1 polinomi simmetrici su A formano un sottoanello di A[X] . Dunque
Alsy, ..., 8y] & contenuto nell'anello dei polinomi simmetrici.

Poiché s; & omogeneo di grado i in Xj, ..., Xp .se cs;ki ..skn ,c#0,&un
termine di  @(sq, ..., 85) , il suo grado totale in X, ..., X, & k=k; + 2kz +... + nk; .
L'intero k si chiama il peso del termine csiKt ... spkn e il peso del polinomio ©(sy, ..., 5p)
si definisce come il massimo peso dei suoi termini. E' evidente che il grado in X, ..., X del
polinomio (s, ..., 8;) non & superiore al suo peso.

Teorema 10.2 (Teorema Fondamentale sulle Funzioni Simmetriche). Ogni
polinomio simmetrico [(X) € A[Xy, ..., Xy] di grado k si pud esprimere in modo unico
come un polinomio di peso k neil polinomi simmetrici elementari sy, ..., 8, a coefficienti
mA.

Dimostrazione. Procediamo per doppia induzione sul numero n delle indeterminate e
sul grado k del polinomio.

Se n =1, allora l'unico polinomio simmetrico elementare & il polinomio 57 =X; e
non c'& mente da dimostrare. Supponiamo che il teorema sia vero per tutti i polinomi in n-1
indeterminate. Per dimostrare che esso & vero per n indeterminate, procediamo per induzione
sul grado di fiX). Se questo grado & zero, il teorema & vero banalmente. Supponiamo allora
che esso sia vero se il grado di f(X) &al pitt k-1 e dimostriamolo vero se il gradoe k.

Sia f(X) e A[Xy, ..., X,] di grado k. Possiamo scrivers:

f(X) = fo(Xq, ..., Xp-1) + TilXq, 0 X)X + o+ In(X, s X)X ™,
dove i polinomi fj(Xy, ..., X;-1) hanno grado al pit ugualea k,per i=0,... . m.

Se f(X) & simmetrico, anche i polinomi fi(X;, ..., Xp-1) sono simmetrici. Percid,
indicando con s';, ..., 8'y-; 1 polinomi simmetrici elementari in Xy, ..., Xp.1 , per lipotesi
induttiva, si ha che ogni (X, ..., Xj-1) si pud esprimere come un polinomio (s, ...,
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s'n.1) di peso (in 8', ..., 8'h1 ) uguale al suo grado, che & al pill uguale a k . Percid
otteniamo che
f(X) = @ols'ts s 80-1) F Q1" oo S0 Xn + oo+ P81 -0 Sh ) K™,
dove i polinomi ¢;(s';, ..., 8'y.1) hanno peso al pin uguale a k.
Usando le relazioni ricorsive
sy =51 -Xn, sj=sj-XpsY1 per j=2,...,0-1,
possiamo esprimere @;(s'y, ..., 8'p.1) come un polinomio in sy, ..., sy , Xp . Notiamo che in
guesto modo risulta:
PolS'1s -+ S'n1) = Pg(S1s -+ Sn1) + XnW(S1, -, St » Xn)
e dunque
f(X) = @o(s1, -.os Sp1) F W51, s Sn)Xn + oo+ W81, s Spe) X"
Consideriamo ora il polinomio simmetrico
£1(X) := f(X) - @ols1, ...y $p1) -
Poiché @p(sy, ..., 5n.1) ha peso al pilluguale a k (in sj, ..., Sp-1. 8p) - €550 ha grado al pin
uguale a k. Dunque f;(X) ha grado al piti uguale a k . Inoltre, [1(X) & divisoda X, ¢
percid, essendo simmetrico, esso & diviso da ogni indeterminata X . Ne segue che
F(X) = (X;... Xp)a(X) = spg(X)

dove g(X) & un polinomio simmetrico di grado al pil uguale a k-n < k . Per l'ipotesi
induttiva, allora g(X) si pud esprimere come un polinomio di peso k-n  nei polinomi
simmetrici elementari sy, ..., sp e dungue anche [(X) = pg(s1, ..., 5p-1) + spg(X) si pud
esprimere come un polinomic nei polinomi simmetrici elementari sy, ..., sp . Questo
polinomio ha peso al piti uguale a k|, perché sia @p(s1, ..., sp-1) che spg(X) hanno peso al
pitluguale a k ; ma allora esso ha peso esattamente uguale a k | alirimenti f(X) avrebbe
grado minore di k.

Per finire, l'espressione di f(X) come un polinomio nei polinomi simmetrici elementari
& unica perche sp, ..., sy sono algebricamente indipendenti su A ¢ allora, se (s, ..., 5p) =

WY(s1, ..., 8n) , il polinomio differenza @(Y) - w(Y) deve essere il polinomio nullo.

Corollario 10.3. S¢ F & un campo, il campo delle funzioni simmetriche su F & F(s,
..y 8py) ed & isomorfo al campo delle funzioni razionali F(X,, ..., Xp) .

Dimostrazione. Il campo delle funzioni simmetriche su F ¢ il sottocampo di  F(X;,
e Xp) formato dalle funzioni razionali f(X)/e(X) dove f(X) e g(X) sono polinomi
simmetrici su F ¢ g(X) # 0. Per il teorema precedente, f(X)/g(X) = @(sy, ..., sp)W(sy, ...,
sy) € F(sy, ..., 8p) . Infine, poiché sy, ..., sy sono algebricamente indipendenti su F, 1 campi

FiX;, .... Xy e F(sq, ..., 8 sono isomorti.
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Esempi.

6. La dimostrazione del Teorema 10.2 & costruttiva e fornisce un metodo per
esprimere effettivamente un polinomio simmetrico in funzione dei polinomi simmetrici
elementari. Ad esempio, consideriamo il polinomio

(X, Xa, X3) 1= X 2% + X2X3 + X22X + X025 + Xa2X + X32X; € FIX].
Ponendo X3=0, otteniamo il polinomio

f(Xq, X2, 0) = X2X0 + X2 X = X Xo(X + X2) =58"18"2,
dove s’ =X, + Xy e 8'3=X;X; . Passando di nuovo a tre indeterminate, consideriamo 1l
polinomio (X, Xz, X3) -s1sz.dove 51 =X+ X0+ X5 e 87 = X Xo+ X1 X5 + XoX5 .
Otteniamo
(X1, Xz, X3} - s182 = - 3X, X X3 = -3s3,
Percid
(X, Xa, X3) = 8182383
7. Le relazioni tra i polinomi di Newton e i polinomi simmetrici elementan su F sono
date dalle cosidette formule di Newton:
51=P1s
283=-pa+ P15y ;
3s3=1p3- pzs1+ pisz ;
nsp = (-1)™pn - Pn-151 + .-~ + P1Sp-1) -
e, per k>n,
Pk - Pk-151 + Pk252 = ... + (-1)"Pk-n$n=0.

Queste relazioni ci permettono di ricavare i polinomi di Newton in funzione dei
polinomi simmetrici elementari e viceversa. In particolare, otteniamo che F(sy, ..., sn) =
F(py, .... pn) € che anche py, ..., py sono algebricamente indipendenti su F.

Ad esempio, per k=2, si ottiene pa(X) ==X 2+ 3052+ .. + XP =512 - 285

8. Dato un campo F il determinante di Vandermonde in n indeterminate su F e il

polinomio V(Xjy, ..., Xp) € FIX|, ..., Xq] ottenuto calcolando il determinante della matrice
(1 1 1
X, X, Xn
A= s ogenr = | X7 X o X3
¥ xn- 1 -1
1 2 n

Non & difficile mostrare che risulta V(X, ..., Xg) = l_[15i':j<_:n{Xi—Xi} e dunque
D(X) := [i<icjen(Xi-X;)? = V(X)2.
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Questa osservazione ci permette di calcolare il polinomio simmetrnico D(X) in
funzione dei polinomi di Newton e quindi dei polinomi simmetrici elementari. Infatti si ha

n P Ppa

P p

D(X) = V(X)2 = |AR= |A|[A] = jata]=| Bt P2 7 P
ipn—l Pn ** Papa

Ad esempio per n=2 si ottiene:
D[Xl._ K’g} = ?..pg = 'p12 = 312 -4sgs,
In generale perd 'espressione del polinomio simmetrico D(X) in funzione dei
polinomi simmetrici elementari & piuttosto complicata. Gid per n =73, si otticne
Di(Xq, X5, X3) = 12872 - 4843 - 451383 - 27532 + 18515283 .

Introduciamo ora una indeterminata T su  A[X] e cosideriamo l'anello

AlXq, ... Xy, T1= A[X][T] . Il polinomio

g(X, T) == (T-X }T-X3).. (T-X;) € A[X][T]
si dice il polinomio generale di grado n su A . Sviluppando 1 prodotti, si ottiene

g(X, Ty= Tn-g;Tl + g5T02 - | +(-1)"sy 5
dunque i polinomi simmetrici elementari di A[X] sono (a meno del segno) i coetficienti i
questo polinomio. Precisamente, il coefficiente di Tk & C1ke e perik =ik o m TN
particolare,

g(X, T) € Als1, ..., 5pl[T] .

Dal momento che le funzioni simmetriche elementari sono algebricamente indipendenti
su A , il polinomio generale di grado n su A & un polinomio di grado n i cui coefficienti
sono indeterminate su A . Ogni polinomio monico di grado n su A si ottiene assegnando
valori specificiin A a sy, ..., 8.

Consideriamo in particolare il caso in cui F sia un campo numerico. Sia f(T) := apgI™
+ ap T + a4 2T 2 +... + age F[T] esiano o, ..., 0y le sue radici complesse (non
necessariamente tutte distinte). Allora, in C[T], rsulta f(T) = ay(T-0tp)...(T-0t) € percio il
polinomio (a,)!f(T) si ottiene dal polinomio generale g(X, T) su F sostituendo ., ...,
Oy a X, ..., Xn . Ne segue che i coefficienti di (a,)"'f(T) sono le funzioni simmetriche
elementari calcolate nelle radici o, ..., ¢y (indipendentemente dall’ordine scelto per esse).
Precisamente, valgono le relazioni

(3.1-,]'131( - ('I}n'kﬂn-k(ﬂ-le -eis O

Poiché per il Teorema 10.2 ogni funzione simmetrica & una funzione razionale in sy,
...s 8 , allora il valore di ogni funzione simmetrica calcolata nelle radici di f(T) si pud
esprimere come funzione razionale dei coefficienti di f(T) ed in particolare € un elemento del

campo F.
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Il polinomio simmetrico D(X) := ngi{jgn{xi-xj}ﬁ considerato nell'Esempio 10.4 si
dice il discriminante del polinomio generale g(X, T) di grado n . Se f(T) ¢un particolare

polinomio di grado n a coefficienti numerici , il discriminante di f{T) & il valore del
polinomio D(X) calcolato nelle radici complesse ¢y, ..., ¢y di f(T) e siindica con D(f) .
Ovvero
D(f) :=D(wiy, ..., On) = nliiir-:jinfﬂi'@jjz ;

Notiamo che tutti i polinomi associati a f(T) su F hanno le stesse radici e percio
anche lo stesso discriminante; ci possiamo dungue limitare a considerare polinomi monici.

Dalla definizione segue che il discriminante del polinomio f{T) & nullo se e soltanto
se f(T) ha radici multiple. Dunque il discriminante di un polinomio irriducibile su F & non
nullo (Proposizione 5.5). Inoltre, il discriminante del polinomio f(T) , essendo una funzione
simmetrica delle radici, & esprimibile in funzione dei coefTicienti e in particolare appartiene al
campo di definizione di f(T).

Osserviamo che tutte queste considerazioni si estendono senza difficolta al caso in cui
F sia un campo qualsiasi. Tnfatti, come visto nel Paragrafo 7, ogni polinomio a coeflicienti in
F ha tutte le sue radici in un opportuno campo contenente F .

Per semplificare il calcolo del discriminante, si pud trasformare il polinomio monico
f(T) =T + ap ;T + a,.5T0-2 4. + a5 in un altro polinomio che abbia alcuni coefficienti
nulli e stesso discriminante. Particolarmente utile, anche per il calcolo delle radici, & la
cosiddetta forma ridotra del polinomio (T), che si ottiene da f(T) con la trasformazione T
= X - ag/n (detta rrasformazione di F. Viéte). In questo modo, si ottiene un polinomio
T[X} in cui il termine di grado n-1 & zero. E' evidente che o &una radice di f(T) se e

soltanto se =0 - ap.¢/n & una radice di f(X). Percio f(T) e la sua forma ridotta f(xX)

hanno stesso discriminante.

Esempi.
0, Siapf(}i} =X2+bX +c e Q[X].Se oy, ¢z sono le radici di f(X), allora risulta
b = -s(ct1, 02) = (e +02) , € = 8p(€t), O2) = 0tz e D(f) = D(0y, ) = b? - 4c.
10. Sia f(T) :=T3 + &»T2 + a;T + ap € Q[T] . Se 0y, tip, &3 sono le radici di {(T) ,
allora risulta:
dy = -s1(0ty, O, O3) = -(00+0a+0l3)
ay = sp(0, U2, Ol3) = OO+ O3 HCip0ts
ap = -83(0ly, Oz, ©3) = -0 0RO .
Con la posizione T =X - ax/3 si ottiene la forma ridotta di [(T) :
f(X)=X3+pX+q,
dove p:=aj-a?3 e q:=ag-ajax/3 + 2a/27 .
Le radici di £(X) sono Pi:= o -a2/3,per i=1,2,3 ¢ inoltre risulta:
$1(B1. B2, B2) =0, s2(By, B2, B3) =p ., s3(P1, Po. Pa) =q..

da cui, usando I’espressione calcolata nell’Esempio 10.8, si ottiene
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D(f) = D(£) = D(B1, Pa. B3) = - 4p3 - 2742

Mostriamo ora che il discriminante di un polinomio f(X) pud essere calcolato tramite 1
valori che il polinomio derivato assume nelle radici o, ..., oy di f(X).

Proposizione 10.4. Sia f(X) € F[X] un polinomio monico di grado n e siano ¢,
..., €y le sue radici. Allora risulta
D(f) = (-DM-12 TT; g £ (003) -
Dimostrazione, Poiché f(X) = (X-0))...(X-ttq) , allora si ha
£(X) = Zgken (X-0p)- . (X0 1 )(X-0kcs1) .. (X-0) 5
da cui
(o) = (0g-0tp). . (04Ot J(OLi- Ok 1) - (C4-Clpy )

perogni i=1, ..., n . Infine
D(f) := D(cty, .., ) := [1gicjen (05-05)2 =
(-a-1/2 [T (o5-0y) = (DPOD2 I gz £(00) -

Esempi.
11. Sia f(X):=XP- 1€ Q[X].dove p# 2 & un numero primo. Se & & una radice

primitiva p-sima dell’unitd, le radici di f(X) sono & &2, ...,EP = 1 (Esempio 4.4). Poich¢
f7(X) = pXp-l, risulta
D(f) = (-1)P- D21 gy pEie-D = (-1)(p-112 pPEN
per un opportuno N = 1 . Osserviamo ora che, poiché D(f) € Q, anche
EN= (-1)P-DED(pP e Q.
Allora EN=1 ¢
D(f) = (-1)(p-Li2pp,

12. Il risultante di due polinomi. Dati due polinomi non nulli a coelficienti in un campo

(numerico) F
fiX)i=apX+ap X%+ +ag e g(X) =bpXM+ by X+ +bg .
con n >0, poniamo
R(f,g) =by" se m=0.
Altrimenti, se @), ..., ¢ € Pr, ..., Bm sono le radici di f(X) e g(X) rispettivamente,
poniamo
R(f, g) := ap™by" iz, 1g52m (04 - By) -
R(f, g) si dice il risulrante di f(X) e g(X) e si pud far vedere che esso €1l
determinante della seguente matrice quadrata di ordine n+m , detta matrice di J. Sylvester
{(cf. [Van der Waerden, Modern Algebra, Par. 82]).

59



Stefania Gabelli e Flonda Girolami

(ag a a, 00 0
0 dp ﬂ.“ﬂﬂ
[J ﬂ dur.-'l] dl‘lﬂ(} {]
] ---------------
B Ol 00aga; Ay
bi}bl bmﬂ{}
0 bgby... by 00 0
Sl . .00 byb; ... by

In particolare, R(f, g) € F . E’ evidente che R(f, g) =0 se e soltanto se f(X) e g(X)
hanno qualche radice in comune. Inoltre si verifica subito che R(f, g) = (-1)"™ R(g, f) .
Osserviamo che, poiché g(X) = bp(X-f1)...(X-Pr) , allora msulta gloy) =
bm(ci-B1)...(04-Pm) e siha
R(f, g) = ag™I T 1izn gloy) .

Se f(X) & monico, dalla Proposizione 104, otteniamo allora che il discriminante di

f(X) &,ameno del segno, il risultante di f(X) e della sua derivata £'(X) , perché
D(f) = (-1)"-D2T ey £(04) = (1MO-DER(, 1) .

Questa espressione ci fomisce un metodo per calcolare il discriminante di un
polinomio usando 1’algoritmo della divisione cuclidea. Infatti non & difficile verificare che, se
f(X) = g(X)q(X) + r(X), con (X)) =0 e deg(r(X))=d, allora

R(g, f) =a,™9R(g, 1) .
Sia ad esempio f(X) =X2+bX +c¢. Allora f'(X)=2X+b ¢
f(X) = £ (X)(X/2 + a/4) + (b - a2/4) .
Pasto T := (b-a2/4) , si ottiene
D(f) =-R([, M) = -R(f", ©) = -2IR([", 1) = 4r=2a2-4b.

ESERCIZI
1. Verificare che somme, differenze e prodotti di polinomi simmetrici sono ancora

polinomi simmetrici.
2. Verificare che la corrispondenza S, —> Aul(K(X)) definita da o—:=> @5 , per ogni

G € Sy, & un omomorfismo iniettivo di gruppi.

3. Mostrare che un polinomio omogeneo di grado k si pud esprimere come un
polinomio nei polinomi simmetrici elementari i cui termini abbiano tutti peso uguale a k.
4, Calcolare il determinante di Vandermonde in n indeterminate e verificare che risulta
VX1, ..o Xn) = [iicjen(Xi-X5) -
5. Stabilire se i seguenti polinomi in X, Y, Z sono simmelrici e, in caso affermativo,
esprimerli in funzione dei polinomi simmetrici elementari:
XY + Y22 + 727X
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(X+YHX+ZNY +2):
NN N LK - XY X2 -
XY+ Y33 + 7353 .
6.Sia f(X)=X3-X+ 1 € Q[X] e siano p, G, T ke sue radici, con p< R . Mostrare
che c+t=-pe or=-1/p.
7. Mostrare che un polinomio f(X) € F[X] ¢ irriducibile su F se e soltanto se la sua
forma ridotta & irriducibile su F (Sugg. Usare la Proposizione 6.5).

8. Siano f(X) , g(X) € FIX] due polinomi non costanti di grado uguale a n e m
rispettivamente e sia f(X) = g(X)q(X) +1(X) , con r(X) =0 e deg(r(X))=d . Mostrare che
R(f, g)=(-1mR(g, ) e R(g.f)=a"9R(g1).

9, Siano f(X), g(X) € F[X] due polinomi monici non costanti. Mostrare che
D(fg) = D(OD(g)R(f, g)? .
10. Sia f{X) uno dei seguenti polinomu:
X2+X+1, X3-X2+41, X3-2X+1, X4+X+1.
Determinare D(f) usando la matrice di Sylvester di f(X) ¢ £'(X).
11. Sia f(X) := X* + pX + q . Determinare D(f) con I'algoritmo euclideo della

divisione, come descritto nell’Esempio 10.12.

11. Formule risolutive per le quazioni di terzo e quarto grado.

Metodi generali per la risoluzione delle equazioni polinomiali di terzo grado del tipo
X34+pX=q.con p,q interi positivi, furono trovati per la prima volta attorno al 1515 da
Scipione del Ferro, che tuttavia non li rese noti. Successivamente, le formule risolutive furono
riscoperte da Niccold Fontana, detto Tartaglia, che le comunico a Gerolamo Cardano a
condizione che questi le mantenesse segrete, Tuttavia Cardano, convinto della loro
importanza, e venuto a conoscenza del fatto che esse erano gia state dimostrate da Scipione
del Ferro, le rese note pubblicandole nel suo libro Ars Magna del 1545. Inoltre Cardano
estese il metodo di Tartaglia per risolvere anche le equazioni del tipo X3=pX+g e X° + g
= pX (ricordiamo che all’epoca si operava soltanto con i numeri positivi mentre 1 numeri
negativi, benché gia noti, venivano usali principalmente con il significato di debiti).
Successivamente, Raffacle Bombelli ripubblicd queste formule con I'aggiunta di alcuni
commenti esemplificativi nel secondo capitolo del suo libro Algebra, nel 1572.

Come visto nel Paragrafo 10, non & restrittivo considerare un’equazione di terzo grado
a coefficienti numerici della forma
(X)=X3+pX+q=0
(Esempio 10.10).

Le formule risolutive di Tartaglia-Cardano si basano sull'identita algebrica

(u+v) 3 = 03 + v3 + 3uv(u+v) ,
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che rispecchia la possibilita di scomporre geometricamente un cubo in due cubi pid piccoli e
tre parallelepipedi uguali.

Ponendo X =u+v si otticne

(u+v)? + plu+v) +q = Guv+plu+v) + i+ v3 +q=0.

Osserviamo allora che certamente X = ug+vp ¢ una radice dell’equazione se sono

soddisfatte le due ugnaglianze
3ugvp+p=0 e upP+vpP+q=0.
Per determinare up € vp con queste proprieta, dobbiamo nisolvere il sistema
uv=-p/3 ; vd+vi=-q,
da cui
3= (-p3)3=-p27 ; B+V3=-q.

Queste ultime relazioni ci dicono che v? e v debbono essere radici dell’equazione di

secondo grado
HZ) =Z2+qZ-p3/27=0,

detta equazione risolvente dell’equazione cubica. Dunque possiamo porre

W = - g2 4 D27 | V= - g2l 12T,

dove Vz indica uno gualsiasi dei due numeri complessi il cui quadrato & z.
Se & & una radice terza primitiva dell’unita ¢ w e vp sono due qualsiasi numeni

complessi tali che

ug’=-q2+ \:’qf;m—Sm e voo=-—g/2 —\?14 +p127,
allora u pud assumere i valori up ,ugl ,upE? e v pud assumere i valori Vo, Vol , VoE2
(Esempi 4.4 ¢ 4.5). Infine, tenendo conto che deve risultare uv = -p/3 , otteniamo che le
radici del polinomio f(X) sono
0t =ug + Vo , Ga=ZSup+E>vp , 03 =E%up+Evp.

Se i coefficienti di {(X) sono reali, come stabilito dal Corollario 4.11, f(X) avri tutte
radici reali oppure una radice reale e due radici complesse coniugate. Questo dipende dal
seeno del discriminante

D(f) = (o - a2)* (0 - 03)X(0z - 01332 = - 4p? - 27¢2
(Esempio 10.10).

Tale discriminante € nullo se e soltanto se (X) ha radici multiple; inoltre si verifica
subito che f(X) ha una sola radice p di moliepliciti 3 (necessariamente reale), ovvero f(X)
=(X-p)3,seesolantosc p =0,ciod p=q=0.

Supponiamo quindi che p e g non siano entrambi nulli ¢ poniamo per comodita
q:=-2a ¢ p:=3b. Alloral'equazione di terzo grado diventa

f(X):=X3+3bX-2a=0,
la cui risolvente &
HZ):=Z%-2aZ-b3=0.
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11 discriminante di «(Z) & D(r) = 4(a2+b*) = - D(W27 ¢ le radici di 1(Z) sono
G:=a +-~,"a¢2—+-}‘1::]L e B=a- w'raz th
Se D(f)=D(r) =0, allorarisulta =P =a< R\ {0} e leradici di f(X) sono
p=3a+3Wp=2xa;
o=1:=C+&)Na=-Na=-p/2.
In particolare esse sono tutte reali (e due sono coincidenti).
Se D(f) <0, allora D(r) >0 e percid « e p sono numeri reali. In questo caso f(X)
ha una radice reale e due radici non reali (complesse coniugate). Infatti risulta:
p=3a+3BeR,
o 1= Wa £ + B E2 = -172[(Vaw + 3VB) + V3(3a - HB)il
1= Wo B2 + 3B E = -1/2[(Va + 3VB) - V3(3Var - 3P)i] .

Se D() >0, allora f(X) ha tre radici reali distinte. Infatti, in questo caso D) <0 e
percid © ¢ [ non sono numeti reali; dungue non sono reali neanche le loro radici cubiche.
Sc o=t efo=P, senza perdere generalith, possiamo supporre che p = og + Po sia
una radice reale di f(X). Poiché g ¢ Py hanno somma e prodotto reali (cpPo = -p/3) ,
allora essi sono numeri complessi coniugati, come radici dell’equazione di secondo grado a
coefficienti reali Y2 - pY - p/3 = 0. Poiché anche & e &% sono numeri complessi
coniugati, lo sono anche le coppie &og L E2Po e E20p . Efp. Ne segue che le radici di f(X)

p=cg+Po, o=Eop+EPo. 1=+ o
sono tutte reali.

In quest’ultimo caso tuttavia le formule di Tartaglia-Cardano forniscono
un’espressione delle radici di f(X) che non & sempre possibile ridurre a forma reale, Per
questo motivo, il caso in cui D(f) > 0 vennc denominato casus irriducibilis. Tale caso,
appena accennato nel libro di Cardano, fu discusso a fondo da Bombelli. Dalla necessita di
considerare radici quadrate di numeri negativi per risolvere un’equazione di questo tipo ebbe

origine il calcolo con 1 numeri complessi.

Esempi.
1. Nel suo libro Algebra, Bombelli, usando le formule di Tartaglia-Cardano, risolve

I'equazione X3 = 15X + 4 trovando la soluzione

32 +C121 +32 -21.
Egli tuttavia osserva che I’equazione data non & “impossibile”, avendo come soluzione
4 . Notiamo che questa equazione ha tre radici reali, precisamente 4 , 243 ; 243 , ma
Bombelli prende in considerazione soltanto la radice razionale perché all’epoca il calcolo
algebrico simbolico non era ancora sufficientemente sviluppato ed i radicali venivano all*atto
pratico approssimati con frazioni (nello stesso libro di Bombelli ad esempio viene illustrato
un metodo per approssimare i radicali quadratici con frazioni continue).
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Tentando di dare significato all’espressione radicale trovata, Bombelli, usando

ingegnosamente i metodi algebrici conosciuti a quel tempo, trova che
M2 +4C121 = 2 +4F1 e Y2 L1021 =2 - o1,

da cui ricava

32 +~+121 +32 121 = @+41)+@-A1) = 4.

Laquantita +~1 permetteva dunque di arrivare alla corretta soluzione dell’equazione,
ma non era necessario attribuirle un significato proprio, perché essa non compariva pit nel
risultato finale; bisognd aspettare pill di un secolo perché i numen complessi fossero
pienamente accettati dalla comunita matematica.

L’espressione numero inmmaginario fu usato per la prima volta da R. Descartes nel
suo Discorso sul Metodo (1637), mentre il termine numero complesso sembra sia dovuto a
F. Gauss, che per primo defini rigorosamente i numeri complessi e ne studio le proprieta.

2. Sia fiX) = (X-DFE2)X+3) = X3 -TX + 6 . Le formule di Tartaglia-Cardano

formiscono la soluzione
—— [ e
alll(_5+ ;ff'g} +3|£(_5_ II 400
\2 429 V2 Y 27

)

che deve evidentemente essere ugualea 1, 2, oppure -3 .

3. Formule di Viéte. Nel casus irriducibilis un’equazione di terzo grado si pud
risolvere anche usando metodi trigonometrici. Le formule di F. Viéte, pubblicale postume nel
1615, sono basate sulle formule trigonometriche per la triplicazione dell’angolo:

cos(A) = 4 cos?(A/3) - 3 cos(A/3)
(Esercizio 11.1).
Se r & un arbitrario numero reale positivo, moltiplicando per 212 ¢ ponendo
A=2rcos(AM3) e B:=2rcos(A),
tali formule diventano:
AF3R2A-PB =0,
dacui A & radice dell’equazione di terzo grado X3 - 32X - 2B =0, dove |B|<2r.

Notiamo ora che, se il polinomio f(X) ;= X* + pX + g (con g # 0, per evitare casi
banali) ha discriminante positivo, allora p deve essere negativo. Infatti, se D(f) = - 4p3 -
27q% > 0, allora deve essere -p3 > 27/4 g2 > 0 . Esiste pertanto un numero positivo r tale che
==t

A questo punto, se |g| £ 2r? , possiamo anche porre ¢ = -r2B = -2r3 cos(A) . In
questo modo, come visto sopra, una radice di f(X) ¢ A :=2rcos(A/3).

Le relazioni

-

| P -
= [—— & cos(A)= -
I = (A)

[

ci permettono di determinare I’angolo A e dunque le radici di £(X) , che sono:

ki
5
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,‘}r:BT—Pcos{M] ; 0= WII_T@ cos(M3+2m/3): 1= 1“"_—:—P cos(A/3 + 4w/3) .
Ad esempio, se f(X):=X3-3X +1, otteniamo cos(A)=-1/2 ,dacui A=21/3 + Zkn
oppure A =4m/3 + 2kmn . Le radici di f(X) sono percio:
p:=2c0s(2/N =E+E8, o :=2cos(8n9)=E4+E3, 1:=2cos(4m9)=E2+E7,
dove & & una radice primitiva nona dell unita,

p=A=

Fu Ludovico Ferrari, un discepolo di Cardano, a dimostrare per primo che I'equazione
generale di quarto grado pud essere risolta per mezzo di radici quadrate e cubiche; le sue
formule risolutive furono pubblicate per la prima volta da Cardano nell’Ars Magna.

L’idea di Ferrari & stata quella di usare la formula del quadrato del trinomio, che eghi
dimostrava geometricamenic,

(u+v+zP2=(u+v)P+2uz+2vz+ 22

Consideriamo I'equazione di quarto grado a coefficienti reali, che al solito possiamo

supporre in forma ridotta
f(X):=X*+aX2+bX +c=0.

Introducendo una indeterminata ansiliaria t su R, abbiamo
2

T(X}=(x2+-“£+t}2+b}(+c-{%+ztx2+m+12}.

Quindi I’equazione f(X)=0 siriduce a
; 2
(X2 + % +1)2=2%2- hX+{aT +al+12-¢).
Dando un opportuno valore a t, si pud ora fare in modo che il secondo membro di
questa uguaglianza sia anche ¢sso un quadrato. Per determinare tale valore, basta imporre che

sia nullo 1l discriminante del polinomio
=

g(X) :=2tX2 - bX + {% +2at+t2-¢),

ovvero che sia
2

D(gy) = b2 - 4(21)( “I +2at 4+ 2-¢) = (883 - 8ar2 + (2a2 - 8c)t - b2) =0 .
L’equazione cubica ausiliaria
8Y3-8aY2+(2a2-8¢)Y-b2=0
puo essere risolta ponendola in forma ridotta ed usando le formule di Tartaglia-Cardano. Se
to € una sua soluzione, il polinomio g(X) ha I'unica radice doppia ;— e percid
to

£g(X) = 21o(X - ——)2.
at,

Per t =1y, otteniamo allora I'equazione

: b
X2+ = +tg)2=2to(X - —)2,
(X2 + = +10)?= 2ol %}

che si riduce alle due equazioni quadratiche
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a o b
X2+ Z+tp=x 42t (X-—).
2 " V2o ( 4ty
Risolvendole, otteniamo in questo modo le quattro radici di 1(X) .

Esempi.
4, Per illustrare il metodo di Ferrari, Cardano risolve nell’Ars Magna I'equazione
X4+ 6X2 436 = 60X .
Aggiungendo 6X2 a entrambi i membri, egli ottiene prima
(32 + 6)? = 6X2 + 60X .
Poi, usando I'identita
(X2+6+1)2=(X2+6)? + X2 + 12t + 12,
oltiene
(X2 + 6+ 1)2= (6X2 + 60X ) + (2tX2 + 12t + t2) = (2t + 6)X?+ 60X + (12t + t2) .
A questo punto, per ridurre il secondo membro ad un quadrato, egli impone
(2t + 6)(12t + 12) = 302,
equivalentemente
3 + 15t + 361 =450,

che & possibile risolvere usando le formule di Tartaglia-Cardano.

Ilustriamo ora un altro metodo per risolvere 1'equazione di quarto grado, dovuto a R.
Descartes.

Imponiamo che I'equazione di quarto grado in forma ridotta

fiX)=X*++aX?+bX+c=0
sia il prodotio di due equazioni di secondo grado. Poiché il coefficiente di X3 & nullo,
otleniamo
)=+ kX + D2 -kX +m),

dove k, 1. m sono indeterminati.

Uguagliando i coefficienti, si ha

l+m-ki=a
kim-1)=b
Im=c¢
Dalle prime due equazioni, ricaviamo
2m=k?+a+b/k
21=kZ+a-blk
e sostituendo nella terza
k6 + 2akt + (a2 - 4c)k2-b2 =0,
da cui, ponendo Z=k?
(7)) =73 +2aZ2 + (a2 - 4c)Z -2 =0.
Il polinomio r(Z) si dice la risolvente cubica di £(X) .
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Le soluzioni di r(Z) forniscono i possibili valori di k? ; una volta noti questi valon &
possibile determinare anche | e m . Le radici di f(X) a questo punto si ottengono
risolvendo le due equazioni di secondo grado

X2+kX +1=0 e X2-kX+m=0.

Esempi.
4. Sia f(X) =X*-2X?+8X -3 . Lansolvente cubica di f(X) &
H(Z) =73 - 422 +16Z - 64 = (Z - 4)(Z*+16) ,
da cui si ottiene ad esempio Z=k?=4 e k==2. Ne segue che
l+m=2¢e £2(m-1)=8;
percio
k=2,1=-1. m=3 oppure k=-2,1=3, m=-1.
Infine
fX)=(X2+2X-1)(X2-2X +3).

Notiamo che i tre valori possibili di k> sono determinati dai possibili modi di
scomporre il polinomio di quarto grado f(X) nel prodotto di due polinomi di secondo
grado. Infatti, siano @, Oz, 03, 0y le radici di f(X) , allora due di esse saranno radici del
polinomio X2 + kX + | e le altre due saranno radici del polinomio X2 - kX + m .
Supponiamo ad esempio che sia

X2+kX+1=(X-a)X-0) e X2-kKX+m=(X-o:)X-ay).

In questo caso, si ha

-(CE] + Cﬂg} =k ¢ -{II3 + Clﬂq,) =-k s
da cui
(00 + Ca)(os + og) = k2.
Dunque una radice della risolvente cubica n(Z) &
u = (o + )0 + o) = (0 + o).
Osserviamo che lo stesso valore si ottiene supponendo che
X+kX+1=(X-0)X-0y) ¢ X2-kKX+m=(X-ayX-a).
In modo analogo si vede che le altre due radici di r(Z) sono
v 1= -(00 + o)(on + 04) = (0 + 03)?,
w o= (0] + G0 + o) = (0 + og)?.
Dunque
f(Z)=(Z-u)Z - v(Z - w) .
Dalle relazioni
u= (0 + o),
v = (o + o),
w = (o + 04)?,
Cf.|+ﬂ,g+(13+ﬂ4=ﬂ
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rnicaviamo
(o + ) = Yu = (03 + ),
(o1 + 03) = Vv = (02 + ),
(0 + o) = Vw = -(0tp + @3) ,

dove con Vz si indica uno qualsiasi dei due numeri complessi il cui quadrato & z . ed infine
possiamo esprimere le radici di f(X) in funzione di quelle di r(Z):

oy = 172(Vu + Vv - (@2 + a3)) = 12(Vu + Vv + Vw) |

Oa= 1!2{‘\"u -Vw - (0 + 013)) = lfz[\"u - v -Vw),

o= 1208 - Yu - (o4 + o)) = 1720 - Yu + 3y - Yw) ,

og= 1200w - Vu - (o + 03)) = 1720 - Yu - Vv +Yw) .

L’impossibilita di trovare formule radicali per la risoluzione dell’equazione generale di
quinto grado su Q ¢ stata dimostrata da P. Ruffini e indipendentemente da N. Abel nei
primi anmi del 1800. Il problema di determinare quali particolari equazioni a coefficienti
razionali di grado superiore a quattro siano risolubili per radicali & stato risolto da E. Galois
nel 1831, Una delle conseguenze della sua teoria & che, perogni n = 5 | esiste un polinomio
di grado n a coefficienti razionali le cui radici non si posono esprime come funzioni radicali
dei coefficienti.

ESERCIZI
1. Dimostrare le formule trigonometriche per la triplicazione dell’angolo
cos(3a) = deos3(or) - 3 cos(a)
(Sugg, Usare le formule di De Moivre per la potenza di un numero complesso

espresso in [orma trigonometrica).
2. Sia f(X) := X3 + pX + q esiano p. ¢, T le radici di f(X) . Usando le formule di

Tanaglia-Cardano, mostrare direttamente che D(f) = (p-0)%(p-1)3(o-1)* = -(4p3+27q3) .
(Sugg. Usare il fatto che, se £ & una radice primitiva terza dell’umita, allora &(1- 22)(1-&F =
3iV3).

3. Mostrare direttamente che, se f(X) & un polinomio di terzo grado su Q con una
sola radice reale, allora D(f) < 0.

4. Calcolare il discriminante dei seguenti polinomi di terzo gradosu Q:

X-2; X3+27X-4; X3-21X+17; X3+X2-2X-1; X3+X2-2X+1.

5.8 fiX) =X+ aX + 2 e Q[X]. Mostrarc che f(X) ha 3 radici reali se e
soltantosec a<-3 .

6. Sia p un numero primo e sia f(X) ;= X3 - 2pX + p . Mostrare che f(X) &
itriducibile su Q ed ha tre radici reali. Determinare inoltre le sue radici usando le formule di
Tartaglia-Cardano.

7. Determinare le radici razionali dei seguenti polinomi su Q wusando le formule di
Tartaglia-Cardano:
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X3+9X-10; X3+6X-20; X3+6X-7.
8. Risolvere la seguente equazione di quarto grado su Q usando le formule di L.
Ferrari:
X4 +2X2-2X-1=0.
9. Verificare che un polinomio di quarto grado su un campo F in forma ridotta e la

sua risolvente cubica hanno lo stesso discriminante.
10. Calcolare il discriminante dei polinomi X* +aX?+c¢, X4+bX+ce F[X].

11. 5ia f(X) € R[X] un polinomio di quarto grado su un campo F . Mostrare che
(a) se D(f) >0, allora le radici di f(X) sono tutte reali o tutte non reali;

(b) se D(f) <0, allora le radici di f(X) sono due reali e due non reali.
12. 5ia f(X) € R[X] un polinomio di quarto grado e sia r(Z) la sua risolvente cubica.

Mostrare che f(X) ha esattamente due radici non reali se ¢ soltanto se ©(Z) ha la stessa

proprieti.
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