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Questi sono gli appunti delle lezioni del corso di Teoria degli Ideali da
me tenuto nell’anno accademico 2011-2012. In essi vengono illustrate le
prime proprieta degli anelli di valutazione e vengono introdotte alcune classi
di domini definibili come intersezione di anelli di valutazioni: domini di
Dedekind, di Krull, di Priifer.

Si presuppone la conoscenza dei concetti di base dell’algebra commu-
tativa: anelli di frazioni, dipendendenza integrale, prime proprieta degli
anelli noetheriani. Per approfondimenti e integrazioni si rinvia ai testi di
riferimento.

In tutto il corso A sara un anello commutativo unitario. Spec(A) deno-
tera l'insieme degli ideali primi di A e Max(A) l'insieme degli ideali mas-
simali. Con U(A) indicheremo il gruppo degli elementi invertibili (o delle
unita) di A.

Se A & un dominio (cioe non ha zerodivisori), denoteremo con K il suo
campo dei quozienti. Un sopra-anello di un dominio A € un dominio B tale
che AC BCK. B evidente che tutti i sopra-anelli di A hanno lo stesso
campo dei quozienti K.

Per evitare casi banali, salvo menzione esplicita, supporremo tacitamente
che tutti gli anelli considerati non siano campi.



1 Anelli Locali

Diremo che A & un anello locale se ha un unico ideale massimale M. In
questo caso, il campo quoziente k(A) := A/M si chiama il campo residuo
di A. Per indicare che A ¢ locale con ideale massimale M si usa anche la
notazione A := (A, M) e, se si vuole prendere in considerazione il campo
residuo k := k(A), si scrive A := (A, M, k).

Se A ha un numero finito di ideali massimali, si dice che A & semilocale.

Proposizione 1.1 Le segquenti proprieta sono equivalenti:
(i) A ¢é un anello locale;
(ii)) A\U(A) é un ideale;
(i) A\U(A) ¢ un ideale massimale.

Dimostrazione. (i) = (iii) Se A := (A, M), risulta U(A) = A\ M e
MNU(A) =0. Dacui M = A\U(A).

(iif) = (ii) & ovvio.

(ii) = (i) Sia I = A\ U(A). Allora, per ogni = ¢ I risulta (I,z) = A.

Per cui I := M & un ideale massimale. Se poi N # M fosse un altro
ideale massimale, sarebbe N ¢ M, da cui N NU(A) # 0 e N = A, una
contraddizione. O

L’intersezione di tutti gli ideali massimali di A si chiama il radicale di
Jacobson di A e sard indicato con Jac(A). Evidentemente A ¢ locale se e
soltanto se Jac(A) € un ideale massimale.

Proposizione 1.2 (1) z € Jac(A) & 1 —xy € U(A), per ogni y € A.

(2) Sia M un ideale massimale di A. Allora M é l'unico ideale massimale
di A se e soltanto se 1 +x € U(A), per ogni x € M.

Dimostrazione. (1) Sia z € Jac(A), y € A. Se 1 —xy ¢ U(A), esiste un
ideale massimale M con 1 —zy € M. Siccome 1 ¢ M, allora zy ¢ M, ovvero
x ¢ M. Ma x € Jac(A) C M, contraddizione.

Viceversa, sia x ¢ Jac(A). Allora x ¢ M per qualche ideale massimale
Me(M,z)=A. Dunque l =zy+m (y € A,me M) el—xy e M. Percio
1—azy ¢ U(A).

(2) Sia A = (A,M) e x € M = Jac(A). Allora per il punto (1),
prendendo y = —1 si ha 1 + 2z € U(A).

Viceversa, sia 1 + x € U(A), per ogni x € M. Per y ¢ M, si ha
(M,y) =A,dacuil =ay+m (a€ A, me M)eay =1+m € U(A).
Allora y € U(A) e U(A) = A\ M. Percio A= (A, M). O



Proposizione 1.3 Sia A := (A, M) un anello locale. Allora A contiene
isomorficamente il suo campo residuo k(A) := % se e soltanto se esiste un
campo F isomorfo a k(A) tale che A= F + M (cioé, ogni elemento di A si

scrive come somma di un elemento di F' e un elemento di M ).
Dimostrazione. Consideriamo la successione esatta corta

A
0— M — A— k(A) ::M—m.
Se esiste un isomorfismo « : k(A) — F C A, allora la composizione ma
(dove m: A — k(A) ¢ la proiezione canonica) ¢ I'identita su k(A); dunque
la successione si spezza e A= F & M.

Viceversa, se A = F + M, poiché FNM = (0),siha A=F®M e
k(A) := £ & isomorfo a F. O
Esempio 1.4 (1) Ogni campo ¢ un anello locale, il cui ideale massimale ¢
'ideale nullo (0).

(2) L’anello A := F[[X]] := {}_;5¢ a; X'} delle serie formali nell’indeter-
minata X sul campo F' ¢ un anello locale con ideale massimale M := X A.
Infatti una serie f(X) 1= > ;5 a; X" & invertibile se e soltanto se ag # 0 e
dunque U(A) = A\ XA. Notiamo che A = F' + XF[[X]] e che il campo
residuo k(A) ¢ isomorfo ad F.

(3) Se A ¢ un anello e P € Spec(A), I'anello delle frazioni Ap := {%;a €
A,s € A\ P} ¢ un anello locale con ideale massimale Pp = {¥;p € P,t €
A\ P}. Infatti ¢ ¢ invertibile se e soltanto se a ¢ P. L’anello Ap si chiama
la localizzazione di A in P. Se A & un dominio, I'omomorfismo canonico
A — Ap definito da a — { @ iniettivo. In questo caso, I'ideale massimale

Pp & l'ideale generato da P e viene indicato con PAp.

Se A := (A,M) e B := (B,N) sono due anelli locali, si dice che B
domina Ase AC Be M = NN A (equivalentemente M C NN A). Se B
domina A, si ha una inclusione naturale dei campi residui k(A) < k(B).

Un omomorfismo locale ¢ un omomorfismo di anelli f : (A, M) —
(B, N) tale che f(M) C N. In questa terminologia, dire che B domina A
significa dire che I'inclusione A C B € un omomorfismo locale.

Esempio 1.5 (1) Siano A C B due anelli. Se Q € Spec(B) e P := QN A,
I'omomorfismo canonico Ap — Bg, %+ %, ¢ un omomorfismo locale.

(2) Se P & @ sono due ideali primi dell’anello A, 'omomorfismo canonico
di anelli locali Ag — Ap; %+ ¢ non ¢ un omomorfismo locale. Infatti

f(Qq) = Ap € Pp.



2 Anelli di Valutazione

Gli anelli di valutazione costituiscono una particolare classe di domini.

Un dominio A con campo delle frazioni K si chiama un anello di valu-
tazione o dominio di valutazione se, per ogni x € K \ {0}, si ha che x € A
oppure z~! € A. I campi sono banalmente anelli di valutazione.

Corollario 2.1 Un dominio di valutazione A ¢ integralmente chiuso.

Dimostrazione. Sia z € K intero su A, con relazione di dipendenza
integrale " + ap 12" ' 4+ ---+a9g=0,a; € A. Sex ¢ A, allora 7! € A.
Moltiplicando la relazione per z'~™ si ottiene  + (a,_1 + - - - +apz' ™) = 0.
Poiché a,—1 + -+~ + apx’™™ € A, allora —z € A, ovvero z € A. O

Un dominio in cui ogni ideale finitamente generato e principale si chiama
un dominio di Bezout. Per induzione sui generatori, si vede subito che un
dominio ¢ di Bezout se e soltanto se ogni ideale generato da due elementi ¢
principale. Notiamo che in un dominio, se z,y # 0, risulta (x,y) = (d) se
e soltanto se d & un massimo comune divisore di a e b e d = ax + by, con
a,b € A (identita di Bezout).

Segue dalla definizione che i domini di Bezout noetheriani sono i domini
a ideali principali. Vediamo ora che gli anelli di valutazione sono domini di
Bezout locali, non necessariamente noetheriani.

Proposizione 2.2 Le sequenti proprieta sono equivalenti per un dominio

A.
(i) A é un dominio di valutazione;
(ii

(iii

Gli ideali (frazionari) principali di A sono linearmente ordinati;

Gli ideali (frazionari) di A sono linearmente ordinati;

)
)
)
(iv) A é un dominio di Bezout locale.

Dimostrazione. (i) = (ii) Siano =, y € K \ {0}. Se xy~! € A, allora
rA C yA. Altrimenti 27!y € A e quindi yA C zA.

(ii) = (iii) Siano I e J due ideali (frazionari) di A. Se x € J \ I, per
ogni y € I si ha (y) C (x). Quindi I C (x) C J.

(iii) = (iv) A e locale perché in ogni dominio due ideali massimali che
sono comparabili coincidono.

Siano z, y € A. Se (x) C (y) si ha (z,y) = (y). Altrimenti (y) C (z) e
percio (z,y) = (x). Ne segue che A ¢ di Bezout.

(iv) = (ii) Sia M lideale massimale di A e siano z, y € A\ {0}. Sup-
poniamo che I := (z,y) = (d). Allora d"'I = A e quindi, posto w := d~ 'z,
z := d~ly, risulta 1 = aw + bz per opportuni a, b € A. Siccome 1 ¢ M,



aw ¢ M oppure bz ¢ M. Se aw ¢ M, allora aw & invertibile in A; quindi
z = z(aw)(aw)™! = w(az)(aw)™! € (w). Segue che (z) C (w) e dunque
(y) C (x). Analogamente, se bz ¢ M allora (z) C (y).

(ii) = (i) Sia ¢ = § € K. Gli ideali {(a) e (b) sono comparabili per
ipotesi. Se (a) C (b), allora tA C A ez € A. Altrimenti A C zA e quindi
e A O

Per la corrispondenza tra gli ideali di un anello e quelli di un suo quo-
ziente, si ha subito il seguente corollario.

Corollario 2.3 Se V ¢ un dominio di valutazione, per ogni ideale primo P
Uanello quoziente V//P ¢é un dominio di valutazione.

Proposizione 2.4 Sia V un dominio di valutazione. Allora ogni sopra-
anello di Ve un dominio di valutazione ed é la localizzazione di V' rispetto
ad un ideale primo. In particolare, i sopra-anelli di V sono linearmente
ordinati per inclusione.

Dimostrazione. Sia R un sopra-anello di V e sia z € K \ {0}. Se z ¢ R,
allora ¢ V; quindi 27! € V C R. Ne segue che R & un dominio di
valutazione. In particolare R ¢ locale. Sia M l'ideale massimale di R e sia
P := M NV. Mostriamo che Vp = R. Chiaramente Vp C R. Viceversa,
sia z € R\ V. Poiché 271 € V C R, allora = & invertibile in R. Dunque
t7' e V\ M =V\P. Nesegue che x =% = -1 € Vp.

Infine, poiché gli ideali primi di V' sono linearmente ordinati, anche le

sue localizzazioni lo sono. O

Corollario 2.5 Un dominio di valutazione di dimensione uno non ha sopra-
anelli propri.

Proposizione 2.6 Sia V un dominio di valutazione. Se P é un primo non
principale di V', allora Vp = (P : P) = (V : P).

Dimostrazione. Mostriamo intanto che Vp C (P : P). Questo ¢ certamen-
te vero se P ¢ massimale, cioe V = Vp; supponiamo quindi che V' & Vp. Sia
r€Vp\V. Alloray :=2~! € V\ Pedunque P C yV. Segue che zP C V.
Inoltre P = zyP e poiché y ¢ P risulta P C P. Quindi z € (P : P).
Viceversa, (P : P) C (V : P) C Vp. Infatti, sia z € (V : P). Poiché Vp
¢ di valutazione, se z ¢ Vp, si ha 271 € PVp C P(P: P) C P. Dunque 1 =
271z € P(V : P) and P & invertible, cioe principale. Una contraddizione. [J

Vedremo che un ideale primo principale di un dominio di valutazione &
massimale (Corollario 4.2); dunque per la proposizione precedente tutti i
sopra-anelli propri di un dominio di valutazione sono del tipo (P : P), con
P primo.



2.1 11 Teorema di Krull sulla chiusura integrale

Ogni insieme non vuoto di sottoanelli locali di un campo F' e parzialmente
ordinato rispetto alla relazione di dominanza. W. Krull ha dimostrato che
gli anelli di valutazione con campo dei quozienti K sono precisamente gli ele-
menti massimali dell’insieme di tutti gli anelli locali contenuti propriamente
in K. Per vedere questo, ci sara utile il seguente lemma.

Lemma 2.7 (Lemma (z,77 %)) Sia A un sottoanello di un campo F e sia
I C A un ideale proprio. Allora, per ogni x € F \ {0}, si ha I[z] # Alz]
oppure Ilx~1] # Alz1].

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che sia contemporaneamente
Ilz] = Afz] e I[z7Y] = Afz™']. Allora > 1 ja;z’ = 1 = > jeobjz’, con
a;,bj € I. Possamo supporre n e m minimali, con n > m (a meno di
scambiare z con z71).

Moltiplicando la seconda uguaglianza per z™, otteniamo

(1 — bo)x" = Z bj.%'n_j.
Jj=1

Moltiplicando la prima uguaglianza per (1 — bg), otteniamo

n—1

(1=bo) =Y cia’ + an(l - bo)a™,
=0

dove ¢; = a;(1 — bg). Da cui, sostituendo,

n—1 m
1=10by+ Zcixi + ap ijxnfj.
i=0 j=1

Questo contraddice la minimalita di n.
O

Proposizione 2.8 Sia A := (A, M) un sottoanello locale di un campo F

e sia L linsieme di tutti © sottoanelli locali propri di F' che dominano A.
Allora:

(1) L ammette un elemento massimale.
(2) Un elemento massimale di L é un dominio di valutazione.

In particolare, ogni anello locale é dominato da un sopra-anello di valuta-
zione.



Dimostrazione. (1) £ ¢ non vuoto (perché contiene A) ed ¢ parzialmente
ordinato per la relazione di dominanza. Applichiamo il Lemma di Zorn.
Sia {(Bi, N;)}i>0 una catena in £ (dunque B;y; domina B; per ogni i) e
sia B := UB;. Allora B ¢ locale con ideale massimale N := UN;. Poiché
evidentemente B domina A, allora B € L e per il Lemma di Zorn £ ha
elementi massimali.

(2) Sia (B, N) un sottoanello massimale di F' che domina (A, M). Fac-
ciamo vedere che, per ogni x € F \ {0}, risulta z € B oppure 27! € B.
A meno di scambiare x con z~!, possiamo supporre che N[z # Blz]
(Lemma 2.7). Sia A un ideale massimale di B[z] contenente N[z]. Al-
lora Danello locale B[z]y domina B e quindi, per la massimalita di B,
(B,N) = (B[z]|x, NB[z]x). Dunque z € B. O

Teorema 2.9 (W. Krull, 1932) Sia A := (A, M) un sottoanello locale di
un campo F'. Le sequenti proprieta sono equivalenti:

(i) A ¢ un dominio di valutazione;

(ii) A é un elemento massimale dell’insieme di tutti gli anelli locali conte-
nuti propriamente in F, ordinati con la relazione di dominanza.

Dimostrazione. (i) = (ii) Supponiamo che (B, N) C F domini (A, M). Se
r € B\ A, alloraz~! € Aex ! non & invertibile in A. Alloraz=™! € M C N
el =xz"!' € N. Questo assurdo mostra che A = B.

(ii) = (i) segue dalla Proposizione 2.8 (perché ogni anello locale domina
almeno se stesso). O

Per la Proposizione 2.8, ogni dominio ¢ contenuto in un anello di valuta-
zione con il suo stesso campo dei quozienti. Mostriamo ora che I'intersezione
di tutti i sopra-anelli di valutazione di A & precisamente la chiusura integrale
di A. Questo segue dal seguente risultato piu generale.

Teorema 2.10 (W. Krull) Sia A un sottoanello di un campo F'. Allora la
chiusura integrale di A in F' é lintersezione di tutti gli anelli di valutazione
con campo dei quozienti F' contenenti A.

Dimostrazione. Indichiamo con A’ la chiusura integrale di A in F.

Sia V la famiglia degli anelli di valutazione con campo dei quozienti F
contenenti A e sia B := NyeyV. Poiché B ¢ integralmente chiuso, allora
A’ C B.

Viceversa, sia © € F \ A’. Mostriamo che = ¢ B, cio¢ esiste V € V
con x ¢ V. Poniamo C := A[z~!]. Notiamo che z ¢ C, altrimenti, se
x = f(x~1), moltiplicando per una opportuna potenza di z si otterrebbe una
relazione di dipendenza integrale per . Dunque x~! non & invertibile in C.
Sia N € Max(C) con x7! € N e sia (V, M) C F un dominio di valutazione
che domina (Cy, NCy) (Proposizione 2.8). Allora x=1 € N C M e percio

2! non & invertibile in V. In conclusione = ¢ V. 0



3 Anelli di Valutazione Noetheriani

Vogliamo ora caratterizzare i domini di valutazione noetheriani. Il seguente
risultato € una versione del Lemma di Nakayama per i domini.

Lemma 3.1 Sia A un dominio con campo dei quozienti K e siano I, J
ideali frazionari mon nulli di A. Se I é finitamente generato e IJ = I,
allora 1 € J. In particolare, se J C A, allora J = A.

Dimostrazione. Sia [ = x1A+ -+ 2,4, con 0 # x; € K. Se I =
1J =x1J + -+ x,J, allora per ogni ¢« = 1,...,n possiamo scrivere x; =
T1Yi1 + -+ TnlYin, Yij € J. Da cui Z]((SZ] — yij)xj = 0, dove (5@' e il
simbolo di Kronecker. Allora il sistema lineare }_.(d;; — yi;)X; = 0 ha
soluzioni non nulle in K e percio det(d;; — y;;) = 0. Ma, calcolando, risulta
det(d;j —yij) =1 — 2z, con z € J; percio 1 =z € J. O

Teorema 3.2 Le sequenti proprietd sono equivalenti per un dominio A:
(i) A ¢ un dominio di valutazione noetheriano;
(ii) A é un dominio di valutazione a ideali principali;
(iii) A é un dominio locale a ideali principali;
(iv) A é un dominio locale di dimensione uno il cui ideale massimale é
principale;

(v) FEsistet € A (parametro uniformizzante) tale che, per ogni elemento
non nullo x € A si ha x = ut”, con u € U(A) e n > 0 univocamente
determinati;

(vi) Esiste t € A tale che, per ogni ideale non nullo I di A, I = (t") con
n > 0;

(vii) A é un dominio locale e, se M ¢é il suo ideale massimale, tutti e soli
gli ideali non nulli di A sono gli ideali M™, n > 0;

(viii) A é un dominio locale noetheriano integralmente chiuso di dimensione
uno.

Dimostrazione. (i) = (ii) perché un dominio di valutazione ¢ di Bezout,
cioe ogni ideale finitamente generato ¢ principale (Proposizione 2.2).

(ii) = (i) e (ii) = (iii) sono evidenti.

(iii) = (iv) perché un dominio a ideali principali ha dimensione uno.

(iv) = (v) Poiché A ha un unico ideale massimale, per il Teorema di
Cohen, A ¢ noetheriano. Sia t un generatore dell’ideale massimale M di
A. Se x € A ¢ invertibile, allora z = «t°. Altrimenti z € M, quindi
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x = x1t con r1 € A. Se x1 non e invertibile, possiamo scrivere x1 = xot,
con xo € A e dunque = = xot>. Cosl proseguendo, otteniamo una catena di
ideali principali

(2) C (@1) C (@2) € ... C {an)

Per noetherianita, tale catena staziona, cioe (x,) = (z,4+1) per qualche intero
n > 0. Allora z, = wu & invertibile e z = ut™ (altrimenti per costruzione
Ty = Tpt1t € (Tn) & (Tnt1))-

Per 'unicita, se z = ut™ = vt™, allora (u —v)t" ™ =0,dacuiu="ve
n=m.

(v) = (vi) Per ipotesi x = ut™ € A ¢ invertibile se e soltanto se n = 0.
Sia I un ideale proprio di A e sia S := {k > 1; tali che ut® € I}. Sen ¢ il
minimo intero in S, allora I = (t").

(vi) = (vii) E evidente che A & locale con ideale massimale M = ().
Inoltre se I = (t") allora I = M™.

(vii) = (vi) Si ha M # M?, altrimenti M = M™ per ognin > 1e M
sarebbe 'unico ideale proprio non nullo del dominio A, il che & impossibile.
Sia t € M \ M2. Poiché (t) = M* per qualche k > 1, allora k = 1. Ovvero
M = (t) e M™ = (t").

(vi) = (ii) A ¢ evidentemente ad ideali principali. Inoltre gli ideali di
A sono linearmente ordinati. Quindi A ¢ un dominio di valutazione per la
Proposizione 2.2.

(ii) = (viii) A & evidentemente noetheriano ed ha dimensione uno perché
¢ a ideali principali. Infine A & locale per la Proposizione 2.2 e integralmente
chiuso per il Corollario 2.1.

(viii) = (iv) Basta mostrare che I'ideale massimale di A ¢ principale.
Sia z € A un elemento non nullo. Poiché M & I'unico ideale primo non
nullo di A, allora l'ideale principale I := (x) ha radicale M. Poiché M
¢ finitamente generato, le potenze di M sono tutte distinte (Lemma 3.1).
Inoltre I contiene una potenza M™ di M. Percio, scegliendo n minimale,
M1 ¢ 1. Siay e M"\I, cosicheyM C M™ C Ie M C A. Mostriamo
che M = A e dunque M = (7). Se £M # A, necessariamente LM C M e
4 C (M : M) e intero su A. Poiché A ¢ integralmente chiuso, allora ¥ € A
e y € I. Contraddizione. O

Se V := (V, M) & un un anello di valutazione noetheriano con parametro
uniformizzante ¢, ogni elemento non nullo di V' e del tipo ut™, con n > 0
e u invertibile unicamente determinati; quindi ogni elemento del campo dei
quozienti K & del tipo ;”fz = wtk, con w € U(A) e k € Z unicamente
determinati.

Esempio 3.3 (1) La localizzazione di Z in un ideale primo (p) ¢ un anello
di valutazione noetheriano. Infatti € un dominio locale di dimensione uno
con ideale massimale pZ, principale.

11



(2) L’anello delle serie formali F[[X]] ¢ un anello di valutazione noethe-
riano con parametro uniformizzante X. Infatti se f(X) := Y. a; X" # 0 e
n € 'ordine di f(X), cioe il minimo intero n tale che a,, # 0, allora risulta
f(X)=X"g(X), con g(X) := an + ant1X + ... invertibile.

Il campo dei quozienti di F[[X]] si indica con F((X)) e si chiama il
campo delle serie di Laurent. Se ¢(X) € una serie di Laurent non nulla,

allora p(X) = % = X*u(X), con k=ord f —ordg € Z e u(X) € F[[X]]

invertibile. L’intero k := ord f — ord g si chiama ancora l'ordine di ¢(X).
(3) I domini di valutazione di dimensione strettamente maggiore di uno
non sono noetheriani.
Domini di valutazione di dimensione finita uguale a d > 2 possono essere
costruiti induttivamente “incollando” due domini di valutazione nel modo
seguente.

Sia V := (V, M) un dominio di valutazione di dimensione n > 1 con
campo dei quozienti K e campo residuo k := k(V) = V/M e supponiamo
che esista un dominio di valutazione W := (W, N) di dimensione m > 1

con campo dei quozienti k. Se m : V — k & la proiezione canonica, allora
R := 7~'W & un dominio di valutazione di dimensione d :=n + m.

R=n'W) — W

! |

L Vo o_.
%4 ———»M_.k

Notiamo che se V =k + M, allora R=W + M.

Per vedere che R & un dominio di valutazione di dimensione n + m,
notiamo che:

(a) M & un ideale di R.

Infatti M = 7=1(0) € #~1(W) = R; inoltre, essendo R C V, si ha
MR C MV = M. Notiamo anche che risulta M = (R :g V), cioe M ¢ il
conduttore di V in R.

(b) Ogni ideale di R & comparabile con M.

Sia I un ideale di R. Se I ¢ M, ogni a € I\ M ¢& invertibile in V.
Dunquea ™' € Ve M = a_l(aM) CaM C 1.

(c) Gli ideali di R che contengono M sono in corrispondenza biunivoca
con gli ideali di W.

Questo segue dal fatto che, poiché 7 € suriettiva ed ha nucleo M, risulta
we &

(d) R e V hanno lo stesso campo dei quozienti K.

Infatti, se a,b € V' \ {0} e m € M, si ha am,bm € Re § = 7.

(e) R & un dominio di valutazione.

Infatti, sia 2 € K\ R. Sex ¢ V, allora 2~ ! € V\U(V) =M C R. Se
xz €V, alloraz+M € k\% Poiché % =~ W ¢ di valutazione, z7 1+ M € %,
da cui 27! € R.
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(f) Gli ideali primi di R contenuti in M sono in corrispondenza biunivoca
con gli ideali primi di V.

Infatti, poiché R e di valutazione e V & un suo sopra-anello, si ha V =
(M : M) =Ry.

Ad esempio, se V := Q[[X]], con ideale massimale M := XQ[[X]], allora
k= Q e k contiene W := Z,, p > 2 primo. La controimmagine di W in Q
¢ l'anello R := Z,y + XQI[[X]] delle serie formali a coefficienti razionali con
il termine noto in Z,. Siccome V' e W sono DVR, allora R ¢ un dominio
di valutazione di dimensione 2.

I due ideali primi di R sono: l'ideale massimale N := pR = pZ, +
XQ[[X]] e l'ideale M = XQ[[X]].

Notiamo che M non ¢ finitamente generato, equivalentemente principale,
come ideale di R. Infatti (R : M) & un ideale frazionario di V e M(R :
M) C R & V. Dunque M(R: M) C M e M non puo essere principale in
R. D’altra parte, vedremo che ogni ideale primo principale di un dominio
di valutazione ¢ massimale (Proposizione 4.1).

(4) Domini di valutazione di dimensione uno che non sono noetheriani
esistono; essi verranno caratterizzati nel Paragrafo 9.1.

4 Ideali Primari di Anelli di Valutazione

In questo paragrafo V' denotera un dominio di valutazione. Vogliamo stu-
diare gli ideali primari di V.

Ricordiamo che un ideale ) di un anello A si dice primario se zy € Q) e
x ¢ Q implica y" € Q, per qualche n > 1 (equivalentemente, y € \/Q). Gli
ideali primi sono chiaramente primari.

E facile vedere che il radicale di un ideale primario @) ¢ un ideale primo
P (in questo caso @ si dice P-primario). Pero il viceversa non & vero.
In particolare se P & un ideale primo, si ha v/P* = P, ma P" pud non
essere primario (a meno che P non sia massimale). Ad esempio sia F' un
campo e A := F[X,Y,Z|/(XY — Z?) =: F[z,y,2]. Se P = (z,2), I'ideale
P? = (22%,2%,12) non & primario, infatti, zy = 22 € P2 mentre z ¢ P? e
yé¢Pp.

Tuttavia vedremo che le potenze di un ideale primo P di V sono ideali
P-primari. Notiamo che, poiché gli ideali di V' sono linearmente ordinati
(Proposizione 2.2), il radicale di ogni ideale proprio di V' & un ideale primo.

Proposizione 4.1 Se Q CV ¢é P-primario e x € V' \ P, allora Q = zQ.

Dimostrazione. Se z € V \ P, allora @ C P C 2V e Q = x(27 Q) con
Q C 27'Q C V. Inoltre, poiché @ & P-primario e x ¢ P, allora 27 1Q C Q.
Quindi Q = zQ. O
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Corollario 4.2 Se Q ¢ un ideale P-primario finitamente generato, allora
P ¢é un ideale massimale. In particolare, un ideale primo principale di V é
massimale.

Dimostrazione. Se x € V' \ P, si ha Q = Q. Allora, se @ ¢ finitamente
generato, ovvero principale, cancellando @) si ottiene V = zV. Dunque x &
invertibile e P & massimale. O

Corollario 4.3 Sia Q C V un ideale primario e P un ideale primo conte-
nente Q. Allora QVp = Q.

Dimostrazione. Sia £ € QVp con ¢ € Q e s € V'\ P. Poiché Q = sQ, si
ha ¢ =sq/, ¢ € Q. Allora 4 = ¢’ € Q. 1l viceversa ¢ ovvio. O

Proposizione 4.4 Sia I CV un ideale proprio e Py := Ny>11". Allora
(1) Py é un ideale primo di V.

(2) Se Ik = I*+1 per qualche k > 1, allora I ¢é un ideale primo idempo-
tente.

(3) Ogni ideale primo contenuto propriamente in I ¢ contenuto in Py.

(4) Se J ¢ un ideale e I G +/J, allora J contiene una potenza di I.

Dimostrazione. (1) Siano xz,y € V' \ . Dunque = ¢ I" e y ¢ I" per
opportuni n,m > 1. Allora I ¢ 2V e I"™ ¢ yV. Ne segue che "™ C
yI™ ¢ xyV. Percio xy ¢ Py e Py ¢ un ideale primo.

(2) Se I* = I**1 per qualche k > 1, allora I* = Py ¢ un ideale primo.
Dunque I C Py=I*dacui I = I*¥ = I**1 ¢ I = I? = P, & un ideale primo.

(3) Se P ¢ un ideale primo e P ¢ I, allora I"™ ¢ P per ogni n > 1
(altrimenti I C P). Da cui P C I"™ per ogni n, cioe¢ P C Ny>1I" =: B.

(4) Se J non contiene alcuna potenza I"™ di I, allora J C Ny>1I" =: B.
Quindi VJ CPyCIlel ¢ V/J (altrimenti I = /J). O

Proposizione 4.5 L’insieme degli ideali P-primari di V é moltiplicativa-
mente chiuso. Quindi P™ é un ideale P-primario per ognin > 1.
Se inoltre P # P2, ogni ideale P-primario ¢ una potenza di P.

Dimostrazione. Siano @Q1, Q2 ideali P-primari. Chiaramente \/Q1Q2 =
P. Siano z,y € V tali che zy € Q1Q2 e x ¢ P. Per far vedere che Q1Q2 ¢
primario, dobbiamo mostrare che y € @1Q2. Per la Proposizione 4.1, si ha
Q1 = zQ1, cosi che zyV C Q1Q2 = rQ1Q2. Quindi y € yV C Q1Q>.
Supponiamo ora che P # P? e sia Q un ideale P-primario. Poiché P? ¢
P = /Q, per la Proposizione 4.4(4), Q contiene una potenza di P?, ovvero
di P. Sia k > 1 il minimo intero positivo tale che P*¥ C Q e siay € P*=1\ Q.
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Allora Q C yV e Q = yI, con I := y~'Q C V. Poiché Q & P-primario e
y ¢ Q, segue che I C P. Percio Q = yI C yP C P*'P = P*¥ C Q, da cui
Q = P*. O

Un ideale primo P di V si dice ramificato se esiste qualche ideale P-
primario di V diverso da P. Se P # P? allora P & ramificato (perché
P? ¢ P-primario). Osserviamo che, se P = P2, allora P non puo essere
finitamente generato (Lemma 3.1).

Se P’, P sono due ideali primi di un anello A, diciamo che P’ e P sono
adiacenti se P' & P e non ci sono altri ideali primi tra P’ e P.

Proposizione 4.6 Sia A un anello e siano P’, P due primi adiacenti, P' &
P. Allora P' ¢ lintersezione di tutti gli ideali P-primari contenenti P’.

Dimostrazione. Nelle ipotesi date, 'anello Ap/P’Ap & locale di dimen-
sione uno. Dunque non & restrittivo supporre che A sia un dominio locale
di dimensione uno con ideale massimale M = P e P’ = (0). In questo caso,
ogni ideale proprio non nullo di A & M-primario e 'unico elemento di A
contenuto in tutti gli ideali non nulli & 0. Infatti ad esempio se x € M\ {0},
r ¢ 22 A. O

Proposizione 4.7 Sia P un ideale primo di V. Le sequenti proprieta sono
equivalenti:

(i) P e ramificato;
(ii) P = /1, per qualche ideale I ¢ P;

)
)

(iii) P é il radicale di un ideale principale;

(iv) P non é l'unione degli ideali primi contenuti propriamente in P;
)

(v) Esiste un ideale primo P’ adiacente a P.

Dimostrazione. (i) = (ii) e (iv) = (v) sono evidenti.

(ii) = (iii) Se 2 € P\ I, allora I C 2V C P e dunque P = v2V.

(iii) = (iv) Se P = vzV, allora x € P e = ¢ P’, per ogni primo P’
contenuto in P.

(v) = (i) segue dalla Proposizione 4.6. O

Corollario 4.8 V soddisfa la condizione della catena ascendente (acc) sugli
ideali primi se e soltanto se ogni ideale primo non nullo e ramificato.

Dimostrazione. Applichiamo la Proposizione 4.7, (i) < (iv).

Supponiamo che valga la acc sugli ideali primi e sia P € Spec(V'). Consi-
deriamo una catena di ideali primi Py C P C ... C P, C ... propriamente
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contenuti in P. Se la catena stabilizza a Py, si ha UP, = P, & P. Quindi
P & ramificato.

Viceversa, supponiamo che non valga la acc sugli ideali primi e sia
PhC P C...C P, C... una catena di ideali primi che non stabilizza.
Allora I'unione P := UP, ¢ un ideale primo che non & ramificato. Infatti,
e facile vedere che P ¢ primo. Inoltre P ¢ l'unione di tutti gli ideali primi
propriamente contenuti in P, perché se P’ & P ex € P\ P, allora z € P;
per qualche P; della catena e P’ C P;. O

Corollario 4.9 Se P ¢ un ideale primo ramificato di V', Uintersezione degli
tdeali P-primari di V' e un ideale primo adiacente a P.

Dimostrazione. Per la Proposizione 4.7, esiste un ideale primo P’ adia-
cente a P e, per la Proposizione 4.6, P’ & l'intersezione di tutti gli ideali
P-primari di V. U

5 Anelli di Valutazione Discreti

Ricordiamo che, se V' ¢ un dominio di valutazione e P € Spec(V) ¢ tale che
P # P2, allora P ¢ un primo ramificato (Proposizione 4.5).
Un dominio di valutazione V' si chiama

(a) discreto se P # P? per ogni ideale primo P ramificato;
(b) fortemente discreto se P # P? per ogni ideale primo P non nullo.

Per la corrispondenza tra gli ideali primari di un dominio e quelli di una
localizzazione o di un quoziente otteniamo subito il seguente risultato.

Proposizione 5.1 Se V' é un dominio di valutazione (fortemente) discre-
to, allora per ogni P € Spec(V), Vp e V/P sono domini di valutazione
(fortemente) discreti.

Chiaramente fortemente discreto implica discreto. Vediamo ora che in
dimensione finita i due concetti sono equivalenti, ed inoltre in dimensione
uno sono anche equivalenti alla noetherianita.

Proposizione 5.2 V ¢ un dominio di valutazione discreto se e soltanto se
ogni ideale primario é una potenza del suo radicale.

Dimostrazione. Supponiamo che ogni ideale P-primario () sia una potenza
di P. Allora, se P e ramificato, Q = P™ # P, per qualche n > 1. Dunque
necessariamente P # P2 e V ¢ discreto.

Viceversa, supponiamo che V sia discreto. Se P € non ramificato, tutti
gli ideali P-primari sono uguali a P. Se invece P e ramificato, per ipotesi
P # P? e dunque ogni ideale P-primario ¢ una potenza di P (Proposizione
4.5). (]
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Proposizione 5.3 Un dominio di valutazione V' e fortemente discreto se e
soltanto se & discreto e soddisfa la condizione della catena ascendente sugli
ideali prima.

Dimostrazione. Segue dalle definizioni e dal Corollario 4.8. Infatti, se V
¢ fortemente discreto, per ogni ideale primo non nullo P si ha P # P2, in
particolare P ¢ ramificato e dunque vale la acc sugli ideali primi.

Se viceversa vale la acc sugli ideali primi, ogni primo P non nullo &
ramificato. Percio se V & discreto si ha P # P2 (]

Corollario 5.4 Se V ha dimensione finita, V é discreto se e soltanto se é
fortemente discreto.

Proposizione 5.5 Sia V := (V, M) un dominio di valutazione di dimen-
stone uno. Le sequenti proprieta sono equivalenti:

(i) M # M?;

)
(ii) V ¢ fortemente discreto;
(iii) V é discreto;

)

(iv) V' é noetheriano.

Dimostrazione. (i) = (ii) perché M ¢é l'unico ideale primo non nullo.

(ii) < (iii) per il Corollario 5.4.

(ii) = (iv) M & principale per la Proposizione 5.6. Poiché V' ha dimen-
sione uno, V' ¢ noetheriano per il Teorema 3.2.

(iv) = (i) perché M e finitamente generato (Lemma 3.1). O

Proposizione 5.6 Le seguenti proprieta sono equivalenti per un dominio
di valutazione V:

(i) V ¢ fortemente discreto;
(ii) PVp é principale, per ogni P € Spec(V);

(iii) Ogni ideale P € Spec(V) é ramificato, e se Q@ C P ¢é adiacente a P
Uanello Vp/QVp & un dominio di valutazione noetheriano.

In particolare, 'ideale massimale di un dominio di valutazione fortemente
discreto € principale.

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia V fortemente discreto. Se M ¢ l'ideale
massimale di V, per definizione M # M?. Dunque ogni ideale con radicale
uguale a M, essendo M-primario, ¢ una potenza di M (Proposizione 4.5).
Ne segue che, se z € M \ M?, si ha M = 2V. Se poi P € Spec(V), poiché
Vp & fortemente discreto, allora PVp & principale.
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(ii) = (iii) Se PVp ¢ principale, PVp ¢ ramificato e dunque anche P
¢ ramificato. Allora esiste un primo @ adiacente a P (Proposizione 4.7)
e lanello Vp/QVp ha dimensione uno. Siccome il suo ideale massimale &
principale, Vp/QVp & noetheriano.

(iii) = (i) Per ogni P € Spec(V), si ha PVp/QVp # P?Vp/QVp. Allora
chiaramente P # P? e V ¢& fortemente discreto. (|

Daremo in seguito esempi di domini di valutazione di dimensione uno
che non sono noetheriani (Paragrafo 9.1) e costruiremo un dominio di valu-
tazione discreto ma non fortemente discreto, necessariamente di dimensione
infinita (Paragrafo 10.1).

Esempio 5.7 (1) L’anello di valutazione V' := Z,y + XQ[[X]] considerato
nell’Esempio 3.3(3) & (fortemente) discreto di dimensione due. Infatti I'idea-
le massimale di V' & principale generato da p, mentre I'ideale P := XQ[[X]]
¢ principale in Vp = Q[[X]](x).

(2) Lanello V' := Z, + XQ[[X]] ¢ costruito per pullback. Domini
di valutazione (fortemente) discreti di dimensione finita maggiore di uno
possono essere costruiti iterando questa costruzione. Infatti, e facile vedere
che nella situazione dell’Esempio 3.3(3)

R:=7YW) —— (W,N)
V,M) —— =k

R ¢ (fortemente) discreto se e soltanto se lo sono sia V' che W.

6 Gruppi Ordinati e Gruppi di Divisibilita

Un gruppo abeliano (G,*) ¢ un gruppo ordinato se in esso ¢ definita una
relazione di ordine, indicata con <, compatibile con ’operazione, cioe tale
che:

r<z y<y =axry<axy.
Un omomorfismo di gruppi ordinati o : G — G’ che mantiene I'ordine (cioe
tale che se x <y risulta a(z) < a(y)) si dira un omomorfismo di ordine.

Tutti i gruppi considerati in seguito saranno abeliani e useremo princi-
palmente la notazione additiva.

Un elemento ¢g di un gruppo ordinato (G, +) si dice positivo se g > 0 e
si dice negativo se g < 0. Notiamo che g € positivo se e soltanto se —g &
negativo. Infatti

029 & 0-g=-g9g29g—-9=0.
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Denotiamo con G4 'insieme degli elementi positivi di G e con G_ 'insieme
degli elementi negativi. Osserviamo che 0 € G4 e che la somma di due
elementi positivi ¢ ancora un elemento positivo (ovvero G + G4 = G4).
Dunque G4 € un sotto semigruppo di G. Inoltre G4 N G_ = {0}.

Proposizione 6.1 Sia G un gruppo abeliano additivo. G é ordinato se e

soltanto se esiste un sottoinsieme P di G (detto sottoinsieme positivo) tale
che

(1) 0eP; (2) PNn-P={0}; (3) P+P=P.

Inoltre un gruppo ordinato G é totalmente ordinato se e soltanto se

(4) G=PU-P.

Dimostrazione. Se G e ordinato, come visto sopra, l'insieme G4 dei suoi
elementi positivi soddisfa le proprieta (1), (2), (3). Se inoltre G ¢ totalmente
ordinato, ogni elemento & confrontabile con 0; quindi vale (4).

Viceversa, se esiste P C G che soddisfa (1), (2), (3), la relazione su G
definita da

r<y&sy—xr€eP

¢ una relazione di ordinamento compatibile con la somma. Infatti (1) ¢ equi-
valente alla riflessivita, (2) all’antisimmetria e (3) alla transitivita. Infine

(4) implica che l'ordinamento ¢ totale. Infatti, per z,y € G, sihaxz—y € P
(e dunque y < z) oppure x — y € —P (e dunque z < y). O

Quindi, se G & un gruppo abeliano ordinato, il suo ordinamento & uni-
vocamente determinato dall’insieme GG degli elementi positivi.

Esempio 6.2 (1) Il gruppo nullo ¢ banalmente (totalmente) ordinato, con
P={0}=-P.

(2) Ogni sottogruppo additivo di R & totalmente ordinato secondo 1’ ordi-
namento naturale: * <y < y—x > 0.

(3) Se {(Gx, <A)}aren & una famiglia di gruppi ordinati, il prodotto diretto
IT = ], G puo essere ordinato secondo ' ordinamento prodotto, definito da

(a)\) < (b/\) < ay <) by, per ogni A € A.

Il gruppo II cosi ordinato si chiama prodotto cardinale. In questo caso,
(ax) > 0 se e soltanto se ay > 0 per ogni A € A.

Se A & bene ordinato (cioeé ogni suo sottoinsieme non vuoto ha un
elemento minimale), un altro ordinamento di II ¢ dato dall’ordinamento
lessicografico, definito da

(ax) < (br) < (ar) = (br) oppure
ax, <x, bx, s€ Ao € il minimo indice per cui ay, # by,.

19



Il gruppo II cosi ordinato si chiama prodotto lessicografico. In questo caso,
(ax) > 0 se e soltanto se (ay) = (0) oppure ay, >, 0 se \g ¢ il minimo
indice per cui ay, # 0.

In modo analogo si possono definire la somma diretta cardinale e, se A
¢ totalmente ordinato, la somma diretta lessicografica.

Notiamo che, se ogni gruppo G € totalmente ordinato, il loro prodot-
to lessicografico e totalmente ordinato, mentre il prodotto cardinale non lo
¢. Ad esempio, in Z x Z i due elementi (0,1) e (1,0) sono positivi nell’or-
dinamento prodotto, ma non sono confrontabili (mentre nell’ordinamento
lessicografico essi sono positivi e (0,1) < (1,0)).

Proposizione 6.3 Un gruppo abeliano non banale totalmente ordinato é
privo di torsione; in particolare & infinito.

Dimostrazione. Sia g € G un elemento non nullo. Allora g € G4 oppure
g € G_. Supponiamo che g € G abbia ordine additivo finito n > 2. Allora
mg € G4 per ogni m > 1 (perché G4 + G4 = G4) e ng = 0. Ne segue
che (n—1)g=ng—g= -9 € G- NG_, dunque (n — 1)g = 0 contro la
minimalita di n. Poiché g e —¢g hanno lo stesso ordine, questo & sufficiente.
O

L’insieme P(A) degli ideali frazionari principali non nulli di un dominio
A ¢ un gruppo moltiplicativo parzialmente ordinato secondo la relazione di
inclusione
TtA<yA < yACzA.

Se K & il campo dei quozienti di A, indicando con K™ il gruppo moltiplicativo
di K, I'applicazione
K*— P(A4), z—zA

€ un omomorfismo di gruppi suriettivo con nucleo il gruppo delle unita ¢ :=
U(A) di A. Dunque P(A) & isomorfo al gruppo quoziente A(A4) := K* /U,
secondo la corrispondenza xA — xlU. Scriviamo additivamente I’operazione
in A(A), ponendo

al + yU = zyld.

Il gruppo A(A) puo essere dotato di un ordinamento indotto da quello di
P(A). Precisamente, se x,y # 0, definiamo

aU <yU < yACzA < zlyeA

Notiamo che, secondo questo ordinamento, i/ > 0 se e soltanto se x € A.
Inoltre, se x,y € A, risulta 24 < ylU se e soltanto se x divide y in A.

11 gruppo A(A) := K*/U cosi ordinato si chiama il gruppo di divisibilita
di A.
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Proposizione 6.4 A ¢ un dominio di valutazione se e soltanto se il suo
gruppo di divisibilita é totalmente ordinato.

Dimostrazione. Il gruppo di divisibilita A(A) e ordinatamente isomorfo
al gruppo P(A) degli ideali frazionari principali non nulli e, per la Proposi-
zione 2.2, un dominio A & di valutazione se e soltanto se P(A) ¢ totalmente
ordinato per inclusione. O

Esempio 6.5 Se V & un DVR, il suo gruppo di divisibilita & isomorfo a Z.
Infatti ogni ideale di V' e principale generato da una potenza del parametro
uniformizzante ¢. Allora A(V) = {t*U ; z € Z} e l'applicazione

AV)—Z; U~z

¢ un isomorfismo di ordine (t*U < t*U < z < w).

7 Valutazioni su un Campo

Ricordiamo che, per definizione, tutti i gruppi ordinati sono abeliani.

Se (G,*) & un gruppo ordinato e « ¢ un simbolo, possiamo estendere
loperazione di G e la sua relazione di ordine all'insieme G4 = G U {a}
ponendo, per ogni x € G:

r<a;, T*xax=axT =AQ.

In notazione additiva, si usa porre « := oo, mentre in notazione moltiplica-
tiva si usa a := 0.

Se K & un campo e G & un gruppo additivo totalmente ordinato, una
valutazione su K a valort in G & un’applicazione

v: K — Goo :=GU{o0}

tale che
(vl) v(z) = oo se e soltanto se z = 0;
(v2) v(zy) = U( ) +v(y), per ogni z,y € K;
(v3) v(z +y) = min{v(z), v(y)}.

L’immagine di K* si chiama il gruppo dei valori di v. Sostituendo G
con il gruppo dei valori di v, non & restrittivo richiedere che v sia suriettiva.
Notiamo che la condizione (v2) implica che la restrizione di v al gruppo
moltiplicativo K* di K & un omomorfismo di gruppi.

Le dimostrazioni delle due proposizioni seguenti sono semplici verifiche.

Proposizione 7.1 (1) Sia ¢ : F — K wun isomorfismo di campi. Se
v: K — G ¢é una valutazione su K, allora vp : F — G € una
valutazione su F.
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(2) Sia a: G — G un isomorfismo di gruppi che mantiene l’ordine. Se
v: K — G ¢ una valutazione su K, anche av : K — G’ ¢ una
valutazione su K.

Due valutazioni su K, v: K — Gy e v/ : K — G/ si dicono equi-
valenti se esiste un isomorfismo di ordine a : G — G’ tale che v/ = aw.

Proposizione 7.2 Sia A un dominio con campo dei quozienti K. Se v é
un’omomorfismo del gruppo moltiplicativo A* a valori in un gruppo total-
mente ordinato G che soddisfa la condizione v(x + y) > min{v(z),v(y)},
allora v si estende ad una valutazione su K a valori in G ponendo

a

v(0) =00; w (6) =wv(a) —v(b), sea,b#0.

Proposizione 7.3 Sia v: K — Go una valutazione. Allora
(1) v(1) =0=wv(-1);
(2) v(—2) =v(x); v(z~!) = —v(z), per ogni x € K*;
(3) v(z) >v(y) = v(r+y) =v(y), per ogni x,y € K.

Dimostrazione. (1) e (2) sono semplici verifiche. Per (3), scrivendo y =
(y + x) — x, vediamo che

v(z +y) > min{v(z),v(y)} = v(y) > min{v(z + y), v(-2)}.

Ma se min{v(z + y),v(—x)} = v(—x) = v(x) sarebbe v(y) > v(x). Allora
min{v(z +y),v(=z)} = v(z +y) e v(z +y) = v(y). 0

Esempio 7.4 (1) Su ogni campo K ¢ possibile definire la valutazione banale
o impropria a valori nel gruppo nullo, definita da v(z) = 0 per ogni x € K*.

(2) Se v € una valutazione su K ed F' ¢ un sottocampo di K, la restrizione
di v ad F' ¢ una valutazione su F'. La valutazione v si dice banale su F se la
sua restizione ad F' ¢ banale, ovvero v(z) = 0 per ogni x € F*.

(3) Ogni valutazione su un campo finito ¢ banale. Infatti se G ¢ non
banale e totalmente ordinato, G non puo essere finito (Proposizione 6.3)
ed inoltre se v & una valutazione su K con gruppo dei valori G, v € un
omomorfismo suriettivo di K* su G. Dunque K e infinito.

(4) Se V := (V, M) ¢ un dominio di valutazione noetheriano con para-
metro uniformizzante t, ogni elemento non nullo del campo dei quozienti K
e del tipo % = wtk, con w € U(A) e k € Z unicamente determinati. Allora
¢ possibile definire una valutazione

v:K*—7; wtt— k.
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Notiamo che se x € V, si ha v(z) = n se e soltanto se . € M™ \ M"T1,

Ad esempio, vedendo Q come il campo dei quozienti di Zy,, p > 2
primo, possiamo scrivere ogni numero razionale non nullo come %pk , dove p
non divide né a né b. La valutazione

VUp: Q — Zoo ; OHoo,O#x:%pk»—)k

si chiama valutazione p-adica.

Se V := F[[X]] & I'anello delle serie formali sul campo F, il suo campo
dei quozienti ¢ il campo delle serie di Laurent F((X)). Ogni serie di Laurent

non nulla si puo scrivere come ¢(X) := % = X*u(X), dove k & I'ordine

di ¢(X). Dunque l'ordine definisce una valutazione di F'((X)) a valori in Z,
che e banale su F

ord : F((X)) — Zoo; 0+ 00,0 # o(X) := X u(X) — k.

(5) Se f(X) € F[X] & un polinomio non nullo, possiamo considerare il
suo ordine come serie formale. Allora ord f =n > 0 se e soltanto se f(X) =

X"g(X), dove g(X) € F[X] e X non divide g(X). Se ¢(X) := % € F(X)
¢ una funzione razionale, definiamo poi ord ¢ = ord f — ord g. Notiamo che
ord ¢ = z se e soltanto se p(X) = X~ fi(X)

' ' X) (%) © X non divide né f; né g;.
Si vede subito che I'applicazione

ord: F(X)" — Z,; ¢(X)+—ordy

¢ un omomorfismo suriettivo di gruppi. Inoltre
ord(y + ¢) > min{ord ¢, ord ¢ }.

Dunque l'ordine definisce una valutazione su F'(X).
Notiamo che invece il grado non definisce una valutazione su F(X),
infatti non verifica la proprieta v3.

7.1 Costruzione di Valutazioni con Gruppo dei Valori Asse-
gnato

Vogliamo ora mostrare che ogni gruppo totalmente ordinato ¢ il gruppo dei
valori di una valutazione.

Se F' ¢ un campo e S € un semigruppo abeliano additivo, 1’algebra
semigruppo generata da S, € definita come

F[S]:==F[Xg; g € 5]

= Zang jag € F,ay = 0 per quasi tutti gli indici g
geSs

dove la somma e la moltiplicazione sono definite formalmente dalle relazioni

Xo:=1; XpXy= Xpqy.
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Esempio 7.5 (1) Se S := N x --- x N ¢ prodotto diretto finito di n co-
pie di N, l'algebra semigruppo F'[S] & isomorfa all’anello dei polinomi in n
indeterminate, tramite I’isomorfismo

F[S] — F[Ty,..., T

h1 h
E Uhy b)) K (Byeshin) 7 E: Ahy,p) I - T
finite, h; EN finite, h; EN

(2) Se S =Z, si ha un isomorfismo

F[Z) — F[T,T7Y); Z aip X — Z apT".
finite, kEZ finite, kEZ

Sia ora GG un gruppo assegnato totalmente ordinato e sia S C G un
semigruppo, 0 € S. L’applicazione

vs s FIS]\{0} — S f:=)_ agX, — min{g; ay # 0}
geSs

soddisfa le proprieta (v2) e (v3) di una valutazione e si puo quindi estendere
ad una valutazione v sul campo dei quozienti K di F'[S], ponendo al solito

v: K — Gy; 0+ 00, iva(f)—vs(g), con f,g # 0.

g
Il gruppo dei valori di v ¢ allora il sottogruppo di G generato da S (che &
detto il gruppo dei quozienti di S); in particolare, se S = G & un gruppo, il
gruppo dei valori di v & G.

Esempio 7.6 (1) Sia S := N, con l'ordinamento naturale. Identificando
FIN] con l'anello di polinomi F[T], si vede che I'applicazione vg associa ad
ogni polinomio f(7') € F[T1] il suo ordine. Quindi la valutazione indotta su
F(T) & Vordine, con gruppo dei valori Z.

(2) Se S := N x N, possiamo identificare F[S] con l’anello dei polinomi
in due indeterminate F[U, V]. Scriviamo f(U,V) = fo(V)+ fi(V)U +---+
fn(V)U™ come un polinomio in U a coefficienti in F[V]. Se h = ordy f
& l'ordine di f(U,V) come polinomio in U, si ha f(U,V) = U*(fy(V) +
fre1(NU + -+ f,(V)U™ ) con f,(V) # 0. Allora, ordinando S lessico-
graficamente, si ha vg(f) = (h, k) se e soltanto se h = ordy f e k = ord fp, &
lordine di fp(V) in V.

L’applicazione vg si estende ad una valutazione F(U,V) — Z x Z la
cui prima componente ¢ l'ordine rispetto ad U.

(3) Sia S := Ry il semigruppo additivo dei reali positivi. Gli elementi
di F(S) = F{Xus; a € R, a > 0}] sono i “polinomi” del tipo Y anXa,
con gli a, € F' quasi tutti nulli. Dunque possiamo scrivere f = agXq, +
a1Xo, + - F+apXy,, doven > 0e 0 < ay < a1 < -+ < @p, OVVEro
f=Xao(ao+a1Xa,—ag+ - -+anXa,—a). Allora, se f # 0sihavs(f) = ao.
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8 Valutazioni e Anelli di Valutazione

La terminologia dominio di valutazione deriva dal fatto che ad ogni dominio
di valutazione V' si puo associare una walutazione sul suo campo dei quo-
zienti e viceversa ad ogni valutazione su un campo K resta associato un
dominio di valutazione con campo dei quozienti K. Vediamo come.
Ricordiamo che se V' ¢ un dominio di valutazione il suo gruppo di divi-
sibilita A(V') := K*/U(V') ¢ totalmente ordinato, secondo 'ordinamento

UV)<yU(V) & yVCaV & zlyeV

(Proposizione 6.4). Si usa scrivere additivamente 'operazione in A(V),

ponendo
aU(V)+yU(V) = zyUd (V).

Teorema 8.1 (1) Se v é una valutazione su un campo K a valori in G,
Uinsieme A, = {x € K;v(z) > 0} é un anello di valutazione con
ideale massimale M, := {x € K ;v(z) > 0} e campo dei quozienti K.

Inoltre l’applicazione
a:A(4,) — G;  aU(A,) — v(z)
e un isomorfismo di ordine.

(2) Se V' é un anello di valutazione con campo dei quozienti K e gruppo
di divisibilita A(V'), Uapplicazione

v:K — A(V)s; ©v(0) =00, v(x)=aUU(V) per x € K*

¢ una valutazione su K, il cui anello di valutazione A, coincide con

V.

Inoltre, se v' & una valutazione su K tale che Ay =V, allora v e v
sono equivalenti.

Dimostrazione. (1) Si verifica facilmente che A, & un sottoanello di K.
Se poi x € K \ A,, allora v(x) < 0. Quindi v(z~!) = —v(x) > 0. Ne segue
che 27! € A, e percido A, ¢ un anello di valutazione. In particolare A,
¢ locale. Poiché un elemento non nullo x € A, ¢ invertibile se e soltanto
se x,z7t € A,, ovvero v(z),v(z"!) = —v(z) > 0, allora U(A,) = {x €
Ayiv(z) = 0} = {z € K;v(z) = 0}. Dunque l'ideale massimale di A, ¢
l'ideale A, \U(A,) ={z € K;v(z) > 0} =: M, (Proposizione 1.1).

Il campo dei quozienti di 4, & K. Infatti, se v € K\ A, alloraz~! € M,
e dunque x = m%l appartiene al campo dei quozienti di A,.

Infine, 'applicazione « : A(A,) — G & ben definita ed iniettiva. Infatti,
se 2U(Ay) = yU(Ay), si ha y = xu con u invertibile. Allora v(u) = 0 e
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v(y) = v(u) + v(x) = v(z). Inoltre se v(z) = v(y), allora v(z) — v(y) =
v(zy~1) = 0. Dunque zy~! € U(A,), ovvero zA, = yA,. Ne segue che
y = zu con u invertibile e 2U(A,) = yU(A,). Inoltre o & un omomorfismo
suriettivo perché lo ¢ v ristretto a K*.

Per vedere che o mantiene ’ordinamento, notiamo che

TU(AL) < yU(AY) & ly e Ay e vz ly) = v(y)—v(z) >0 < v(z) < o(y).

(2) L’applicazione v ¢ una valutazione su K. Infatti ¢ un omomorfismo
di K* su A(V) ed inoltre v(x + y) > min{v(x),v(y)}. Per vedere questo,
supponiamo ad esempio che sia v(z) = 2U(V) > yU(V) = v(y). Allora
a=zyteVe(x+y)y = (a+1)€V. Dunque

min{v(z),v(y)} = v(y) = yU(V) < (z + yUV) = v(z +y).

Infine x € A, se e soltanto se 2U(V) = v(z) > 0 = v(1) = U(V), se e
soltanto se x € V. Allora A, = V.

Se poi v/ & una valutazione su K a valori in G’ tale che A,y =V, per la
parte (1) applicazione o : A(V) — G, 2V +— v/(z), ¢ un isomorfismo di
ordine tale che v'(x) = a(v(x)), per ogni z € K*. O

L’anello A, si chiama 1’anello della valutazione v.

Corollario 8.2 Due valutazioni su K sono equivalenti se e soltanto se han-
no lo stesso anello di valutazione.

Corollario 8.3 Sia Vun anello di valutazione con campo dei quozienti K.
Le seguenti condizioni sono equivalenti.

(i) V' é noetheriano;
(ii) V e lanello di una valutazione su K a valori in Z;
(iii) 1l gruppo di divisibilita di V' ¢ isomorfo a Z.

Dimostrazione. (i) = (ii) Se V e noetheriano, con parametro uniformiz-
zante t, tutti i suoi elementi sono del tipo ut™, con u invertibile e n > 0.
Allora I’applicazione

V¥ —Z, uwt"—n

si estende ad una valutazione su K a valori in Z.

(ii) = (i) Sia v : K — Zo una valutazione. Se t € K ¢ tale che
v(t) = 1, allora v(t") = n, per ogni n > 0. Sia poi z € A, C K tale che
v(z) = v(t") = n > 0. Allora v(x) — v(t") = v(zt™™) = 0. Ne segue che
xt™ = u € U(Ay) e x = ut". Dunque A, ¢ noetheriano, con parametro
uniformizzante t.

(ii) < (iii) segue dal Teorema 8.1. O
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Se V' e un anello di valutazione noetheriano, con parametro uniformiz-
zante t, una valutazione su V & determinata dal valore di ¢t. Infatti ogni
elemento non nullo del campo dei quozienti K & del tipo ut®, con w € U(A) e
k € Z unicamente determinati e deve risultare v(ut®) = v(u)+kv(t) = kv(t).

Allora il gruppo dei valori di v ¢ G := {kv(t),k € Z} e si ha un iso-
morfismo « : G — Z; kv(t) — k. La valutazione v = av & tale che
v'(t) =1 ed ha gruppo dei valori uguale a Z. Essa si chiama la valutazione
normalizzata di V.

Esempio 8.4 (1) La valutazione p-adica v, : Q — Z & normalizzata e il
suo anello di valutazione & Z,.

(2) La valutazione di ordine ord : F'((X)) — Z & normalizzata e il suo
anello di valutazione ¢ F[[X]].

(3) Sia v e la valutazione su F'(X) definita dall’ordine. Per definizione,
¢(X) € F(X) ha ordine n > 0 se e soltanto se p(z) = X”% con X
che non divide né f(X) né g(X). Allora I'anello di v & F[X] ), con ideale
massimale X F'[X] x) e campo residuo F.

(4) Consideriamo la valutazione v su F(X,Y) a valori nel prodotto
lessicografico Z x Z definita come nell’Esempio 7.6(2).

Per determinare il suo anello di valutazione, osserviamo che dato (a,b) €
Z x Z, risulta (a,b) > 0 se e soltanto se a > 0 oppure a =0e b > 0.

Sia dunque ¢(X,Y) € F(X,Y) non nulla con v(f) = (a,b). Poiché
la prima componente di v ¢ l'ordine in X, considerando ¢(X,Y) come una
funzione razionale in X a coefficienti nel campo F(Y') risulta a := ordx ¢ > 0
se e soltanto se, come visto nell’esempio precedente, p(X,Y) € F(Y)[X](x).
Dunque 'anello di valutazione di v € un sottoanello dell’anello locale A :=
F(Y)[X](x). Notiamo che, poiché il campo residuo di A ¢ F(Y'), risulta
A=F(Y)+ XF(Y)[X]x) (Proposizione 1.3).

Allora, se a := ordx ¢ > 0, si ha p(X,Y) € XF(Y)[X]x). Se poi
a = ordx ¢ = 0, allora ¢(X,Y) = ¢o(Y) + X¢(X,Y) con po(Y) € F(Y)
non nullo e allora ancora b := ord g > 0 se soltanto se po(Y) € F[Y]y).
In conclusione, I'anello di v & R := F[Y]y) + XF(Y)[X](x), con ideale
massimale YR = Y F[Y]y) + XF(Y)[X]x) e campo residuo F.

Notiamo che P'anello di valutazione R e ottenuto per pull-back come
nell’Esempio 3.3(3)

g F(Y)[X
F(Y)[X]0x) RS = F(Y)
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(5) L’esempio precedente si puo generalizzare nel modo seguente. Sia R
un dominio di valutazione ottenuto per pull-back come nell’Esempio 3.3(3)

Ri=r"Y (W) — (W,N)= £

l |
(VM) Ry —— L =1k

in cui V e W sono noetheriani, con valutazione normalizzata vy e vy rispet-
tivamente a valori in Z. Allora R ¢ ’anello della valutazione vy con gruppo
dei valori Z x Z, ordinato lessicograficamente, definita nel modo seguente.

Poiché il campo dei quozienti di R e V' ¢ lo stesso, se z € R\ {0}, risulta
x = t"u, dove t & il parametro uniformizzante di Ve n >0, u € U(V') sono
univocamente determinati (Proposizione 3.2). Allora vy (x) = n. Inoltre,
poiché u = £ con x,y € R\ M, ponendo 7(u) := m(x)7(y)~!, resta definita
v (m(w)) == vw(m(z)) — vw(mw(y)). Si verifica facilmente che 1'applicazione
vR 1 R* — Z X Z definita da vg(z) := (vy(z), vw(7(u))) € una valutazione,
che & non negativa su R.

(6) Sia S un semigruppo totalmente ordinato e F'[S] := F[Xg; g € 5]
I’algebra di semigruppo associata. L’applicazione

vs: F[SI\{0} — S; f:= Zang — min{g; ay # 0}
ges

definisce una valutazione sul campo dei quozienti K di F'[S] a valori nel grup-
po G := (S) generato da S (Paragrafo 7.1). L’anello di questa valutazione
¢ 'insieme degli elementi di K a valori non negativi.

Ad esempio sia S := R, il semigruppo additivo dei reali positivi. Se
f € F[S] & non nullo, possiamo scrivere f = X (co+c1Xy, +- -+ cnXy,),
doven >0,c0#0e0 <y <+ <7, Quindi vg(f) =0 (Esempio 7.6.3).

Se 2 := £ & un elemento non nullo del campo dei quozienti K di F [S],
con g := Xg,(bo+b1Xp, +-+bnXg,),m>0,bp#0e0< 1 <+ < P,
Papplicazione v : K — R definita da v(z) = vs(f) —vs(g) = 70 — Po € una
valutazione su K.

Risulta v(z) > 0 se e soltanto se 79 > fy. Dunque v(x) > 0 se e soltanto
se

o= If_ Xyo—polco + a1 Xy, +--- +enXy,)
Ty bo + b1 Xg, + -+ by Xp, '

Notiamo ora che l'ideale M di F[S] generato dagli elementi {X,}a>1 €
un ideale massimale di F'[S] (perché I'anello quoziente F'[S]/M & isomorfo al
campo F') e che un elemento ag+a1 Xq, +- - -+axXq,,con 0 < a; < -+ < oy,
sta in M se e soltanto se ag = 0.

In conclusione, poiché by + b1 Xg, + -+ - + by Xp,, ¢ M (perché by # 0),
si ha v(z) > 0 se e soltanto se x € F[S]y e v(z) > 0 se e soltanto se
x € MF[S]p. Percio I'anello della valutazione v € l'anello locale F[S]yy,
con ideale massimale M F'[S]ys.
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9 Rango di una Valutazione

Se G & un gruppo ordinato, con sottoinsieme positivo G4, I'ordinamento
di G induce un ordinamento su ogni suo sottogruppo H, prendendo come
sottoinsieme positivo di H l'insieme H; := G4+ N H. Si vede subito che se
G ¢ totalmente ordinato, 'ordinamento indotto su H ¢ ancora totale. Per
definire un ordinamento sui sottogruppi quozienti abbiamo bisogno della
nozione di sottogrupo isolato.

Un sottoinsieme S di un insieme ordinato X si dice convesso se per ogni
s,teSexeX,ses<zx<tsihazxes.

Se GG ¢ un gruppo ordinato, un sottogruppo convesso di G si chiama
anche un sottogruppo isolato.

Le seguenti proprieta sono tra le quelle basilari dei sottogruppi isolati.

(a) Un sottogruppo H di G ¢ isolato se e soltanto se Hi = HNG4 é un
sottoinsieme convesso di G, se e soltanto se

perognih € H e ge G,0< g < h implica g € H.

Infatti, ¢ evidente che H, & convesso se e soltanto se, per ogni h € H e

g € G,0 < g < himplica ¢ € H. Dunque se H e convesso, lo ¢ anche
H_. Viceversa, sia H; convesso e siano s,t € H, g € G con s < g < t.
Se0 < g<tyallorage H C H. Ses <g<0,allora—s>—-g>0c¢e
—g€ H, , dacuige H.

(b) L’intersezione di sottogruppi isolati di G é un sottogruppo isolato.
Questo si verifica subito.

Proposizione 9.1 Sia G un gruppo ordinato.

(1) Se N C G é un sottogruppo isolato, il gruppo quoziente G/N é ordina-
to, con sottoinsieme positivo P := G /N. Inoltre, se G ¢é totalmente
ordinato, anche G/N lo é.

(2) Un sottogruppo di G ¢é isolato se e soltanto se é il nucleo di un omo-
morfismo di ordine con dominio G.

Dimostrazione. (1) Si vede subito che 0 € P e P+ P = P. Mostriamo che
PN—P ={N}. Siano h,g € G4 taliche h+ N = —g+ N. Allorah+g € N
e h+g > h,g > 0. Poiché N e isolato, allora h,g e Neh+N =N =g+ N.

Se poi G4 UG- = @G, si ha anche PU—P = G/N.

(2) Sia @ : G — G’ un omomorfismo di ordine e sia a(g) = 0. Allora,
se 0 < h < g, risulta 0 < a(h) < a(g) =0, da cui a(h) = 0. Ne segue che
Ker o € convesso.

Viceversa, se N C G ¢ isolato, il gruppo quoziente G/N ¢ ordinato e la
proiezione canonica G — G/N & un omomorfismo di ordine. O
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Nelle ipotesi e notazioni della proposizione precedente, ’ordinamento
definito su G/N dall’insieme positivo P := G1 /N ¢ dato da:

a+ N <b+ N < a<b+n per qualche n € N.

Esempio 9.2 (1) Se G ¢ ordinato, il sottogruppo nullo e G sono banalmente
isolati.

(2) Sia G := G1 x G2 il prodotto lessicografico di due gruppi ordinati.
Allora {0} x G2 ¢ un sottogruppo isolato di G e l'isomorfismo canonico
{0}%6’2 — G1 x {0} & di ordine.

(3) Sia G totalmente ordinato. Se g € G, poniamo |g| = gse g > 0e
lg| = —g se g <0. Dato = > 0, sia

H, :={y € G; nx > |y| per qualche n > 1}.

Si vede subito che H, & un sottogruppo di G e che & isolato. Infatti, se
0 <z <y con nx >y, a maggior ragione nr > z.

Inoltre x € H, e se H C GG & un sottogruppo isolato contenente x, allora
H, C H. Infatti, se y € H, ¢ tale che nxz > |y| > 0, siccome nx € H e H ¢
convesso, risulta y € H.

Sia ora V un dominio di valutazione con campo dei quozienti K e sia W
un suo sopra-anello di valutazione. Allora le unita di V' sono anche unita
di W, cioe U(V) CU(W) e si ha un omomorfismo suriettivo dei gruppi di
divisibilita

mw  A(V) = U — uwy = (W), ad(V)— aUU(W)
il cui nucleo & Hy :=U(W)/U(V).

Notiamo che 7y € un omomorfismo di ordine e quindi Hy € un sot-
togruppo isolato di A(V). Inoltre I'isomorfismo canonico A(V)/Hy —
A(W) ¢ un isomorfismo di ordine.

Proposizione 9.3 Sia V un dominio di valutazione. Allora, con le nota-
zioni precedenti, l'applicazione o : W — Hy = Kermy e un’applicazione
biunivoca che mantiene le inclusioni tra l'insieme dei sopra-anelli di 'V e
linsieme dei sottogruppi isolati di A(V').

Dimostrazione. Sia H C A(V) un sottogruppo isolato. Allora il gruppo
quoziente A(V')/H ¢ totalmente ordinato e la composizione
AV
w: K" — A(V) — l(T{); z—w(x):=zUV)+H

definisce una valutazione su K il cui anello di valutazione W := A,, con-
tiene V. In questo modo si definisce un’applicazione § che associa ad ogni
sottogruppo isolato H di A(V) un sopra-anello W di V tale che A(W) &
isomorfo a A(V)/H.

Si verifica facilmente che 5 & I'inversa di a. O
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Proposizione 9.4 Se V ¢ un dominio di valutazione, c’é una corrispon-
denza biunivoca P — H(P) := U(Vp)/U(V) tra gli ideali primi di V ed i
sottogruppi isolati di A(V'), che scambia le inclusioni.

Inoltre, A(V/P) é isomorfo a H(P) e A(Vp) é isomorfo a A(V)/H(P).
Infine, se P,Q sono due ideali primi di V', con P C Q, allora A(Vy/PVg)
¢ isomorfo al gruppo quoziente H(P)/H(Q).

Dimostrazione. Poiché ogni sopra-anello di V' e una localizzazione di V'
in un ideale primo, la corrispondenza P — Vp € una corrispondenza biuni-
voca tra Spec(V') e l'insieme dei sopra-anelli di V', che scambia le inclusioni
(Proposizione 2.4). Applicando la Proposizione 9.3, otteniamo una corri-
spondenza biunivoca P +— Vp — H(P) := Hy, = U(Vp)/U(V). Come
visto sopra, A(Vp) = A(V)/H(P) (Proposizione 9.3).

Osserviamo ora che, se z € V'\ P, la classe T € V/P & non nulla. Allora,
indicando con K il campo dei quozienti di V/P, si ha un omomorfismo
suriettivo

T U(Vp) —s A(V/P) = K JU(V/P): g - ;CL{(V/p).

Inoltre Kerm = U(V). Infatti certamente U(V) C Kerm. Viceversa, se
T € U(V/P), allora z € V e xzy — 1 € P, per qualche y € V. Dunque x
non puod appartenere al massimale di V' e percio = € U(V). Ne segue che
A(V/P) & isomorfo a U(Vp)/U(V) =: H(P).

Se poi P C @, sostituendo V' con Vg si ottiene che A(Vy/PVy) ¢ iso-
morfo aU(Vp)/U(Vg), che a sua volta e isomorfo a H(P)/H(Q) (per doppio
quoziente). O

Corollario 9.5 Se G ¢ un gruppo totalmente ordinato, l’insieme dei suoi
sottogruppi isolati é totalmente ordinato per inclusione.

Dimostrazione. Segue dalla proposizione precedente, ricordando che ogni
gruppo totalmente ordinato ¢ il gruppo dei valori di una valutazione (Para-
grafo 7.1).

Una dimostrazione diretta ¢ la seguente. Siano H e H' due sottogruppi
isolati. Se H e H' non sono confrontabili, esistono due elementi positivi
x€ H\H ez’ € H'\ H. Ma x e 2’ sono confrontabili in G e, se ad esempio
0 <z <2/, essendo H' isolato, risulta € H’. Contraddizione. O

11 rango di un gruppo totalmente ordinato G, che denotiamo con rg(G), si
definisce nel seguente modo: se G ha un numero finito di sottogruppi isolati,
rg(G) & il numero dei sottogruppi isolati non nulli; se G ha un numero infinito
di sottogruppi isolati, rg(G) ¢ infinito. Il rango di una valutazione o di un
anello di valutazione € il rango del suo gruppo dei valori.

Corollario 9.6 SeV ¢ un dominio di valutazione, la dimensione ed il rango
di V sono uguali.
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Esempio 9.7 (1) Il sottogruppo nullo & I'unico gruppo ordinato di rango
zero. Dunque le uniche valutazioni di rango zero sono quelle improprie.

(2) Z non ha sottogruppi isolati propri, quindi ha rango uno. Infatti se
H :=nZ, con 0 < n, ¢ isolato, essendo 0 < 1 <n si hachel € H.

(3) Sia G il prodotto lessicografico di n copie di Z. Si verifica facilmente
che, per come & definito 'ordine, tutti e soli i sottogruppi isolati di G sono i
sottogruppi H; := {0} x --- x {0} X Z x - - - X Z, in cui le prime ¢ componenti
sono nulle, 0 < ¢ < n. Dunque rg(G) = n.

Infatti, gli H; sono isolati. Viceversa, sia H isolato e sia 0 < z :=
(a1...,a,) € H. Se aj4+1 ¢ la prima componente non nulla, ragionando
come sopra, si vede che H contiene tutte le n-ple (0,...,0,1,a,19,...,a,).
Dunque H = H;.

(4) Il rango & una funzione additiva, cioe se N C G ¢ un sottogruppo
isolato del gruppo totalmente ordinato G, si ha rg(G) = rg(N) + rg(G/N).
In particolare se G := H x H' & un prodotto lessicografico, si ha rg(G) =
rg(H) + rg(H').

Infatti si verifica facilmente che i sottogruppi isolati di G' contenenti N
sono in corrispondenza biunivoca con i sottogruppi isolati di G/N.

(5) Sia R := F[Y]y)+XF(Y)[X](x) l'anello di valutazione determinato
nell’Esempio 8.4(4), il cui gruppo dei valori ¢ il prodotto lessicografico G :=
Z x Z. Allora dim(R) = rg(G) = 2.

Precisamente, la catena degli ideali primi di R &

mentre la catena dei sottogruppi isolati di G e
(0) C Hy:={0} x Z C G.

L’unico sopra-anello proprio di R ¢ Rp = F(Y)[X](x), che ha gruppo dei
valori Hy := Z x {0}. Il nucleo della suriezione

A(R)= G — Hy = A(Rp)
¢ Hy e nella corrispondenza della Proposizione 9.4
P+ Rp+— H(P)= Hs.

Notiamo anche che R/P = F[Y]y e che il gruppo dei valori di R/P &
proprio Hy = H(P).

9.1 Valutazioni di Rango Uno

Un dominio di valutazione ¢ noetheriano se e soltanto se il suo gruppo dei
valori ¢ isomorfo a Z, in particolare un dominio di valutazione noetheriano
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ha rango uno (Corollario 8.2). Per dare esempi di domini di valutazione di
rango uno non noetheriani, dobbiamo studiare i gruppi totalmente ordinati
di rango uno. Mostreremo che questi sono tutti e soli i sottogruppi additivi
non nulli di R.

Un ordinamento totale su un gruppo non nullo G si dice archimedeo se,
dati comunque due elementi x > 0, y > 0, esiste un numero intero n > 1
tale che nx > y. Un gruppo G si dice archimedeo se € non nullo e totalmente
ordinato secondo un ordinamento archimedeo.

E noto che ordinamento naturale su R & archimedeo. Inoltre un teorema
di L. O. Holder asserisce che ogni gruppo archimedeo & isomorfo ad un
sottogruppo additivo di R.

Proposizione 9.8 Sia G un gruppo archimedeo. Le sequenti condizioni
sono equivalenti:

(i) G ¢é ordinatamente isomorfo a 7Z;
(ii) G4+ \ {0} ha un minimo elemento;

(iii) G = xZ per qualche x € G4 \ {0}.

Dimostrazione. (i) = (ii) Se a : Z — G & un isomorfismo di ordine, (1)
¢ il minimo di G+ \ {0}.

(ii) = (iii) Supponiamo che G4\ {0} abbia un minimo elemento . Allora
ogni elemento g € G4 € un multiplo intero di z.

Infatti, per la proprieta archimedea, esiste un minimo intero n > 1 tale
che nz > g. Allora nz = g, altrimenti nx > g > (n — 1)x per la minimalita
di n e quindi z > g — (n — 1)z > 0, contro la minimalita di x. Posto
(—n)x = —(nx), ne segue che G = zZ.

(iii) = (i) L’applicazione Z — G; k — kz, & un isomorfismo di ordine.
O

Proposizione 9.9 Sia G un gruppo totalmente ordinato. Le sequenti con-
dizioni sono equivalenti:

(i) G ha rango uno;
(ii) G é archimedeo;

(iii) G ¢é ordinatamente isomorfo ad un sottogruppo additivo non nullo di

R.

Dimostrazione. (i) < (ii) Ricordiamo che, dato x € G, x > 0, I'insieme
H, := {y € G; nx > |y| per qualche n > 1} ¢ il piu piccolo sottogruppo
isolato di G contenente = (Esempio 9.2(3)).

Se G ha rango uno, allora G = H, per ogni £ > 0. Quindi G &
archimedeo.
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Viceversa, se G & archimedeo, allora G C H, per ogni x > 0. Allora G
non ha sottogruppi isolati non banali e percio ha rango uno.

(ii) = (iii) Sia G un gruppo archimedeo e sia xy € G un elemento positivo
fissato. Se y > 0, consideriamo I'insieme S, := {™* € Q; n > 0,mzo < ny}.
Per la proprieta archimedea, S, ¢ non vuoto. Inoltre si vede subito che Sy
¢ propriamente contenuto in Q.

Osserviamo ora che se 7 € S, e ’Z:—,l < 7, allora anche 77':—,, € Sy. Quindi
Sy € un sottoinsieme limitato di R (altrimenti in particolare ogni elemento
di Q sarebbe maggiorato da un elemento di Sy, e quindi apparterrebbe a S).
Ne segue che S, ha un estremo superiore in R, che indichiamo con 0(y).

Definiamo ora 'applicazione ¢ : G — R nel seguente modo: ¢(0) = 0,
p(zo) =1, p(y) =0(y) se y > 0 e p(y) = —0(~y) se y <0.

Si verifica facilmente che ¢ ¢ un omomorfismo di ordine iniettivo di G
nel gruppo additivo dei reali.

(iii) = (ii) perché R & archimedeo. O

Corollario 9.10 Una valutazione v ha rango uno se e soltanto se é equiva-
lente ad una valutazione a valori in R.

Esempio 9.11 (1) Un dominio di valutazione V' con gruppo dei valori
isomorfo a R ha rango uno e non ¢ noetheriano (cf. Esempio 8.4(6)).

(2) Sia G := Z x Z. Possiamo dotare G di un ordinamento archimedeo
immergendo G in R nel seguente modo. Sia @ € R un numero irrazionale e
definiamo

G:=ZxZ—R; (m,n)—m+na.

Questa applicazione ¢ un omomorfismo di gruppi additivi ed & iniettiva
perché « & irrazionale. Allora G si identifica ad un sottogruppo di R e
Iordinamento naturale di R induce un ordinamento su G.

Con questo ordinamento, G ha dunque rango uno. Inoltre essendo «
irrazionale, G non puo essere isomorfo a Z (Proposizione 9.8). Allora un
dominio di valutazione con gruppo dei valori G non & noetheriano.

10 Gruppi Discreti e Valutazioni Discrete

Vogliamo ora caratterizzare i domini di valutazione discreti, introdotti nel
Paragrafo 5, attraverso i loro gruppi dei valori.

Due sottogruppi isolati H; e Hs di un gruppo ordinato G si dicono
adiacenti se Hy & H; e non ci sono sottogruppi isolati di G' propriamente
contenuti tra Hy e Hs.

Un gruppo G totalmente ordinato si dice discreto se, per ogni coppia
di sottogruppi isolati adiacenti Ho & Hj, il gruppo quoziente Hy/Hjy &
ordinatamente isomorfo a Z.
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Diciamo poi che una valutazione v ¢ discreta (di rango n) se il suo gruppo
dei valori ¢ discreto (di rango n).

Per definizione, un gruppo totalmente ordinato di rango uno & discreto
se e soltanto se & ordinatamente isomorfo a Z. Piu generalmente si ha:

Proposizione 10.1 Un gruppo totalmente ordinato di rango finito uguale
an > 1 é discreto se e soltanto se € ordinatamente isomorfo al prodotto
lessicografico di n copie di 7.

Dimostrazione. Sia G il prodotto lessicografico di n copie di Z. La catena
dei sottogruppi isolati di G e

H,=0)CH,1C...CH,CHi_1C...Hy=G,

Dove H; := {0} x --- x {0} X Z x --- X Z, ha le prime i componenti nulle.
Poiché H;/H;+1 = 7Z per ogni 0 < i < n, G & discreto di rango n.
Viceversa, supponiamo che G sia discreto di rango n e procediamo per
induzione su n. Se n = 1, allora G & isomorfo a Z. Altrimenti, sia N il
sottogruppo isolato massimale di G. N ha rango n — 1 e dunque, per ipotesi
induttiva, & ordinatamente isomorfo al prodotto lessicografico di n — 1 copie
di Z. Inoltre, poiché G & discreto, il gruppo quoziente H := G /N ¢é isomorfo a
Z. Allora G = N x H ed ¢ ordinatamente isomorfo al prodotto lessicografico
di n copie di Z. O

Ricordiamo che un dominio di valutazione si dice discreto se P # P? per
ogni ideale primo P ramificato e si dice fortemente discreto se P # P2 per
ogni ideale primo P. In dimensione finita questi due concetti sono equivalenti
(Paragrafo 5).

Il prossimo risultato mostra che i domini di valutazione fortemente di-
screti sono esattamente i domini di valutazione il cui gruppo dei valori &
discreto.

Proposizione 10.2 Sia V un dominio di valutazione con gruppo dei valori
G. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

(i) V & un dominio di valutazione fortemente discreto (di dimensione n);
(ii) G é un gruppo discreto (di rango n);
(iii) V' ¢é lanello di una valutazione discreta (di rango n).

Dimostrazione. (i) < (ii) Per la corrispondenza biunivoca della Proposi-
zione 9.4, se P, sono due ideali primi adiacenti di V', con P C @, allora
I'anello di valutazione W := Vi /PVg ha dimensione uno e A(W) ¢ isomor-
fo al gruppo quoziente dei due sottogruppi isolati adiacenti corrispondenti
H(P)/H(Q). Ora V ¢ fortemente discreto se e soltanto se, per ogni coppia
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di primi adiacenti P C @, W & noetheriano (Proposizione 5.6), se e soltanto
se H(P)/H(Q) ¢ isomorfo a Z, se e soltanto se G ¢ discreto.
(ii) < (iii) per definizione. O

Corollario 10.3 Un dominio di valutazione di rango finito n é (fortemen-
te) discreto se e soltanto se il suo gruppo dei valori é isomorfo al prodotto
lessicografico di n copie di 7.

Dimostrazione. Per le Proposizioni 10.2 e 10.1. U

Corollario 10.4 Un dominio di valutazione V & noetheriano se e soltanto
se ¢ il dominio di una valutazione discreta di rango uno.

Per il corollario precedente, un dominio di valutazione noetheriano viene
brevemente chiamato un DVR (Discrete Valuation Ring).

10.1 Un dominio di Valutazione Discreto ma non Fortemente
Discreto

Sia A := {:I:%; n > 1} C Q e consideriamo la somma diretta lessicogra-
fica G := ZM, con indice in A, di copie di Z . Sia poi V l'anello di una
valutazione a valori in G.

Mostriamo che V ha un ideale primo P tale che P = P2?, mentre, per
ogni altro ideale primo Q, si ha Q # @?. Dunque V & discreto, ma non
fortemente discreto.

Per vedere questo, usiamo la corrispondenza illustrata nella Proposizione
9.4. Per ogni n > 1, consideriamo i sottoinsiemi di G

1
Hi :={(ax); ax =0, per ogni A < E}’

1
n

1
H_1:={(ayp); ax =0, per ogni A < ——}.
n

Questi sono sottogruppi isolati di G ed inoltre, poiché —% < —n—H < TH <

%, per ogni n > 1, si ha
H1§H1 G H_ 1QH_%.

A questi gruppi corrispondono rispettivamente gli ideali primi di V'
Pn 2 Poy1 2 P_(ny1) 2 Ps

Poiché, per ogni n > 1, i gruppi quozienti H L /H1 e H_ 1/H _1_ Sono

n+1

isomorfi a Z, gli anelli di valutazione Vp, /P, +1Vpn eVp_, +1>/P—"VP (nt1)

sono noetheriani (Proposizione 5.6). Dunque, per ogni n > 1, risulta P,, #
P2eP_,+#P?,.
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Notiamo ora che anche
H:=Np>1H_1 =Up>1H:

¢ un sottogruppo isolato di G (intersezione di sottogruppi isolati), al quale
corrisponde un ideale primo di V'

P :=Ny>1P, = Up>1P_y.

Poiché P ¢ unione di una catena di ideali primi, P ¢ non ramificato ed in
particolare P = P? (Proposizione 4.7).

Non e difficile vedere che G non ha altri sottogruppi isolati, e quindi gli
unici ideli primi di V' sono gli ideali P, P,,, P_,, n > 1.

Notiamo che Vp € un dominio di valutazione discreto, ma non fortemente
discreto, le cui localizzazioni proprie sono tutte fortemente discrete. Infatti
gli ideali primi non massimali di Vp sono gli ideali P_,Vp, n > 1, che sono
tutti non idempotenti, mentre I'ideale massimale PVp ¢ idempotente. Invece
l’anello quoziente V/P ¢ fortemente discreto, perché tutti e soli i suoi ideali
primi sono gli ideali P, /P, n > 1, che sono tutti non idempotenti.

Infine V' si ottiene come pull-back di V/P in Vp, come nell’Esempio
3.3(3).

11 Valutazioni Essenziali

Se A ¢ un dominio e V' := (V, M) & un sopra-anello di valutazione di A,
I’deale primo P := M N A si chiama il centro di V su A. Poiché Ap CV e
MNAp = PAp, allora V domina Ap. Nel caso in cui risulti V = Ap, V si
chiama un dominio di valutazione essenziale per A e la valutazione associata
a V si chiama una valutazione essenziale su A.

In particolare, se P € un ideale primo di A tale che I'anello Ap sia di
valutazione, Ap ¢ un dominio di valutazione essenziale per A.

Per il Teorema di Krull (Teorema 2.9) un dominio integralmente chiuso
A ¢ lintersezione di tutti i suoi sopra-anelli di valutazione. A si chiama un
dominio essenziale se si puo ottenere come intersezione di sopra-anelli di
valutazione essenziali. Questo significa dire che esiste una famiglia { Py }xea
di ideali primi di A tale che Ap, sia un dominio di valutazione, per ogni
A € A, ed inoltre A = NyecpaAp, .

Non tutti i sopra-anelli di valutazione di un dominio sono essenziali. Per
dare un esempio, introduciamo le valutazion: P-adiche.

Un ideale I di un dominio A si dice P-adico se sono verificate le seguenti
due proprieta:

(P1) Ponendo I° := A, se x,y € A sono tali che z € I"\ [""' ey €
I\ I+ allora xy € I"T™ \ ntmtl

(PQ) ﬂnz()[n = (0),
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Proposizione 11.1 Sia M un ideale che verifica la proprieta (P1). Allora
(1) M é un ideale primo.
(2) L’ideale P := Nyp>1M™ & un ideale primo.

(3) M™ ¢é un ideale M-primario, per ognin > 1.

Dimostrazione. (1) si ottiene per n =m = 0.

(2) Supponiamo che z,y ¢ P. Allora x € M™\ Mt ey € M™\ M™*!
per qualche n,m > 0. Dunque zy ¢ M"T™*! e percio 2y ¢ P.

(3) Chiaramente vVM™ = M. Se zy € M" e x € A\ M, allora y €
MPF¥\ M*+1 per qualche k > 1 (perché M & primo). Poiché xy € M*\ M*+1,
deve essere n < k e dunque y € M* C M. Ne segue che M™ & M-primario.
O

Se M C A ¢ un ideale primo P-adico, 'applicazione
A* —NCZ, ww—n sexec M\ M

¢ ben definita (per la proprieta (P2)) e verifica le proprieta (v2) e (v3) di
una valutazione. Allora essa si estende ad una valutazione vy; sul campo
dei quozienti K di A a valori in Z.

La valutazione vjs € dunque una valutazione discreta di rango uno, il cui
anello di valutazione e centrato su M. Essa si chiama la valutazione P-adica
su K (o su A) indotta da M.

Il prossimo risultato mostra che in particolare tutti gli ideali primi inver-
tibili di altezza uno di A sono P-adici ed inducono una valutazione discreta
essenziale su A.

Proposizione 11.2 Sia M un ideale primo invertibile di un dominio A (in
particolare principale) e sia P := Np>1M™. Allora:

(1) M soddisfa la proprieta (P1).
(2) Un ideale Q C A & M-primario se e soltanto se Q = M™, n > 1.

(3) Ogni ideale primario il cui radicale € propriamente contenuto in M é
contenuto in P. In particolare P é adiacente a M.

(4) L’ideale M := M/P ¢ un ideale P-adico di A := A/M (in particolare,
se Np>1M™ = (0), allora M ¢é P-adico).

(5) Ay /PAn € un DVR (in particolare, se Ny>1M"™ = (0), allora Ay
e un DVR ed ¢ l'anello della valutazione P-adica vy, cioe vy e
essenziale per A).
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Dimostrazione. (1) Se M ¢ invertibile, anche tutte le sue potenze lo sono.
Siano x,y € A* tali che x € M™\ M" ™!t e y € M™\ M™*!. Allora esistono
due ideali I,J C A, I,J ¢ P, tali che A = IM", yA = JM™. Dunque
zy € IJM™™ e, poiché IJ € P e M™™ & invertibile, si ha zy ¢ M™ ™+,

(2) M™ & M-primario, per la proprieta (P1) (Proposizione 11.1(2)).

Viceversa, sia ) un ideale M-primario. Poiché @ € P e Q C M, esiste
n > 1 tale che @ C M™ e Q ¢ M™L. Allora, per linvertibilith di M,
Q=IM"conlI CAel ¢ M. Poiché Q ¢ M-primario, ne segue che
M™ C @Q e dunque Q = M™.

(3) Supponiamo che /@Q G M. Per l'invertibilita di M, Q = IM con
I C A. Poiché Q & primario e M ¢ /Q, allora I C Q, cosl che Q = IM C
QM C Qe @ = QM. Ne segue che Q = QM™, per ogni n > 1 e dunque
QCP.

(4) M soddisfa la proprietd (P1) per il punto (1) e la proprieta (P2) per
definizione.

(5) Poiché M e invertibile, per € M \ P si ha A = IM con I C A.
Passando alle classi modulo P, si ha tA = IM. Dunque M & invertibile in
A. Inoltre ﬂnzlﬂn = P = 0. Allora possiamo supporre che P = (0).

Ora M Ay ¢ principale e PAy; = (0) e adiacente a M Ay per il punto
(3). Dunque Ajs € un anello locale di dimensione uno il cui ideale massimale
¢ principale e allora ¢ un DVR (Teorema 3.2).

Infine, poiché 'anello della valutazione vy; contiene Ay, esso deve essere
uguale ad Ay (Corollario 2.5). O

Corollario 11.3 Se M ¢ un ideale primo invertibile di un dominio noethe-
riano, M ha altezza uno e Ay € un DVR.

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 11.2, tenendo conto che, essendo
A noetheriano, risulta N,>; M"™ = (0) (Teorema dell’Intersezione di Krull).
U

Ricordiamo che se A = Nycp Ay € una intersezione di domini, si dice che
questa intersezione ha il carattere di finitezza se ogni elemento non nullo z €
A ¢ non invertibile al pit in un numero finito di Ay. Se A ¢ un’intersezione
di localizzazioni rispetto a una famiglia di ideali primi {Py}xen, cioe A =
MxerAp,, il carattere di finitezza equivale a dire che ogni elemento non nullo
x di A appartiene al pitt ad un numero finito di ideali primi Pj.

Proposizione 11.4 Sia A un dominio a fattorizzazione unica e sia {py}rea
un sistema completo di elementi primi non associati di A.

(1) Gli ideali primi di altezza uno di A sono tutti e soli gli ideali principali
Py :=p A, A e A.

(2) Py ¢ un ideale P-adico e la valutazione P-adica indotta da Py é es-
senziale per A, per ogni A € A.
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(3) Ap, é un DVR, per ogni A € A.
(4) A =nNxearAp, con il carattere di finitezza.

In particolare A é un dominio essenziale.

Dimostrazione. (1) Sia P un ideale primo di altezza uno. Se = € P ¢ non
nullo e p & un elemento primo che divide x, allora p € P e dunque pA = P.

Viceversa, sia p € un elemento primo di A4, Se z € N,,>0p™ A € non nullo,
allora z e diviso da tutte le potenze di p, il che € impossibile perché A ¢ a
fattorizzazione unica. Allora (0) ¢ adiacente a pA (Proposizione 11.2(3)) e
percio pA ha altezza uno.

(2) e (3) seguono da (4) e (5) della Proposizione 11.2.

(4) Sia vy la valutazione P-adica indotta da Py su A. Dunque, se a € A
e non nullo, vy(a) = n se e soltanto se a € piA \p?\—HA, ovvero a = pyy e
py non divide y.

Ne segue che ogni = non nullo nel campo dei quozienti K si scrive in modo
unico come come = = u [ [ycp pKA (“T), dove u € A & invertibile e vy # 0 al piu
per un numero finito di indici A. Poiché Ap, ¢ I’anello della valutazione vy,
si ha che vy(x) > 0 se e soltanto se z € Ap,. Quindi z € A se e soltanto se
va(z) > 0 se e soltanto se x € Ap,, per ogni A € A. Quindi A = Nxepadp,
con il carattere di finitezza. O

Esempio 11.5 (1) Se V := (V, M) & un DVR, la sua valutazione norma-
lizzata v e la valutazione P-adica su V indotta da M. Infatti, se ¢ e il
parametro uniformizzante di V', cioe M =tV ,ex € V*, allorav(z) =nsee
soltanto se x = ut™ con u € U(V), ovvero x € M™\ M™ ! (Esempio 7.4(4)).

(2) Se p > 2 & un numero primo, 'ideale principale generato da p &
un ideale P-adico di Z e la valutazione su Q indotta dall’ideale (p) ¢ la
valutazione p-adica introdotta nell’Esempio 7.4(4). Questa valutazione ¢
essenziale per Z. Infatti il suo anello di valutazione ¢ Zy,.

(3) Sia F' un campo e sia A := F[X]. Gli ideali primi non nulli di F[X]
sono tutti e soli quelli generati dai polinomi irriducibili p(X), F[X]xx)) ©
un DVR e F[X] = NF[X](x)) con il carattere di finitezza. (Proposizione
11.4).

(4) Sia F' un campo e sia A := F[X,Y]. L’ideale massimale M := (X,Y)
di A generato dalle indeterminate X,Y ¢ un ideale P-adico.

Infatti, dato f(X,Y) := Y a;; X'V’ € F[X,Y], possiamo scrivere in
modo unico f(X,Y) =} fi(X,Y), dove fi(X,Y) =3, 4 ai; XY & un
polinomio omogeneo di grado k. Poiché M™ & generato da tutti i prodotti
X'Y7 con i+ j = n, allora risulta f(X,Y) € M™\ M™*! se e soltanto
se n = min{k; fr(X,Y) # 0}. Questo implica che la condizione (P1) ¢
verificata. Inoltre, poiché A ¢ noetheriano, si ha N,>;M"™ = (0) (Teorema
dell’Intersezione di Krull).
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Dunque M induce una valutazione P-adica su A, il cui anello di valuta-
zione V contiene propriamente Ajs. Infatti V' ha dimensione uno, mentre
Ajpr ha dimensione due. Ad esempio, se ¢ = ¢(X,Y) := Y?/X risulta
vpm(p) =2—1=1; quindi p € V, ma ¢ ¢ Ay,.

Dunque la valutazione vys non ¢ essenziale per A. Tuttavia, poiché A &
un dominio a fattorizzazione unica, esso € un dominio essenziale (Proposi-
zione 11.4).

Queste considerazioni si estendono ad ogni anello di polinomi su F', anche
in infinite indeterminate.

12 Intersezioni di Anelli di Valutazione

Sia K un campo e sia {v)}rca una famiglia di valutazioni su K, con anello
di valutazione V). Allora l'intersezione A := Nyca V) € un dominio integral-
mente chiuso in K. Restringendo eventualmente le valutazioni vy al campo
dei quozienti di A, possiamo poi supporre che K sia il campo dei quozienti
di A.

In generale, come abbiamo visto nel paragrafo precedente, una data valu-
tazione vy della famiglia non e essenziale per A. In questo paragrafo daremo
qualche condizione perché vy sia essenziale.

Consideriamo prima intersezioni finite. Abbiamo bisogno di un lemma
tecnico.

Lemma 12.1 Sia A un anello locale. Se x € A é invertibile, esiste un
intero n > 1 (dipendente da x) tale che, per ogni intero m > 1 coprimo con
n, Uelemento 1 +x 4+ 22 + --- 4+ 2™ ¢& invertibile.

Dimostrazione. Sia A := (A, M) con campo residuo k := A/M e poniamo
@:=a+ M per ogni a € A. Allora a ¢ invertibile se e soltanto se @ = 0.

Supponiamo T = 1. Se k ha caratteristica finita, prendiamo n uguale
alla caratteristica di k; se k ha caratteristica zero prendiamo n = 1. Allora
14+Z2+72+--+7™ 1 =ml#0, per ogni m coprimo con n.

Se T # 1, notiamo che T+Z+z2+---+7™ ! = (1-2™)/(1—7). Allora,
se T non ¢ una radice dell’unita in k, prendiamo n = 1. Se invece T ¢ una
radice dell’unita in k di ordine ¢, prendiamo n = . In questo modo T™ # 1,
per ogni m coprimo con n. O

Proposizione 12.2 Siano (Vi, My),...,(Vy, M,) anelli di valutazione del
campo K inconfrontabili per inclusione (in particolare di rango uno) e sia
A=Vin---NV,. Se P,:=M,NA ¢l centro di V; su A, i =1,...,n,
allora:

(1) Le wvalutazioni V; sono essenziali per A, cioé V; = Ap,, per ogni i =
1,...,n, e dunque A= Ap, N---NAp,.
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(2) K ¢ il campo dei quozienti di A.
(3) Gli ideali P; sono tutti e soli gli ideali massimali di A.

(4) A é un dominio di Bezout (ogni ideale finitamente generato é princi-
pale).

Dimostrazione. (1) Fissato i, 1 < i < n, mostriamo che per ogni = € V;
esiste s := s(z) € A\ P; tale che sz € A.

Supponiamo per semplicita di notazione ¢ := 1 e sia x € V4 non nullo.
Distinguiamo il caso in cui 'insieme J C {1,...,n} degli indici j tali che z
sia invertibile in V; sia non vuoto. In questo caso, sia n; > 1 'intero definito
come nel Lemma 12.1, per ogni j € J. Allora, se m > 1 & coprimo con ogni
n;, I'elemento ¢ := 1 + 2 + 2 + -« + 2™ 1 & invertibile in ogni Vi, jedJ.
Mostriamo che, scegliendo m > 3, s := t~! ha le proprieta volute.

Vediamo prima che s € A, ovvero che s € V;, per ogni i = 1,...,n:

(a) Se z € M;, risulta t = 1 4+ m;, con m; € M;. Dunque t ¢ M; e percid
t,s eU(V;) C V..

(b) Se x € Vi \ M; =U(V;), i € J e dunque t,s € U(V;) C V;.

(c) Se x ¢ V;, allora s € M; C V;. Infatti, y := 27! € M; e y" 1t =
Yy (a4 a2+ 2™ ) = 1hy+yP 4o +y™ T = 14m = u € UY)
(m; € M;). Da cui s = ui_lym_l € M.

Per finire, verifichiamo che s € A\ P} e che sx € A, ovvero sz € V;, per
ognit=1,...,n.

Se x € V;, in particolare ¢ = 1, da (a) e (b), otteniamo che s € U(V;).
Quindi s € A\ P e sz € V;. Se x ¢ Vi, allora da (c) sz = u; 'y 2 € M; C
Vi.

Supponiamo ora che J sia vuoto. Allora © € M; oppure x ¢ V; per
i=1,...,n (e x € My). In questo caso, poniamo t :=1+x e s := ¢!,

Allora, se . € M;, t,s € U(V;) C V;. Sex ¢ Vi, y =2 ! € Me
dunque u := 1+ y € U(V;). Poiché v := (1 +y) = (1 + x)y = ty risulta
s:=t"1= yufl e M, CV.

Percio s € A\ P; ed infine sz € A. Infatti, se x € M;, s ¢ invertibile in
Viest € M; CV;. Sex ¢ Vi, st =ayut =u"tcU(V;) CV;.

(2) Segue subito da (1).

(3) Se gli anelli di valutazione V; = Ap, sono inconfrontabili per in-
clusione, anche gli ideali P; sono inconfrontabili come ideali di A. Sia
S:=A\{PiU---UP,}. Seac S, alloraa ¢ P;, perognii=1,...,n,e
quindi a™! € NAp, = A. Ne segue che ogni ideale proprio di A ¢ contenu-
to in S e quindi (per il Prime Avoidance Theorem) in qualche P;. Quindi
Max(A) = {P1,..., P.}.

(4) Poiché I ¢ finitamente generato e Ap, ¢ di valutazione, I Ap, ¢ princi-
pale per ogni ¢ (Proposizione 2.2). Allora I ¢ invertibile, e anche principale
perché Max(A) = {P,...,P,} (Proposizioni 16.17 e 16.16). O
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Consideriamo ora intersezioni di domini di valutazione di rango uno con
il carattere di finitezza.

Cominciamo dimostrando che le intersezioni di domini con il carattere
di finitezza hanno 'utile proprieta di commutare con le localizzazioni.

Lemma 12.3 Sia A un dominio e sia {Ax}rea una famiglia di sopra-anelli
di A tali che lintersezione A = Nycp Ay abbia il carattere di finitezza.

Se S G A* & una parte moltiplicativa, allora Ag = Nxepa(Ax)s e questa
intersezione ha il carattere di finitezza.

Dimostrazione. Chiaramente Ag C B := Njea(Ax)s. Mostriamo che
Ag = B. Sia x € B non nullo. Poiché B & contenuto nel campo dei
quozienti di A, possiamo scrivere x = ¢, con a,b € A. Allora a,b € Ay
per ogni A e quando b & invertibile in Ay si ha z € Ay. Dunque, se b &
invertibile in tutti gli Ay, x € A. Altrimenti, per il carattere di finitezza,
esistono soltanto un numero finito di indici Ay, ..., A, tali che ¢ Ay,. Ma
poiché x € (A),)s, esiste s € S tale che sz € Ay, perognii=1,...,n. In
conclusione, sx € NyepAx = A e dunque x € Ag.

Per provare il carattere di finitezza dell’intersezione Nyep (A4))g, osservia-
mo che se a ¢ invertibile in A, allora x := § ¢ invertibile in (A))gs. Infatti,
sia z = § = %, con Ty € Ay e sy € S. Poiché asy = x,b ¢ invertibile in
(A))s, allora z) ¢ invertibile in (Ay)g e ZL'(S)\J';\l) =1 con s,\a/:;l € (Ay)s-
O

Corollario 12.4 Sia A un dominio con campo dei quozienti K. Supponia-
mo che F sia una famiglia di anelli di valutazione di rango uno di K tale
che A =NyerV con il carattere di finitezza.

Se S G A* ¢ una parte moltiplicativa, esiste una una sottofamiglia F' di
F tale che As = Nwer W, con il carattere di finitezza. Inoltre (W, M) € F’
se e soltanto se SN M = 0; in particolare, se Q ¢ un ideale primo di A,
(W, M) € F' se e soltanto se M NAC Q.

Dimostrazione. Per il carattere di finitezza dell’intersezione, si ha Ag =
(NyerV)s = NyerVs (Lemma 12.3) con il carattere di finitezza. Ma poiché
ogni V' € F harango uno, Vg puo essere uguale soltanto a V' oppure al campo
dei quozienti K (Corollario 2.5). Dunque esiste una sottofamiglia ' di F
tale che Ag = Ny exW. Inoltre (W, M) € F' se e soltanto Wg = W, se e
soltanto se S CU(W) =W \ M, ovvero SN M = {). O

Proposizione 12.5 Sia A un dominio con campo dei quozienti K. Suppo-
niamo che F sia una famiglia di anelli di valutazione di rango uno di K tale
che A = NyerV con il carattere di finitezza.

(1) Se W ¢é un dominio di valutazione essenziale per A, W € F.
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(2) Se P C A ¢ un ideale primo di altezza uno, allora Ap é un anello di
valutazione essenziale di A e Ap € F.

Dimostrazione. (1) Sia W un dominio di valutazione essenziale e sia
P il suo centro su A. Allora esiste una sottofamiglia F' di F tale che
W = Ap = NyexV (Corollario 12.4). Ma W, essendo di valutazione, ha al
pilt un solo sopra-anello di valutazione di rango uno. Quindi ' ha un solo
elemento e necessariamente ' = {W}. In particolare, W € F.

(2) Sia P un ideale primo di altezza uno di A. Allora esiste una sotto-
famiglia 7' di F tale che Ap = NycxV. Poiché Ap ha dimensione uno,
ogni anello di valutazione V' € F’ & centrato su PAp. Percio, sempre per il
carattere di finitezza, F' ¢ finita, cioé¢ Ap = Vi N---NV,, & intersezione di
un numero finito di anelli di valutazione di rango uno, ognuno centrato su
PAp. Nesegue che Ap =V, = --- =V, (Proposizione 12.2). In particolare,
Ap ¢ un anello di valutazione di A e Ap € F. O

Indichiamo con X;(A) l'insieme degli ideali primi di altezza uno di un
dominio A e con £ la famiglia dei domini di valutazione essenziali di A.

Proposizione 12.6 Sia A un dominio con campo dei quozienti K. Suppo-
niamo che F sia una famiglia di anelli di valutazione di rango uno di K tale
che A = NyerV con il carattere di finitezza. Allora:

(1) W € & se e soltanto se W € F ed il centro di W su A ¢é un ideale
primo di altezza uno.

(2) E={Ap; P Xi(A)} CF.
Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 12.5. (]

Nelle ipotesi della proposizione precedente, se A ¢ un dominio essenziale
e F' ¢ una famiglia di anelli di valutazione essenziali per A tali che A =
NverV, deve necessariamente essere 7/ = & = {Ap; P € X;(A)} C F.
Dunque la famiglia di domini di valutazione essenziali che definisce A &
univocamente determinata. Essa si chiama la famiglia di definizione di A.

Esempio 12.7 (1) Se P C A ¢ un ideale primo invertibile di altezza uno,
Ap & un DVR essenziale per A (Proposizione 11.2). Ma un dominio di
valutazione essenziale di rango uno di A non & necessariamente un DVR.
(Basta osservare che ogni dominio di valutazione ¢ essenziale per se stesso).

(2) Se A & un dominio a fattorizzazione unica, per ogni primo P C A di
altezza uno Ap & un DVR essenziale per Ae A =N{Ap; P € X;(A)} con il
carattere di finitezza (Proposizione 11.4). Quindi A ¢ un dominio essenziale
e la sua famiglia di definizione ¢ £ := {Ap;P € X;(A)} (Proposizione
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12.6(3)). Ma un dominio a fattorizzazione unica puo avere sopra-anelli di
valutazione discreta non essenziali (Esempio 11.5(4)).

(3) Supponiamo che F sia una famiglia di anelli di valutazione di rango
uno di K tale che A = NycxV con il carattere di finitezza. Se A ha dimen-
sione uno, allora F = £ ed A & essenziale (Proposizione 12.6(1)). Ma puo
accadere che nessun V' € F sia un DVR.

12.1 Intersezioni Irridondanti

Se {A,} ¢ una famiglia di domini con stesso campo dei quozienti K, diciamo
che Nyepdy & una intersezione irridondante se, per ogni A € A, Ay 2
NuzrAu. Questo significa che nessuna componente Ay si puo cancellare
dall’intersezione, cio¢ MxeaAx # Npea\fra3Ayu, per ogni A € A. Se qualche
Aj si puo cancellare, diremo che 'intersezione e ridondante.

Supponiamo ora che F sia una famiglia di anelli di valutazione di rango
uno di K tale che A = NycxV con il carattere di finitezza. Abbiamo visto
che la famiglia dei domini delle valutazioni essenziali di A ¢ &€ = {Ap;P €
X1(A)} € F (Proposizione 12.6(2)). Dunque, se A ¢ un dominio essenziale,
risulta A = N{Ap; P € X1(A)} e quindi, se £ & F' C F, l'intersezione A =
NyerV & ridondante. D’altra parte, l'intersezione A = N{Ap; P € X;(A)}
¢ irridondante. Infatti sia A C X;(A) tale che A = N{Ap;P € A}. Allora
per la Proposizione 12.5(2), per ogni @ € X;(A), Deve essere Ag = Ap per
qualche P € A. Dunque A = X;(4).

Tuttavia, se non c’¢ il carattere di finitezza, I'intersezione A = NycrV
non & sempre irridondante. Ad esempio, se Ay; € un DVR per ogni ideale
massimale M (ovvero A & almost Dedekind), si ha senz’altro Max(A) =
X1(A) e A=n{Ap; M € X;(A)}, ma R. Gilmer ha dimostrato che questa
intersezione ¢ irridondante se e soltanto se c’¢ il carattere di finitezza (ovvero
A ¢ Dedekind - vedi il successivo Paragrafo 13).

Ogni intersezione finita si puo ridurre ad una intersezione irridondante.
Piu generalmente il Lemma di Zorn ci assicura che questo € vero per ogni
intersezione con il carattere di finitezza.

Proposizione 12.8 Sia A un dominio con campo dei quozienti K. Sup-
poniamo che {Ax}aea sia una famiglia di sopra-anelli di A tale che A =
Mxea Ay con il carattere di finitezza. Allora esiste un sottoinsieme A* di A
tale che A = Nyea+Ay e Uintersezione sia irridondante.

Dimostrazione. Consideriamo 'insieme S di tutti sottoinsiemi X di A tali
che A = NyenA,. Poiché A € S, S & non vuoto. Inoltre S & (parzialmente)
ordinato per inclusione. Ordiniamo § secondo I'ordinamento inverso. Cioe
poniamo 1 < Yo & X1 D Ys. Se ogni catena di § ammette un mag-
giorante, per il Lemma di Zorn S ha un elemento massimale. Ovvero esiste
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un sottoinsieme minimale ¥* di A tale A = Nyex+ A, e chiaramente questa
intersezione ¢ irridondante.

Sia allora {3, } una catena di S. Mostriamo che I'intersezione ¥ := N,
¢ un maggiorante della catena, cio¢ che A = N__5A4,. Ovviamente A C
N_.sAs. Viceversa, sia x := a/b € K. Se b ¢ invertibile in tutti i V),

b))
:J:UE6 A. Siccome per il carattere di finitezza b € non invertibile al piu in un
numero finito di Vy, se © ¢ A esistono al pitt un numero finito di domini
Ay, ..., A, € F chenon contengono x. Supponiamo che per ognii =1,...,n
esista un insieme ¥; della catena che non contiene 7. Allora il minimo dei
¥, diciamo Y5, non contiene {1,...,n}. Dunque z € Nyex; Ay = A, mentre
per ipotesi x ¢ A. Allora esiste un k, 1 < k < n, che & contenuto in tutti
i ¥, della catena. Ne segue che k € ¥ := NY, e dunque z ¢ ﬂaeiAg. In
conclusione ﬂoeiAU C A. O

13 Domini di Krull

Krull aveva congetturato che la chiusura integrale di un dominio noetheriano
fosse sempre intersezione di anelli di valutazione discreta di rango uno con
il carattere di finitezza. Questo fatto ¢ stato poi dimostrato da Mori nel
caso locale (1952) ed esteso da Nagata al caso generale (1955). Per questo
motivo un dominio si chiama un dominio di Krull se ¢ intersezione di domini
di valutazione discreta di rango uno con il carattere di finitezza.

Una classe importante di domini di Krull non necessariamente noethe-
riani ¢ data dai domini a fattorizzazione unica (Proposizione 11.4). Per
il teorema di Mori-Nagata, tutti i domini noetheriani integralmente chiusi
sono di Krull. Diamo ora una dimostrazione diretta di questo fatto.

Proposizione 13.1 Un dominio A noetheriano e integralmente chiuso é
di Krull. Precisamente Ap ¢ un DVR per ogni primo P di altezza uno e
A=0n{Ap;P € Xi(A)}, con il carattere di finitezza.

Dimostrazione. Se P € X;(A), Ap ¢ un dominio locale di dimensione uno
noetheriano e integralmente chiuso, quindi ¢ un DVR (Teorema 3.2).

Sia x € A non nullo e non invertibile e sia zA = Q1 N --- N @, una
decomposizione primaria ridotta. Mostriamo che I'ideale primo P; := /@); €
invertibile, per ogni i = 1,...,n, ed in particolare ha altezza uno (Corollario
11.3). Poniamo per semplicita di notazione i = 1.

Localizzando in P;, possiamo supporre che P; sia massimale. Allora,
poiché P, C Pi(A: P;) C A, se P; non ¢ invertibile, risulta P, = P;(A : Pp),
da cui (A: Py) = (P1 : P1). Mostriamo che (A : Py) # (P1: P1).

Osserviamo che zA ¢ (zA :4 P1). Infatti, supponiamo per assurdo che
xA = (xA :4 Pp). Allora risulta A = (xA 14 P1) = (zA :4 P1) :a P1) =
(rA:p P?) = ... = (xzA:4 PP), per ogni n > 1. Siccome P ¢ finitamente
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generato, (1 contiene una potenza di P;. Supponiamo che P} C Q. Allora
(Q1:4 PI) = A e, poiché Q; & P-primario e P} ¢ P;, (Q; :4 P}) = Q; per
i=2,...,n. In definitiva, (zA :4 P}) =N",(Q; :a P}) = NI ,Q;, contro la
minimalita della decomposizione.

Notiamo poi che, essendo P, finitamente generato ed A integralmente
chiuso, si ha (P : P1) = A. Allora (A: P1) # A= (P, : P).

Siccome Ap, ¢ un DVR, risulta 2Ap, = Q;Ap, = P;*Ap,, ¢; > 1, e quindi
Qi = Pi(ei) = Pf"Ap, N A. Inoltre xAp = Ap per ogni P di altezza uno tale
che P # Py,...,P,. Dunque A =N{zApNA;P e X;(4)}.

Chiaramente A C N{Ap; P € X (A4)}. Viceversa, supponiamo che £ =
3 € K\ A e mostriamo che § ¢ Ap per qualche P € X;(A4). Per quanto
visto sopra, yA = N{yAp N A; P € X1(A)}. Poiché = ¢ yA, x ¢ yAp per
qualche P € X (A). Allora & ¢ Ap.

Dunque A = N{Ap; P € X1(A)}. 1l carattere di finitezza segue dal fatto
che ogni x € A non invertibile ha un numero finito di primi minimali. O

Abbiamo visto che se A & un dominio a fattorizzazione unica oppure un
dominio noetheriano integralmente chiuso, Ap € un DVR per ogni primo
P di altezza uno e A = N{Ap; P € Xi(A)}, con il carattere di finitezza.
Vogliamo ora dimostrare che questo & vero per tutti i domini di Krull. La
dimostrazione e simile a quella della Proposizione 13.1.

Lemma 13.2 Sia A un dominio di Krull. Allora (I : I) = A, per ogni
ideale frazionario non nullo I di A.

Dimostrazione. Sia F = {V)}\ca una famiglia di DVR tale che A =
NyerV con il carattere di finitezza. Poiché I'V) ¢ principale, risulta (IV) :
IVy) =V, per ogni A € A. Allora basta far vedere che (I : I) = Nxea(IV) :
).

Chiaramente (I : I) C Nxea(IVy : IVy). Viceversa, siccome V) & un
DVR, IVA = t)\V/\ e principale. Allora (IV)\ : IV/\) = (t)\VA : t)\VA) = V>\.
Dunque, se x € (IV) : IV)) per ogni A € A, risulta z € NyeaVy = A C (I :
I). O

Proposizione 13.3 Sia A un dominio di Krull e sia x € A non nullo e
non invertibile. Allora:

(1) L’ideale xA ha una decomposizione primaria finita.

(2) Se P1,..., P, sono gli ideali primi associati a A, P; ha altezza uno e
Ap, é un DVR, per ogni i =1,...,n.

(3) Se Py,..., P, sono gli ideali primi associati a TA,

2A=PN...nPE) = n{zAp N A; P e Xi(A)}.
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Dimostrazione. Sia F = {V)}\ca una famiglia di DVR tale che A =
Ny erV con il carattere di finitezza. Indichiamo con Py il centro di V) su A.

(1) Siano Vi,...,V, i domini di F nei quali  non & invertibile. Allora
zA = N ,zV; N A. Poiche V; ha rango uno, I'ideale zV; & primario (con
radicale l'ideale massimale di V;) e quindi Q; := zV; N A & Pj-primario.
Allora zA = N7_;Q; ¢ una decomposizione primaria finita di xA.

(2) Sia A = N ;@Q; una decomposizione primaria minimale, dove Q; :=
xV; N A & Pj-primario. Mostriamo che P; ha altezza uno. Poniamo per
semplicita di notazione ¢ = 1.

Osserviamo che xA & (zA :4 Pp). Infatti, supponiamo per assurdo che
A = (zA :4 P1). Allora risulta A = (zA :4 P1) = ((zA :4 P1) :a
P) = (vA:q P}) =--- = (zA :4 PP), per ogni n > 1. Siccome V; & un
DVR, zV; ¢ una potenza del massimale, dunque Q1 := xV; N A contiene
una potenza di P;. Supponiamo che P} C Q. Allora (Q1 :a P}) = A e,
poiché Q; & P;-primario e P{ ¢ P;, (Q; :a P{) = Qi peri =2,...,n. In
definitiva, (zA 14 P!) = N"1(Qi :a P}) = NI,Q;, contro la minimalita
della decomposizione.

Supponiamo ora che P; abbia altezza maggiore di uno. Allora Ap, =
Nyrep V', dove F/' C F ¢ la famiglia dei domini V/ € F il cui centro &
contenuto in P, (Corollario 12.4). Poiché Ap, ha dimensione maggiore di
uno, la famiglia 7’ deve essere infinita, altrimenti Ap, € F' (Proposizione
12.2). Quindi, per il carattere di finitezza, x & invertibile in infiniti V' € F'.

Sia V' € F/, con ideale massimale M’ e centro P’ = M' N A, tale che
xV' = V', Siccome V' € F', si ha PP C P. Siay € (zA :4 Pp) \ zA.
Per ogni z € P, abbiamo £z € £P; C A ed inoltre £z € M’ (perché z
¢ invertibile in V’). Dunque £z € P’. In conclusione, ¥ € (P': P') = A
(Lemma 13.2) e allora y € A, contro la scelta di y ¢ zA. In conclusione
Py, e quindi ogni F;, ha altezza uno. Allora V; = Ap,, peri =1,...,n
(Proposizione 12.6)(1)).

(3) Sia xA = N?’_;Q; una decomposizione primaria minimale e sia P; =

Qi, @ = 1,...,n. Poiché P; ha altezza uno, Ap, ¢ un DVR e zAp, =
QiAp, = P{', con ¢, > 1. Dunque Q; = P/'NA =: Pi(ei). Inoltre x
non appartiene ad alcun primo P di altezza uno diverso dai P; e dunque
xAp = Ap per P # Py, ..., P,. Ne segue che

2A =N, Q; = P nPen) = 1 (zApNA) = N{zApNA; P € X1(A)}.
O

Dalla proposizione precedente segue che in un dominio di Krull, come nei
domini noetheriani, vale il Teorema dell’Ideale Principale: Un ideale primo
¢ minimale su un ideale principale non nullo se e soltanto se ha altezza uno.

Teorema 13.4 Le sequenti proprieta sono equivalenti per un dominio A:
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(i) A é di Krull;

(ii) Ap é un DVR, per ogni primo P C A di altezza uno e A=N{Ap; P €
X1(A)} con il carattere di finitezza.

In particolare, ogni dominio di Krull A é essenziale.

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia F una famiglia di DVR tale che A = Ny £V
con il carattere di finitezza. Per la Proposizione 12.5(2), Ap ¢ un DVR,
per ogni primo P C A di altezza uno e Ap € F. Dunque l'intersezione
B :=n{Ap; P € X;(A)} ha il carattere di finitezza.

Chiaramente A C B. Viceversa, sia % € B non nullo. Se y & invertibile
in A, allora & € A. Altrimenti, yA = "{yApNA; P € X;(A)} (Proposizione
13.3(3)). Ma poiché & € Ap, per ogni P € X;(A), alloraz € N{yApNA; P €
X1(A)} =yA. Ne segue che 7 € A.

(ii) = (i) segue dalla definizione. O

Proposizione 13.5 Sia A un dominio di Krull. Allora:
(1) Se S G A* é una parte moltiplicativa, Ag é un dominio di Krull.

(2) Se X ¢ un’indeterminata su A, A[X] é un dominio di Krull.

Dimostrazione. (1) segue subito dal Corollario 12.4.

(2) Sia @ € A[X] un ideale primo di altezza uno. Allora Q@ N A = (0) se
e soltanto se Q = Py := f(X)K[X]N A[X], con f(X) € K[X] un polinomio
irriducibile; infatti K[X] e la localizzazione di A[X] nella parte moltiplicativa
A\ {0}. In questo caso, A[X]p, = K[X](s(x)) ¢ un DVR.

Invece QNA = P # (0) se e soltanto se P ¢ un ideale primo di altezza uno
di A e @ = P[X]. Infatti, se P’ C P, allora P'[X] C P[X]; quindi se P[X]
ha altezza uno, anche P ha altezza uno. Viceversa, sia P C A di altezza uno
e sia @' C P[X] un ideale primo non nullo. Mostriamo che @' N A # (0). Da
cui Q' = P[X]. Poiché A[X|pix] = Ap[X]pa,p(x], P[X] e PAp[X] hanno la
stessa altezza. Allora possiamo localizzare in P e supporre che A sia locale
con ideale massimale P.

Consideriamo un polinomio non nullo f(X) :=ap+ a1 X +---+a, X" €
Q'. Poiché A = Ap & di valutazione, gli ideali principali (a;) di A sono
linearmente ordinati. Quindi esiste un coefficiente a; # 0 che divide tutti
gli altri coefficienti e possiamo scrivere f(X) = af’(X), cona:=aj € Ae
/(X)) € A[X]\ P[X]. Ne segue che f'(X) ¢ Q eac @ NA.

Ora, poiché A & di Krull, Ap € un DVR e dunque PAp & principale. Ne
segue che anche PAp[X] ¢ principale e A[X]|p;x] = Ap[X]pa,[x] (essendo
di dimensione uno) ¢ un DVR.

Notiamo che N{A[X]p,; f(X) € K[X] irriducibile} = K[X] e mostriamo
che

A[X] = Ngex, (apx) AlX]g = K[X] N {Npex, (4)A[X]pix) }-
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Sia vp(x] la valutazione discreta normalizzata di K (X) il cui anello & A[X]p(x]-
Questa & la valutazione P-adica indotta da P[X], definita su A[X]* da
vpx](f(X)) = n > 0 se e soltanto se f(X) € P"[X]\ P""[X]. La re-
strizione di vpx) a K & la valutazione P-adica indotta da P, definita su
A* da vp(a) = n > 0 se e soltanto se a € P"\ P""!. Dunque, dato
f(X) = Y0 a; X" € A[X], risulta f(X) € P"[X]\ P""[X] se e sol-
tanto se vp(x)(f(X)) = n = min{vp(a;)}. In conclusione, la valutazione
vpix] ¢ definita su K[X]* ponendo vpx)(f(X)) = min{vp(a;)}. Allora
f(X) € A[X]px] se e soltanto se vp;x] = min{vp(a;)} > 0, se e soltanto
se vp(a;) > 0, se e soltanto se a; € Ap, per ogni i = 1,...,n. Finalmente,
dato f(X) € K[X], si ha f(X) € A[X]px) per ogni P € X;(4), se e sol-
tanto se a; € Ap per ogni P € X;(A),i=1,...,n, se e soltanto se a; € A,
i=1,...,n, cioe f(X) e A[X].

Il carattere di finitezza segue da quello di K[X] e di A. O

Un dominio noetheriano integralmente chiuso di dimensione uno si chia-
ma un dominio di Dedekind.

Vogliamo far vedere che i domini di Dedekind sono precisamente i domini
di Krull di dimensione uno

Proposizione 13.6 Sia A un dominio e sia I C A un ideale. Se [Aps é fi-
nitamente generato, per ogni M € Max(A), e l'intersezione A = N{Apr; M €
Max(A)} ha il carattere di finitezza, allora I é finitamente generato.

In particolare, se Ap; é noetheriano, per ogni M € Max(A), e linter-
sezione A = N{Ap; M € Max(A)} ha il carattere di finitezza, allora A ¢é
noetheriano.

Dimostrazione. Sia I un ideale di A. Vogliamo far vedere che I ¢é fini-
tamente generato. Per ipotesi I € contenuto in un numero finito di ideali
massimali My,..., M, e IAy, = J;Ap, con J; C I finitamente genera-
to. Sia J := J; + -+ + J,. Chiaramente J C I e J ¢ finitamente ge-
nerato. Se I = J abbiamo finito; altrimenti per la Proposizione 16.7 .J

¢ contenuto in qualche ideale massimale diverso da Mj,..., M,. Infat-
ti TAy, = JiAnm, C JAn, C TAy,, da cui TAy, = JAp, per ogni i.
Siano My, ..., My, Myp41,... Myik, k > 1, gli ideali massimali contenenti

J. Poiché I ¢ My, allora I ¢ M,41 U---U M,y (Prime Avoidance).
Siaxz € I\ (Mpy1 U---UMyx) e J == J+zA Allora J C J' C I,

gli unici ideali massimali di A contenenti J’ sono Mi,..., M, e ancora
TAy, = JApn, = J'Ap, per ogni i. Ne segue che I = J' ¢ finitamente
generato. U

Teorema 13.7 Le sequenti proprieta sono equivalenti per un dominio A:

(i) A ¢ un dominio di Dedekind;
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(ii) A ¢é un dominio di Krull di dimensione uno;

(iii) Apr € un DVR, per ogni M € Max(A) e A = Nn{Ay; M € Max(A)}
con il carattere di finitezza.

Dimostrazione. (i) = (ii) segue dalla Proposizione 13.1.

(ii) = (iii) ¢ chiaro.

(iii) = (ii) Poiché Ajs ha dimensione uno, per ogni M € Max(A), allora
A ha dimensione uno. Inoltre A & integralmente chiuso perché ¢ interse-
zione di domini integralmente chiusi. Infine, la noetherianita segue dalla
Proposizione 13.6. O

Corollario 13.8 Se A ¢é un dominio di Dedekind, Ag é un dominio di
Dedekind, per ogni parte moltiplicativa S & A*.

Dimostrazione. Ag ¢ di Krull (Proposizione 13.5) e di dimensione uno. OJ

Esempio 13.9 (1) Per induzione sul numero delle indeterminate, si ottiene
che, se A ¢ di Krull, l'anello di polinomi A[Xj,...,X,] & un dominio di
Krull. Inoltre se A ¢ a fattorizzazione unica (risp., noetheriano integralmente
chiuso) anche A[X1,...,X,] lo & (per il Lemma di Gauss e il Teorema della
base di Hilbert rispettivamente).

(2) Un anello di polinomi in infinite indeterminate a coefficienti in un
campo ¢ un dominio a fattorizzazione unica (quindi di Krull) non noethe-
riano.

(3) Esempi naturali di domini di Dedekind sono gli anelli di interi alge-
brici di un ampliamento finito del campo Q dei numeri razionali (Paragrafo
15).

(4) Un anello di polinomi a coefficienti in un dominio di Dedekind A
¢ di Dedekind se e soltanto se A = K ¢ un campo. Altrimenti, A[X] ha
dimensione maggiore di uno.

14 Domini di Prifer

Un dominio A si chiama un dominio di Priifer se Ap; ¢ un dominio di va-
lutazione, per ogni ideale massimale M. Poiché per ogni dominio A risulta
A ={Apn; M € Max(A)}, i domini di Priifer sono intersezione di una fami-
glia di domini di valutazione essenziali ed in particolare sono integralmente
chiusi.

Teorema 14.1 Le sequenti proprietd sono equivalenti per un dominio A:

(i) A ¢é un dominio di Priifer;
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(ii) Ap é un dominio di valutazione, per ogni ideale primo P;

(iii) Ogni ideale non nullo finitamente generato di A é invertibile.

Dimostrazione. (i) = (iii) Se I ¢ finitamente generato, Ay ¢ pricipa-
le, per ogni ideale massimale M, perché A, € un dominio di valutazione
(Proposizione 2.2). Allora I ¢ invertibile (Proposizione 16.17) .

(iii) = (ii) Sia J C Ap un ideale finitamente generato. Allora J = I Ap,
con I C A finitamente generato. Poiché I ¢ invertibile in A, allora J = [ Ap
¢ invertibile e dunque principale (Proposizione 16.16). Ne segue che Ap &
di valutazione (Proposizione 2.2).

(ii) = (i) € ovvio. O

Ricordiamo che un dominio si dice di Bezout se ogni ideale finitamente
generato € principale.

Corollario 14.2 (1) Un dominio di Bezout é di Priifer.

(2) Un dominio di Pifer semilocale é di Bezout.

Dimostrazione. (1) perché gli ideali principali sono invertibili.

(2) Un ideale finitamente generato di un dominio di Priifer ¢ invertibile e
un ideale invertibile di un anello semilocale ¢ principale (Proposizione 16.16).
O

Corollario 14.3 Sia A un dominio di Prifer. Allora:
(1) Ag & un dominio di Priifer, per ogni parte moltiplicativa S C A.
(2) A/P ¢é un dominio di Prifer, per ogni ideale primo P C A.

Dimostrazione. (1) Se M C Ag ¢ un ideale primo, si ha M = QAg per
qualche @ € Spec(A) e (As)m = (As)gag = A € di valutazione. Allora A
¢ di Priifer.

(2) Gli ideali primi di A/P sono del tipo @/ P per qualche @ € Spec(A).
Siccome Agq ¢ di valutazione, allora (A/P)q/p = Ag/PAq ¢ di valutazione.
U

Mostriamo ora che i domini di Priifer noetheriani sono precisamente i
domini di Dedekind.

Teorema 14.4 Le sequenti proprietd sono equivalenti per un dominio A:
(i) A ¢ un dominio di Dedekind;

(ii) A é un dominio di Prifer noetheriano;
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(iii) A ¢é un dominio di Priifer e di Krull;
(iv) Ogni ideale non nullo di A é invertibile.

Dimostrazione. (i) = (ii) Un dominio di Dedekind & di Priifer per il
Teorema 13.7.

(ii) = (ili) Poiché Aps € un dominio di valutazione noetheriano, esso
¢ un DVR, per ogni M € Max(A). Dunque A ha dimensione uno e A =
N{Ap; P € X;(A)}. Inoltre questa intersezione ha il carattere di finitezza
perché, per la noetherianita, ogni elemento non invertibile ha un numero
finito di primi minimali. In conclusione A ¢ di Krull.

(iii) = (i) Per il Teorema 13.7, basta far vedere che A ha dimensione uno.
Questo segue dalla Proposizione 12.5(1). Infatti, sia M € Max(A). Siccome
Ajps ¢ un dominio di valutazione essenziale per A, deve essere Ay = Ap,
per qualche primo P di altezza uno. Dunque M = P.

(ii) < (iv) segue dal Teorema 14.1. O

Poiché gli ideali primi di un dominio di valutazione sono linearmente
ordinati per inclusione, lo spettro primo di un dominio di Prifer ¢ un albero,
cioe un ideale primo di un dominio di Priifer non puo contenere due ideali
primi incomparabili per inclusione.

Per la corrispondenza tra gli ideali primari di un dominio e quelli di
una sua localizzazione, gli ideali primari di un dominio di Priifer hanno pro-
prieta analoghe a quelle dei domini di valutazione (Paragrafo 4). In partico-
lare i primi ramificati di un dominio di Priifer possono essere caratterizzati
localmente come nella Proposizione 4.7.

Vogliamo ora caratterizzare i domini di Priifer attraverso alcune pro-
prieta dei loro sopra-anelli.

Proposizione 14.5 Sia A un dominio di Priifer e sia B un suo sopra-
anello. Allora:

(1) Se @ € Spec(B) e P = QN A, allora Bog = Ap e Q = PApN B.
Quindi ogni sopra-anello di valutazione di A & essenziale.

(2) Se P € Spec(A) é non nullo, PB # B se e soltanto se B C Ap.
(3) Per ogni ideale J C B, risulta J = (J N A)B.

Dimostrazione. (1) Si ha Bg D Byp 2 Ap. Poiché Ap ¢ di valutazione,
By ¢ di valutazione ed e una localizzazione di Ap (Proposizione 2.4). Allora
Bg ¢ una localizzazione di A in un ideale primo M, con M = QBgNA =
(@BoNB)NA=QNA=P. In conclusione Byg = Ape Q@ =QBgNB =
PApNB.

(2) Se B C Ap, allora PB C PAp G Ap. Quindi PB # B.
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Viceversa, sia PB # B e sia M € Max(B) tale che PB C M. Allora
PCMNAeAyna C Ap. Ma, per (1), Ayrna = Bas. Dunque B C By C
Ap.

(3) Basta far vedere che J C (J N A)B; verifichiamolo localmente. Sia
M € Max(B) e P = M N A. Allora Byy = Ap e JBy = JAp. Se
x € JBy = JAp, possiamo scrivere x = b/s, con b € Jes € A\ P.
Ma poiché B C By = Ap, possiamo anche scrivere b = a/t, con a € A e
t € A\ P. Dunque z = b/s = a/(st) con a = tb € JN A. Ne segue che
x e (JNA)Ap = (JNA)By. In conclusione JBys C (J N A)Bys per ogni
M € Max(B) e dunque J C (J N A)B. O

Proposizione 14.6 Sia A un dominio di Priifer e sia B un suo sopra-
anello. Sia A C Spec(A) Uinsieme degli ideali primi di A tali che PB # B.
Allora:

1) B é di Priifer.

3

(1)

(2) B=n{Ap; P € A}.

(3) Spec(B) ={PB,P € A}.
(4)

4) Se A ha dimensione finita, dim(A) < dim(B).

Dimostrazione. Applichiamo la Proposizione 14.5.

(1) Se @ € Spec(B) si ha che Bg = Agna ¢ di valutazione. Quindi B &
di Prifer.

(2) P € A se e soltanto se B C Ap. Quindi B C N{Ap; P € A}.
Viceversa, per ogni M € Max(B) si ha M = (M N A)B e By = Ayna.
Siccome M N A € A, risulta

N{Ap; P € A} Cn{Apna; M € Max(B)} = N{Buy; M € Max(B)} = B.

(3) Se @ € Spec(B), allora @ = (QNA)B con QN A € A.

Viceversa, se P € A, si ha B C Ap e posto Q := PAp N B risulta
Q =[(PApNB)NA]B = PB € Spec(B).

(4) Se M € Max(B), By € una localizzazione di A, quindi ha dimensione
al pit uguale alla dimensione di A. O

Lemma 14.7 Sia A un dominio integralmente chiuso, con campo dei quo-
zienti K e sia M € Max(A). Se £ € K* ¢ radice di un polinomio f(X) €
A[X])\ M[X], allora £ € Ay oppure €71 € Ay

Dimostrazione. Se f(X) € A[X]\M[X], allora f(X) € Ay [X]\MAp[X].

Quindi possiamo supporre che A sia locale, con ideale massimale M.
Sia ¢ radice del polinomio f(X) :=>"" a; X" € A[X]\ M[X].
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(a) Se a,, ¢ M, allora a,, ¢ invertibile in A e £ & radice del polinomio
monico a,,! f(X) € A[X]. Quindi £ € A.

(b) Se ag ¢ M, allora ag & invertibile in A e £~1 & radice del polinomio
monico ag ' X" f(X 1) € A[X]. Quindi ¢! € A.

(c) Supponiamo che ag,a,, € M. Siccome f(X) ¢ M[X] esiste un
coefficiente a; ¢ M, 0 < i < m. Allora

—(ao + ar€ + -+ aif") = i1 € + 428+ + am™,
da cui, moltiplicando per £,
a:=—(aof  + a1 Y b b ) = ai1€ F e - an™

Questo implica che « ¢ intero su A, e quindi o € A. Infatti, consideriamo
l'ideale frazionario I di A generato da 1,¢,...,6™ ! e mostriamo che a €
(I : I). Per questo, notiamo che risulta o’ = a; 1 &+ - +apa/ ™™ c
perj=1,...;i—lea& = —(ap¢/ "+ ---+az?) €I per j=i,...,m— 1.
Ora,se a € M,sihaa+a; ¢ M e (a+a;) +a;_1&71-- +ag = 0.
Dunque, come in (a), £ € A.
Se invece a € M, si ha @, ™" + -+ - + a;41€ — a = 0. Dunque, come in

(b), &t e A O

Teorema 14.8 Le sequenti proprieta sono equivalenti per un dominio A
integralmente chiuso:

(i) A é un dominio di Priifer;
(i

) Ogni sopra-anello di A é di Priifer;
(iii) Ogni sopra-anello di A é intersezione di localizzazioni di A;
)

(iv) Ogni sopra-anello di A é integralmente chiuso.

Dimostrazione. (i) = (ii), (ili) per la Proposizione 14.6 e (ii) = (i) e
ovvio.

(iii) = (iv) perché ogni localizzazione di A ¢ un dominio di valutazione.

(iv) = (i) Facciamo vedere che B := A); € un dominio di valutazione,
per ogni M € Max(A).

Dato ¢ € K*, mostriamo che £ € B o ¢! € B. Siccome ogni sopra-
anello di B ¢ integralmente chiuso, B[¢?] ¢ integralmente chiuso. Poiché &
¢ intero su B[¢?] (e radice di X2 — ¢2), allora ¢ € B[¢?]. Scrivendo ¢ =
ag+ a1€2 + - - + a2, vediamo che ¢ @ radice del polinomio

f(X):=ap— X +a1 X?+ - +a,X*" € B[X]\ MB[X].

Dunque, per il Lemma 14.7, £ € B oppure £~ ! € B. O
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Esempio 14.9 (1) Se (Vi, M), ..., (Vy, M,) sono anelli di valutazione del
campo K inconfrontabili per inclusione, allora A := Vi Nn---NV, ¢ un
dominio di Priifer (anzi di Bezout) semilocale, con ideali massimali P; :=
M; N A. Infatti Ap, = V; (Proposizione 12.2). Inoltre, A ¢ noetheriano,
equivalentemente un dominio a ideali principali, se e soltanto se ogni V; &

un DVR.

(2) Nel caso noetheriano, i domini di Priifer coincidono con i domini di
Dedekind (Teorema 14.4) e i domini di Bezout coincidono con i domini a
ideali principali. Poiché esistono domini di Dedekind che non sono principali,
non tutti i domini di Priifer sono di Bezout. Un dominio di Dedekind non
a ideali principali ¢ ad esempio Z[iv/5].

(3) Una intersezione di localizzazioni di A non € necessariamente un anel-
lo di frazioni. Se ogni sopra-anello di A € un anello di frazioni, A si chiama
un QR-dominio. Per il Teorema 14.8, ogni QR-~dominio integralmente chiu-
so e di Priifer, ma il viceversa non e vero. Ad esempio € noto che se A &
di Dedekind, A & un QR-~dominio se e soltanto se ogni ideale di A ha una
potenza principale.

(4) Si puo dimostrare che 'anello dei polinomi A[X] su un dominio (di
Priifer) A non ¢ mai un dominio di Priifer, a meno che A non sia un campo.
Tuttavia, se A ¢ di Priifer, alcune localizzazioni di A[X] sono ancora di
valutazione. Le proprieta di A che sopravvivono in A[X] hanno portato alla
definizione della classe piu generale dei domini di Prifer v-moltiplicativi, o

PVMD.

(5) La dimensione valutativa di un dominio A, denotata con dim,(A)
definita nel seguente modo. Diciamo che dim,(A) = n se esiste un sopra-
anello di valutazione di A di rango n e ogni altro sopra-anello di valutazione
di A ha rango al piu uguale ad n. Altrimenti poniamo dim,(A) = co.

Poiché ogni dominio locale ¢ dominato da un anello di valutazione (Pro-
posizione 2.8), si vede facilmente (procedendo per induzione sulla dimensio-
ne), che se A ha dimensione finita, allora dim(A) < dim,(A). D’altra parte,
se A & di Priifer, ogni sopra-anello di valutazione di A & una localizzazione
di A (Proposizione 14.5) e quindi dim,(A) < dim(A). Ne segue che, per i
domini di Piifer, la dimensione e la dimensione valutativa coincidono.

I domini di dimensione finita per i quali dim(A4) = dim,(A) si chiamano
domini di Jaffard. Come appena visto i domini di Priifer sono di Jaffard.

I domini di Jaffard sono precisamente i domini per i quali gli anelli di
polinomi hanno dimensione minima. E infatti noto che dim(A) = n =
dim,(A) se e soltanto se dim(A[X7,...,X,,]) = n + m, per ogni m > 1.
Questo implica che anche i domini noetheriani sono di Jaffard.

Ricordiamo che, se dim(A) = n, risulta n + 1 < dim(A[X]) < 2n+ 1
e che, per ogni m tale che n +1 < m < 2n + 1 esiste un dominio (locale
integralmente chiuso) A di dimensione n tale che A[X] abbia dimensione m.
Per m > n + 1, tutti questi domini non sono di Jaffard.
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Per approfondire questi argomenti, si veda il Capitolo V del libro di
Gilmer e la bibliografia relativa.

15 Restrizione ed Estensione di Valutazioni

In questo paragrafo manterremo le seguenti notazioni: K C L & un am-
pliamento di campi, W & l'anello di una valutazione su L e V := W N
K.

Proposizione 15.1 Con le notazioni precedenti, V & l'anello di una valu-
tazione su K, con ideale massimale uguale al centro di W .

Dimostrazione. Sia w una valutazione su L con anello associato W :=
(W, N) e sia w),. la restrizione di w a K. Allora wy, ¢ una valutazione su
K e chiaramente wj, (z) > 0 (resp. w, (z) > 0) se e soltanto se v € W N K
(resp. ze NNK =NNV). O

Date una valutazione w su L, con anello W, e una valutazione v su K, con
anello V, diciamo che w estende v (oppure che W estende V') se WNK = V.
Chiaramente w estende la sua restrizione wy,. a K, ma estende anche tutte le
valutazioni equivalenti a w),.. Inoltre se w estende v anche ogni valutazione
equivalente a w estende v. Per evitare queste ambiguita si considerano
sempre estensioni tra loro non equivalenti. Inoltre si puo supporre che se w
estende v allora v = w),., ad esempio decidendo di prendere sempre come
gruppo dei valori di una valutazione il gruppo di divisibilita del suo anello
(Pragrafo 8).

Per il Teorema di Krull (Teorema 2.9), esistono sempre valutazioni su
L che estendono una valutazione v su K. Le proprieta di queste estensioni
di v dipendono da quelle dell’ampliamento K C L e il loro studio e in
generale molto complesso. Di seguito diamo qualche primo risultato nel
caso algebrico.

Lemma 15.2 Con le notazioni precedenti, se I’ampliamento K C L ¢ alge-
brico e y € W, esiste un polinomio g(X) € V[X]|\ M[X] tale che g(y) =
0.

Dimostrazione. Sia f(X):= > "  a;X’ € K[X] un polinomio non nullo
tale che f(y) = 0. Moltiplicando per un denominatore comune dei coef-
ficienti, possiamo supporre che f(X) € V[X]. Poiché V & di valutazione,
gli ideali principali (a;) di V' sono linearmente ordinati. Quindi esiste un
coefficiente a; # 0 che divide tutti gli altri coefficienti e possiamo scrivere
f(X) = ag(X), con a :=a; € V* e g(X) € V[X]\ P[X]. Chiaramente
9(y) = 0. O

Proposizione 15.3 Con le notazioni precedenti:
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(1) Per ogniideale I CV, siha I =IWNV.
(2) Spec(V) = {Q N K; Q € Spec(W)}.

(3) Se Uampliamento K C L é algebrico, W/Q é algebrico su V/(QNV),
per ogni Q) € Spec(W).

(4) Se Uampliamento K C L ¢ algebrico, ideali primi distinti di W si
contraggono su ideali primi distinti di V. Quindi W e V hanno lo
stesso rango.

(5) Se W ¢é un anello di valutazione discreta, anche V' lo é.

(6) Se lampliamento K C L ¢ finito e V é un anello di valutazione
discreta, anche W lo é.

Dimostrazione. (1) Chiaramente I C IWNV. Per 'inclusione inversa, sia
x € IWNV. Allora possiamo scrivere x = 2?21 a;x;,cona; € [ ex; €W.
Se a1V + -+ + a,V = aV (Proposizione 2.2), allora a € I e x € aWW. Ne
segue che za ' e WNK =V excaV C .

(2) Per ogni @ € Spec(W) risulta @ N K € Spec(V). Viceversa, sia
P € Spec(V). Per il punto (2), si ha P = I NV per qualche ideale I di W.
Mostriamo che esiste @ € Spec(W) tale che P = @Q NV ¢ primo.

Questo dipende solo dal fatto che P & primo ed & vero per ogni estensione
di anelli commutativi unitari. Infatti, sia S := V' \ P. Poiché S & una parte
moltiplicativa di W e I NS = (), esiste un ideale primo Q € Spec(W)
contenente I tale che QNS = (. Allora Q NV C P e poiché I C Q@ si ha
P=INVC@NVCP. Dacui P=QnV.

(3) Siano @ € Spec(W) e P:=QNW. Sey € W, esiste un polinomio
g9(X) € VIX]\ P[X] tale che g(y) = 0 (Lemma 15.2). Allora il polinomio
¢(X) in V[X]/P[X] = (V/P)[X] & non nullo ed & annullato da 7 € W/Q.

(4) Siano @1 e Q2 due ideali primi di W e supponiamo che Q1 & Qo.
Allora QQ2/Q1 € un ideale primo non nullo di W/Q;. Mostriamo che Q2/Q
non si contrae sullo zero di V/(Q1 NV). Questo dipende dal fatto che, per
il punto (4), W/Q; & algebrico su V/(Q:1 NV).

Infatti, sia A C B un’ estensione algebrica di anelli commutativi unitari
e sia I C B un ideale non nullo. Mostriamo che I N A # (0). Siay € I e sia
f(X) =" a;X" € A[X] un polinomio di grado minimo annullato da y.
Allora ag #0 e ag = —(a1y + - - -+ apy™) € I N A.

(5) Dobbiamo far vedere che ogni primo ramificato di V' non ¢ idempo-
tente.

Sia P € Spec(V) ramificato e sia @ # P un ideale P-primario. Sia
M = PW CW. Siccome MNV =P=PWNVeQWnNV =Q (punto
(2)), allora QW & PW C M e dunque M & ramificato. Poiché W ¢ discreto,
si ha M? # M, da cui P? # P.
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(6) Sia [L : K| = n. Facciamo vedere che, se M € Spec(W) & ramificato,
allora M # M?. Sia {Q,} l'insieme degli ideali M primari di W. Allora
M’ := N\Qx ¢ un ideale primo di W e M’ & M (Corollario 4.9). Se P :=
M NV, gliideali @, NV sono P-primari. Per il punto (5), P =M NV #
M' NV = Ny{@Qx N V}. Dunque esiste un ideale P-primario di V' diverso
da P e quindi P ¢ ramificato. Poiché V & discreto, risulta P # P2. Ora
P=PWNPDPWNP = P? quindi PW # P?2W. Se mostriamo che
M"™ C PW, otterremo che M>?" C P2W ¢ M, da cui M # M?.

Sia y € M non nullo e sia f(X) := >I_, a;X* € V[X] un polinomio
di grado » < n annullato da y. Sia w una valutazione su L di anello W.
Poiché >0, a;y’ = 0, esistono due indici 0 < i < j < n tali che a;, a; #0e
w(ay") = w(ajy’) (Proposizione 7.3). Siccome j —i > 0, allora w(y’~") =
w(a;/a;) > 0. Ne segue che a;/a; € MNK = P. Inoltre w(y’~‘a;/a;) =0 e
y/~taj/a; ¢ invertibile. Dunque (y/~‘a;j/a;) = W e y/~¢ € (a;/a;)W C PW.
Poiché j —i < r < n, y" € PW. Questo basta a concludere che M™ € PW.
Infatti M™ & generato da tutti i prodotti x1 ...z, di elementi di M. Allora,
se y genera l'ideale (z1,...,2,), st ha z...z, € y"W C PW. O

Corollario 15.4 Con le notazioni della proposizione precedente:

(1) Se W ¢ un DVR, anche V é un DVR.
(2) SeV éun DVR e [L: K] < oo, anche W é un DVR.
Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 15.3(4), (5), (6). O

Proposizione 15.5 Sia K C L un ampliamento algebrico e sia V :=
(V, M) Uanello di una valutazione su K. Se V' ¢é la chiusura integrale di V in
L, le estensioni di V' a L sono precisamente le localizzazioni VY, al variare di
N in Max(V'). In particolare V' é un dominio di Priifer e dimV = dim V".

Dimostrazione. Mostriamo prima che V}, ¢ un dominio di valutazione di
L, al variare di N in Max(V’). Sia « € L non nullo. Siccome x ¢ algebrico
su V, esiste un polinomio g(X) € V[X]\ M[X] tale che g(y) = 0 (Lemma
15.2). Poiché NNV = M, si ha anche f(X) € V/[X]\ N[X]. Allora , poiché
V' & integralmente chiuso, z € Vy; oppure 27! € V}; (Lemma 14.7). Dunque
V{ ¢ un dominio di valutazione.

Viceversa, sia W := (W, P) un’estensione di V a L. AlloraV C V' C W
e, posto N:=V'NPsiha M =VNP=VNN. Allora N € Max(V")
e Vi, € W. Siccome VJ; ¢ di valutazione, W ¢ una localizzazione di V} e
possiamo scrivere W = V), con Q@ C N. Dunque P =QVj, e M = PNV =
QVHENVE) NV =QVyNV = NVENnV. Allora P = QVy = NVy
(Proposizione 15.1(5)) e W = V. O

Proposizione 15.6 Sia A un dominio di Prifer con campo dei quozienti
K. Se K C L ¢ un ampliamento algebrico, la chiusura integrale di A in L
e un dominio di Priifer.
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Dimostrazione. Sia A’ la chiusura integrale di A in L e sia N € Max(A’).

Se M:=NnAeS:=A\M, allora Ay = (Ap)’ & la chiusura integrale di

Apy in L. Poiché A ¢ di Priifer, Ay ¢ di valutazione e dunque Ay = (Ap)’

¢ di Priifer (Proposizione 15.5). Siccome N NS = @, NAg & un ideale

massimale e allora (A)ya. = Ay € di valutazione. Concludiamo che A" &
S

di Priifer. O

Un dominio di Priifer tale che Ay sia un DVR, per ogni ideale massimale
M, si chiama un dominio almost Dedekind. Un dominio di Dedekind & preci-
samente un dominio almost Dedekind con il carattere di finitezza (Teorema
13.7).

Proposizione 15.7 Sia A un dominio almost Dedekind con campo dei quo-
zienti K. Se K C L é un ampliamento finito, la chiusura integrale di A in
L é un dominio almost Dedekind.

Dimostrazione. Sia N € Max(A’) e M = NN A € Max(A). Procedendo
come nella dimostrazione della Proposizione 15.6, osserviamo che A’y ¢ un
dominio di valutazione di L che estende Aj;. Poiché Apy € un DVR e
[L : K] =n, anche A’y ¢ un DVR (Corollario 15.4). O

Esempio 15.8 (1) Si puo dimostrare che anche la chiusura integrale di un
dominio di Dedekind in un ampliamento finito del campo dei quozienti ¢ di
Dedekind. Il carattere di finitezza segue dal fatto che, se [L : K] = n, il
numero delle valutazioni non equivalenti di L che estendono una valutazione
su K ¢ finito (al pitt uguale al grado di separabilita). Per questo si puo vedere
il Paragrafo 20 del Gilmer o il Capitolo 6 del Bourbaki.

Ad esempio, tutti gli anelli di interi algebrici in un ampliamento finito
di Q sono domini di Dedekind.

(2) Sia A(A) il gruppo di divisibilita di un dominio di valutazione A. Con
le solite notazioni, se W estende V, allora risulta A(V) C A(W). L’indice
di A(V) in A(W) si chiama 'indice di ramificazione di w rispetto a v e si
denota con e(w,v) := [A(V) : A(W)].

Poiché poi W domina V', si ha anche un’immersione dei campi residui
E(V) C E(W). 1l grado di questo ampliamento di campi si chiama il grado
residuo di w rispetto a v e si indica con f(w,v) := [k(W) : k(V)]. Notiamo
che se K C L ¢ algebrico, anche I'ampliamento k(V) C k(W) & algebrico
(Proposizione 15.3(3)).

Se [L : K] = n, ci sono soltanto un numero finito wy, ..., w, di valuta-
zioni non equivalenti di L che estendono v e risulta e(wy, v) f(wy,v) + -+ +
e(wy,v) f(w,,v) < n, in particolare, se 'ampliamento K C L & finito, indici
di ramificazione e gradi residui sono finiti. L’uguaglianza & raggiunta ad
esempio se v e discreta e 'ampliamento K C L e separabile, come nel caso
degli anelli di interi algebrici (Bourbaki, Capitolo 6, Paragrafo 8).
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(3) Se Pampliamento K C L non é finito, non & detto che 'estensione in
L di un DVR di K sia ancora un DVR, come mostra il seguente esempio:
La chiusura integrale di Z nel campo A dei numeri algebrici ¢ un dominio
di Priifer di dimensione uno in cui tutti gli ideali radicali sono idempotenti.

Quest’ultima proprieta discende dal fatto che A € un campo algebrica-
mente chiuso. Infatti, sia A un dominio integralmente chiuso il cui campo
dei quozienti K sia algebricamente chiuso. Facciamo vedere che se Q = /Q
¢ un ideale radicale si ha Q = Q2. Sia a € Q. Poiché K & algebricamente
chiuso, esiste z € K tale che 2 = a. Ma siccome z ¢ intero su A, allora
z €A Dunque z € Q e a =2 € Q%

(4) Se K(X) ¢ un ampliamento semplice trascendente, le estensioni di
una valutazione v su K ad una valutazione su K (X) possono essere co-
struite dando un opportuno valore a X (in un gruppo totalmente ordinato
contenente il gruppo dei valori A di v). Questo si puo fare in infiniti modi.

Una valutazione su K(X) che ha lo stesso gruppo dei valori A di v &
quella indotta dall’applicazione w : K[X|* — A definita da w(ap + a1.X +
-4 apX™) = min{v(a;)} (w ¢ tale che w(X) = 0).

Questa valutazione € stata gia usata nella dimostrazione della Proposi-
zione 13.5(2). Per approfondimenti si pud vedere il Capitolo 6, Paragrafo
10, del Bourbaki.

16 APPENDICE:
Ideali frazionari e ideali invertibili

Se A € un dominio con campo dei quozienti K, un ideale frazionario di A &
un A-sottomodulo I di K tale che dI C A, per qualche elemento non nullo
d € A. Quindi I ¢ un ideale frazionario di A se e soltanto se I = d~'J,
dove 0 # d € A e J C A ¢ un ideale. Segue dalla definizione che ogni
A-sottomodulo di un ideale frazionario ¢ ancora un ideale frazionario.

Le proprieta elencate nelle seguenti due proposizioni sono di facile veri-
fica.

Proposizione 16.1 Siano I, J ideali frazionari di A. Allora:
(a) IJ :={>"" wyi; xs €L,y € J,n>1};
(b) INJ;
(c) I+J:={a+y;zel,ycJ}
sono ideali frazionari. O
Dati due A-sottomoduli I, J di K, poniamo

(I:J)=U:xJ)={xeK;xJ CI};
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(I:ad)=UI:xgJ)NA={x € A;zJ CI}.

Con questa notazione, un A-sottomodulo I di K € un ideale frazionario di
A se e soltanto se (A : I) # (0).

Proposizione 16.2 Siano I, J, H ideali frazionari di A. Allora:
(a) (I:J) & un ideale frazionario di A e (I 14 J) é un ideale di A;
(b)y {:JH)=(({:J): H);

(¢) (I :J)y=a(:J)e(:aJ)=atI:J), per ogni elemento non
nullo x € K.

Inoltre, per ogni famiglia di ideali frazionari {H;}:
(d) (NH; : J)=nN(H;:J);
(e) (L:> H;)=n(I:H;). O

Proposizione 16.3 Siano I e J due ideali frazionari non nulli di A. Allora
I e J sono isomorfi come A-moduli se e soltanto se I = xJ, con x € K\{0}.

Dungque l'ideale frazionario (I : J) e A-linearmente isomorfo al modulo
Homa(J,I) degli A-omomorfismi di J in I. Inoltre, (I : I) é isomorfo
all’anello degli A-endomorfismi di I.

Dimostrazione. Per ogni x € (I : J), la moltiplicazione per x
ot —1I; a—ax

¢ un A-omomorfismo ed ¢ iniettivo se x # 0.

Allora, se z € K\ {0} eI =aJ,sihachexz e (I:J)el = py(J)e
isomorfo a J. Viceversa, sia ¢ € Hom(J, I) non nullo. Mostriamo che, per
ogni a,b € J\ {0}, a~ty(a) = b~tp(b). Allora, posto z := a~l¢(a), per ogni
b € J potremo scrivere ¢(b) = zb = p,(b), da cui ¢ = p, & la moltiplicazione
per z e o(J) = zJ.

Sia d € A non nullo tale che dJ C R e siano a1 := da, by := db € A.
Allora per A-linearita,

da cui,

Ho(0) = £o(6) = b o(0)

Per quanto appena visto, I’applicazione

atp(a) =a

U:(I:J)— Homa(J,I); v+ pg.

¢ A-lineare e biiettiva. Infine, (I : I) e Enda(I) := Homa(I;I) sono anelli
eW: (I:I)— Endy(I) ¢ anche un isomorfismo di anelli. O
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Remark 16.4 Poiché, come appena visto, l'ideale frazionario (A : I) &
A-isomorfo a Hom4 (I, A), esso si chiama anche il duale di I.

Se I & un ideale frazionario di A, I & isomorfo ad un ideale intero J e gli
anelli degli endomorfismi di I e J coincidono. Infatti risulta I = d~'.J, con
0#deAeJ CAedinoltre (I :1)=(J:J).

E evidente che gli A-sottomoduli ciclici di K (cioe quelli del tipo zA,
con ¢ € K) sono ideali frazionari. Piu generalmente, abbiamo il seguente
risultato.

Proposizione 16.5 Sia A un dominio con campo dei quozienti K. Ogni
A-sottomodulo di K finitamente generato é un ideale frazionario di A.

Dimostrazione. Sia [ := x1A+---+x,A4, con x; := Z—Z € K. Allora posto
d:=by...b,sihadl CA. O

Proposizione 16.6 Siano I,J ideali frazionari di A e S & A* una parte
moltiplicativa. Allora (I : J)As C (IAg : JAg). Se inoltre J é finitamente
generato, (I : J)Ag = ([Ag: JAg).

Dimostrazione. E evidente che (I : J)Ag C (IAg : JAg). Inoltre, sia
J =Y x;A finitamente generato. Allora ([Ag: JAg) = ([As: > xiAg) =
N(TAg : 2;Ag) = Ny ' TAg = N(T : 2;A)Ag = (I : Y 2;A)Ag = (I : J)As.
(]

Proposizione 16.7 Se A ¢ un dominio, allora per ogni ideale frazionario
I di A risulta I =N{IAp; M € Max(A)}; in particolare A = N{Ap; M €
Max(A)}. Dunque I = J se e soltanto se TAy = JAp per ogni ideale
massimale M.

Dimostrazione. Chiaramente I C N{IAy;; M € Max(A)}. Viceversa,
fissato M, siaz := % € TAy,cona € Iese€ A\M. Alloras € (I :y x)\M,
da cui (I 14 z) € M. Percio, se z € N{IAy; M € Max(A)}, si ha
(I:a2)¢ M, perogni M € Max(A). Dacui(I:yz)=A>1lex =1z € A,
U

Remark 16.8 Anche se (I : J)Ay & (IAy @ JAym) per qualche M €
Max(A), si ha comunque (I : J) =N(I : J)Ay = N(TAp = JAp). Infatti
I=nNIAp e (I : J) = (ﬂIAM : J) = ﬂ(IAM : J) = ﬂ(IAM : JAM)

Nel seguito indicheremo con F(A) l'insieme degli ideali frazionari non
nulli del dominio A. Poiché F(A) ¢ chiuso rispetto alla moltiplicazione di
ideali, F(A) & un semigruppo moltiplicativo commutativo, con unita A.

Un ideale frazionario non nullo I di A si dice invertibile se & invertibile
nel semigruppo F(A), cioe se esiste un (unico) ideale frazionario J tale che
1J = A.

Notiamo che un ideale invertibile I & cancellabile, ovvero, dati Hy, Hs €
F(A), si ha TH; C IHj se e soltanto se H; C Ho.
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Proposizione 16.9 Se I € F(A) ¢é un ideale invertibile, allora il suo in-
verso ¢ (A : I). Dunque I é invertibile se e soltanto se I(A : I) =

A.

Dimostrazione. Sia A =1J. Allora JC (A:I)e A=1JCI(A:1I)C A,
da cui A = I(A:I). Per I'unicita dell'inverso, J = (A : I). O

Proposizione 16.10 Sia A C B un’estensione di domini. Se I € F(A) é
invertibile, allora IB € F(B) ¢ invertibile.

Dimostrazione. Sia A =1.J. Allora B=1JB = (IB)(JB). O

Dalla proposizione precedente otteniamo che, se I € F(A) ¢ invertibile,
per ogni estensione A C B, si ha (A:I)B = (B:IB).

Proposizione 16.11 Sia I un ideale frazionario invertibile. Allora, per

ogni J, H € F(A),
(IJ:H)=I1(J:H); (H:IJ)=(A:D)(H:J).
In particolare (I : I) = A.

Dimostrazione. Per la prima uguaglianza, z € (IJ : H) < 2H C IJ &
2(A:)HCJex(A:I)C(J:H)< xe€l(J: H). Daquesta, per H =1
e J = A, otteniamo (I : I) = A.

La seconda uguaglianza si prova in modo analogo. O

Proposizione 16.12 Se M € Max(A), allora M ¢ invertibile se e soltanto
se (M :M)=A.

Dimostrazione. Se M ¢ invertibile, allora (M : M) = A per la Proposizio-
ne 16.11. Viceversa, se M non & invertibile, poiché M C M(A: M) C A, si
ha M(A: M)=M,dacui (M:M)=(A:M)eAG(A: M)=(M:M).
U

Proposizione 16.13 (1) Se I € F(A) é un ideale invertibile e I = JH,
con J,H € F(A), allora J,H sono ideali invertibili.

(2) Se J C I C A sono ideali e I ¢é invertibile, allora J = IH, per un
ideale H C A.

(3) Se P, Q sono ideali primi invertibili e P C @Q, allora P = Q.

Dimostrazione. (1) A=I(A:I)=J(A:1)H)=(J(A:1))H.

(2) Se J C I, allora H := J(A : I) C A. Percio se I ¢ invertibile,
J=1(A:1)J =IH.

(3)Se PC @, per(2),P=QH,con H:=(A:Q)P C A. Poiché H{ P
(altrimenti cancellando P sarebbe (A: Q) =A) alloraQ CPe P=Q. O
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Proposizione 16.14 Se P & I C A sono ideali, P é primo e I é invertibile,
allora I := I /P ¢é un ideale invertibile di A := A/P.

Dimostrazione. Poiché I ¢ invertibile, per x € I \ P si ha xA = [ H con
H C A (Proposizione 16.13(2)). Passando alle classi modulo P, otteniamo
zA =TH. Dunque I ¢ invertibile in A (Proposizione 16.13(1)). O

Terminiamo con una caratterizzazione locale degli ideali invertibili.

Proposizione 16.15 Un ideale frazionario invertibile é finitamente gene-
rato.

Dimostrazione. Sia I € F(A) invertibile e sia J € F(A) tale che IJ = A.
Poiché 1 € 1J, esistono z1,...,2, € [ e y1,...,y, € J tali che 1 = z1y1 +
-+« 4 Zpypn. Allora, per ogni a € I, risulta a = al = z1(ay1) + - - - + xn(ayy).
Poiché ay; € IJ = A, ne segue che x1,...,x, generano I. O

Proposizione 16.16 Se A ha un numero finito di ideali massimali, ogni
ideale frazionario invertibile di A ¢é principale.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare I'asserto per gli ideali interi.
Siano My, ..., M, gli ideali massimali di A e sia I C A un ideale invertibile.
Sen =1, A ¢ locale, con ideale massimale M = M;. Poiché I ¢ inver-
tibile, I # IM. Allora, se x € I \ IM, (A : I) C A & un ideale che non &
contenuto in M. Ne segue che (A :I) = A e I = xA & principale.

Sia ora n > 2. Poiché M; 2 Njx;M; ed I & invertibile, allora IM; 2
I(NjziM;) perognii =1,...,n. Siaxz; € I(Nj£;M;j)\IM; e x :=x1+---+
Zp. Allorax € I e x ¢ IM,. Ne segue che x(A: 1) C Aex(A:I) ¢ M; per
ogni i e dunque z(A:I)=Ael =zA. O

Proposizione 16.17 Sia I un ideale frazionario non nullo di A. Le se-
guenti condizioni sono equivalenti:

(i) I é un ideale invertibile;

(ii) I é finitamente generato e I Ay é principale, per ogni ideale massimale
M di A.

Dimostrazione. (i) = (ii) / ¢ finitamente generato per la Proposizione
16.15. Poiché I Ay ¢ invertibile (Proposizione 16.10) allora esso & principale
per la Proposizione 16.16.

(ii) = (i) Poiché I ¢ finitamente generato, per ogni ideale massimale M
di A, si ha (A : I)AM = (AM : IAM) Inoltre I(A : I)AM = IAM(AM :
TAy) = Ap. Quindi I(A:I) = A (Proposizione 16.7). O
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