Corso di laurea in Matematica - Anno Accademico 2005/2006

FM1 - Equazioni differenziali e meccanica
TUTORATO I - L1viA CORSI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

ESERCIZIO 1. Per prima cosa calcoliamo lo spettro della matrice A. 1l polinomio caratteristico ¢ dato da

P()\):det(A—)\]l):(—1—)\)(2—/\)+§:)\2_>\+£

e dunque

1
PA) =0 <« A:E

Pertanto lo spettro della matrice A sara linsieme %(A) = {1}. Avremo dunque il solo autospazio

generalizzato E* = E* () = Ker (A— %]l)2 e si osserva immediatamente che (A4 — %]l)2 ¢ la matrice

nulla. Percido avremo che E* = R? e quindi possiamo scegliere come autovettori generalizzati, i vettori
della base standard di R?, i.e.

v =(1,0) vy = (0, 1)

_ 10 ~ 1
QlZQ:(O 1) ¢ SZ(S

e quindi S = Q~1SQ = S. Sia N la matrice

da cui otteniamo

= O
N———

Si vede facilmente che N ¢ una matrice nilpotente, infatti N2 = (0);j. Possiamo dunque calcolare
I’esponenziale di A come il prodotto degli esponenziali di S e N, i.e.

exp(At) = Q texp (gt) Q (1 + Nt)
ez 0 -3t -t
N0 ez 5 1+t

_ s (1 — %t) —te?
B %te% 3 (1 + %t)

{:r,l(t) = (2 — 4t)e?
x2(t) = (1 + 6t)e

N[+

ESERCIZIO 2. Per prima cosa calcoliamo lo spettro della matrice A. Il polinomio caratteristico & dato da



e dunque

PN =0 = JX=a-1, A=1

Pertanto lo spettro di A risulterd essere 3(A) = {a — 1, 1}. Dovremo quindi suddividere nei due
casi, @ # 2 e a = 2. Consideriamo per primo il caso « # 2 e calcoliamo gli autospazi (generalizati).
E*(1) = Ker(A — 1) é dato dalle equazioni

{—$1+(C¥—1)1’2=0

—z1+(a—1)z2=0 {z1 = (@ — 1)z,

e quindi risulterd essere

EX1)={((a—1)t,t) eR* : te R}
mentre E*(a — 1) = Ker(A — (a — 1)1) che & dato dalle equazioni

{ —(a—1Dz1+(a—1)ax2=0
— {331 = I9
—z1+x22=0
percid avremo
E*(a—1)={(t,t) cR* : tc R}

Pertanto una base di autovettori (generalizzati) sara data, ad esempio, dai vettori

vy =(a—1,1)

s (1 0 4 fa—11
S:(O a—l) ¢ Q1:(1 1)

Osserviamo che S = Q*1§Q = A, quindi A é semisemplice e il suo esponenziale &

1}22(1,1)

da cui

exp(At) = Q™" exp(SH)Q

N6 A )
1 1 0 e(ai) —1 a—2

et—e

(a_l)et_e(afl)t
— < a—2
- (a—1)t
a—2

e quindi la soluzione del sistema &

(a0 —1)et — elo—Dt

(a_l)(e(afl)t_et)
a—2
(a_l)et_e(afl)t

a—2

(a— (e —ef)

o1 +

o2
a—2

(v — 1)et —ela—Dt

zi(t) = a—2
et — e(a—l)t
z2(t) = a_g to +

Zo2
a—2

Analizziamo ora il caso a = 2. 1l solo autospazio generalizzato & E*(1) = Ker(A — 1)? e la matrice
(A — 1)? & la matrice nulla; pertanto E*(1) = R? e quindi scegliamo come autovettori generalizzati, i

vettori della base standard di R? i.e.



v =(1,0) vy = (0, 1)

- 10 s (10
R (R I U

e quindi S = Q715Q = S. Sia N la matrice

-1 1
weasso ()

Si vede facilmente che N ¢ una matrice nilpotente, infatti N2 = (0);j. Possiamo dunque calcolare
I’esponenziale di A come il prodotto degli esponenziali di S e N, i.e.

da cui otteniamo

exp(At) = QL exp (§t) Q (1 + Nt)
(0
- (et (—1te_t ! (1 -ﬁ)et)

x1(t) = (1 —t)elzgy + telagn
322(75) = —tetxm + (1 + t)@ta?()g

e quindi la soluzione del sistema ¢ data da

ESERCIZIO 3. Per prima cosa calcoliamo lo spettro della matrice A. Il polinomio caratteristico ¢ dato da

PO = det(A— M) = (1= N[(6 = A) (=2 = A) +17] = (1 — \)(A2 — 4\ + 5)

percid avremo

PN =0 — A=1, A=2+41i, A=2—14
e quindi ¥(A4) = {1,2+ ¢, 2 —¢}. Calcoliamo ora gli autospazi (generalizzati). E*(1) = Ker(A —1) ¢

dato dalle equazioni

{4$1+5$2—|—17$3 =0 {.233 =—Tr1
—

2.231 — T2 — 333‘3 = 0 ro = 23331

Pertanto avremo
E*(1) = {(t, 23t, —7t) €R® : t € R}
Calcoliamo ora E*(2 +14) = Ker(A — (2+14)1) che é dato dalle equazioni

—(1+i)x1=0
doy + (4 —d)zg + 1723 =0 = n=0
! 2 3 $2=—(4+i)$3

201 —wo — (4 +1i)xz3 =0

e quindi



E*(2+1i) = {(0,—(4+i)t,t) e R® : t e R}

da cui troviamo i due vettori coniugati

¢2(07_4_Za1) € @Z(Oa_4+lal)
che, scritti come somma di parte reale e parte immaginaria, sono (0, —4,1) £4(0, —1,0). Quindi possiamo
considerare i due vettori reali
u=(0,—4,1) e v=(0,-1,0)

Pertanto una base di autovettori generalizzati risulta essere u, v e w = (1,23, —7). In questo modo
avremo

0 0 1 0 0 1 0 0
2 —1 e Qlt=(23 -1 —4 = Q=|-5 -1 -4
1 2 -7 0 1 7 0 1

n
I
OO =

Si verifica facilmente che Q~1SQ = A, quindi A é una matrice semisemplice e il suo esponenziale &

exp(At) = Q' exp(5)Q
et 0 0
=Q ' 0 e*cost —e?sint|Q

0 e?sint  e?cost

et 0 0
= | 23e! + €2 (27sint — 23 cost) e?!(cost + 4sint) 17e% sint
—Tet + e?(Tcost — Hsint) —e?tsint e?(cost — 4sint)
percio la soluzione del sistema é
z1(t) = —€

zo(t) = —23e’ + (23 cost — 10sint)e?
x3(t) = Te' 4 (sint — 6 cost)e*

ESERCIZIO 4. Per prima cosa calcoliamo lo spettro della matrice A. Il polinomio caratteristico ¢ dato da

P\) =det(A—=X)=-X2-)N) —a=X\ -2\ -«

percio dovremo distinguere i tre casi, « = —1, « > —1 e @ < —1. Cominciamo con il caso a > —1; in
questo caso il polinomio caratteristico ha due radici reali e lo spettro della matrice A ¢ dato dall’insieme
Y(A) ={1+vV1+a,1—+1+a}. Avremo quindi E*(1+ 1+ a) = Ker(A— (1++/1 + a)1) che & dato
dalle equazioni

= {x1:(1+\/1+a)x2

I-vV1i+a)r+are=0
$1—(1+\/1+04)$2:0

pertanto

EX1+V1i+a)={(1+VI+a)t,t)eR?* : te R}
Analogamente E*(1 — 1+ «a) = Ker(A — (1 — /1 + «)1) ¢ dato dalle equazioni



{(1+\/1+—a)x1+0w2:0 = o =0-VIitam

1 —(1—=vV1+a)ze =0

da cui otteniamo

EX(1—-V1+a)={(1-VI+a)t,t)cR?® : tcR}

Scegliamo come base di autovettori (generalizzati), ad esempio, i vettori

v=014+v1+a,l) e vu=(1-+vV1+a,l)

In questo modo avremo

s (1+V1+a 0 4 (1+VI+a 1-Vita
S - e Q = E
0 1-v1i+a 1 1
1 —14+v14«
Q — (2\/1+a 2V 1+« )
—1 1414«
2y 1+« 2V 1+«

e si verifica immediatamente che Q~1.SQ = A il che significa che A & semisemplice e il suo esponenziale &

exp(At) = Q" exp(St)Q

e(l-‘r\/l-i-_a)t 0
_ -1
= ( 0 e(l_m)f,> Q
(1+\/1-|-_a)e(1+\/1+_'*>‘_(1_\/1-|-_a)e(1*\/1+_‘*>‘ a(e“*m”—e(l*m”)
— 2v/ 1+« Qm
- e(IHVIFa)t _ (1—vTIFa)t (—1+\/H-_a)e(1+\/m>‘+(1+\/1-|-_a)e(1*\/1+7‘*>‘
21+« 21t

percio la soluzione &

(1+a+VI+a)etTVIFaIt (1 4o —/1+a)elt-vVIitar

2V1+a
6(1+\/1+a)t +6(17\/1+a)t

2

Se invece @ < —1 lo spettro di A & X(A) = {1+iy/|[1+«a|,1—iy/|1+ a|}. Calcoliamo gli autospazi
generalizzati. E*(1+iy/|1+ a|) = Ker(A — (1 +1i4/|1 4+ «|)1) & dato dalle equazioni

{(1 — i1+ a)z1 +aze =0

x1— (14|14 a])za =0

Z‘l(t) =

To (t) =

— {xl = (1 +iy|I+ a])zs
e quindi avremo

EX(1+iyv1+a)) = {((Q+i/|l +a|)t,t) €cR* : t € R}

da cui troviamo i due vettori coniugati (1,1) +i(4/|1 + «/,0) e quindi possiamo considerare i due vettori
reali

u=(1,1) e v= (/|14 «al,0)

come autovettori generalizzati. In questo modo troviamo



s T T < e (7 )

Si vede facilmente che Q=15Q = A e quindi ’esponenziale di A risultera essere

exp(At) = Q Lexp(SHQ = A
_ g <et cos(ty/|1 +a|) —etsin(t /|1 + a|)> 0
B etsin(t /|1 +al) etcos(t /|1 + al)

et (v/|14af cos(ty/|1+a|)+sin(t/|1+al)) _ el (sin(ty/|1+al)) et |1 T O[| Sil’l(t |1 T a|))

_ VIi+a] VI1+al
et sin(ty/|14+al) et sin(ty/|14+al) +
—_— ———=—" F €' cos(t 14+«
Vii+al VIi+al (tv/] )

percio la soluzione del problema sara

{xl(t) = e'(cos(t\/|1 + a]) — /|1 + a|sin(t\/[1 + al)

x2(t) = e’ cos(ty/|1 + al)

Infine se & = —1 lo spettro di A sarad ¥(A) = {1}. In questo caso, l'unico autospazio generalizzato
sard E* = E*(1) = Ker(A — 1)? e si verifica immediatamente che (4 — 1)? = (0);;. Pertanto risultera
E* = R? e potremo scegliere, come autovettori generalizzati, la base standard di R?, i.e.

v = (1,0) e Vo = (0,2)

da cui otteniamo Q! = Q = S = 1. Definendo N la matrice

~ 1 -1
vease(t )

si vede immediatamente che N2 & la matrice nulla, e quindi

exp(A) = exp(3)(1 + Nt)
- 0 )

- (et(i; ! (1_—ti;et)

z1(t) =€
xo(t) = €

e quindi la soluzione del sistema sara,



