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FM1 - Equazioni differenziali e meccanica
TuTORATO XI - LiviA CORsI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

ESERCIZIO 1.
(1.1) Trasformazione rigida. Il vettore che individua O’ nel sistema, k & dato da r(t) = (¢,t2(t+1)(t+2),0),
mentre la rotazione pud essere rappresentata da una matrice della forma

cos@(t) —sinf(t) 0
B=B® ) [ sinf(t) cosb(t) 0
0 0 1

dove 0(t) é tale che tgf(t) = jjor. Poiché yor(t) = t2(t + 1)(t + 2) avremo g, = 4t3 + 9t + 4t percid

0(t) = arctg(4t® 4+ 9t* + 4)

e quindi la trasformazione rigida é data da

x 13 t
yl=B|n|+|2¢t+1)(t+2)
z ¢ 0

(1.2) Legge del moto. Poiché P si muove in K lungo una circonferenza, la legge del moto in K sara
semplicemente Q(t) = (£(¢),n(t),((t)) = (cos2t,sin2t,0). Per ottenere la legge del moto in k bastera
applicare la trasformazione D a Q, ottenendo quindi

x(t) cos 2t t
y(t) | =B |sin2t | + | 2+ 1)(t+2)
z(t) 0 0
cos 2t cos O(t) — sin 2t sin O(¢) t
= | cos2tsinf(t) +sin2tcosO(t) | + | t2(t + 1)(t + 2)
0 0

t + cos 2t cos O(t) — sin 2t sin 6(t)

= | t2(t + 1)(t + 2) + cos 2t sin O(t) + sin 2t cos O(t)
0

t + cos(2t + 6(t))

= | 2(t + 1)(t + 2) + sin(2t + 0(t))

0

(1.3) Velocita assoluta. Sappiamo che la velocita assoluta & v = q, e quindi basta semplicemente derivare
il vettore che individua P nel sistema k ottendendo

1 — (24 (¢t))(sin 2t cos (t) + cos 2t sin O(t)) 1— (24 6(t)) sin(2t + 6(t))
v= |43+ 912 + 4t + (24 6(t))(cos 2t cos O(t) — sin 2t sinO(t)) | = | tgh(t) + (2 + O(t)) cos(2t + O(t))
0 0

dove chiaramente
12t2 + 18t + 4

o) =13 (413 + 9% + 4t)?

Velocita relativa. Derivando il vettore che individua P nel sistema K, otteniamo Q = (—2sin2t, 2 cos 2t,0)
percio la velocita relativa é data da

. —2sin 2t cos B(t) — 2 cos 2t sin () —2sin(2t + 6(¢))
v/ = BQ = | —2sin2tsinf(t) + 2cos2tcosf(t) | = | 2cos(2t + 6(t))
0 0



(1.4) Componente traslatoria. Da vo = f troviamo vo = (1,4t® + 9¢% + 4¢,0) = (1, tg0(t),0).
(1.5) Componente rotatoria. Sappiamo che vr = [w,q —r], con |w| = 0. D’altra parte, poiché I'asse di
rotazione del sistema & parallelo all’asse z di k, avremo w(t) = (0,0, 6(t)). Da cid otteniamo quindi

vp = (—0(t) sin(2t + 6(t)), 6(t) cos(2t + 0(t)),0)
(1.6) Forza centrifuga. Sappiamo che F .y = [, [Q2, Q]] dove 2 = Bw e quindi, nel nostro caso, Q = w.

Percio otteniamo F¢ = (62(t) cos 2t, 0%(t) sin 2t,0) = 6%(t)Q(t)
(1.7) Forza di Coriolis. Da Feor = —2[Q2, Q] troviamo Feor = (46(t) cos 2t, 46(t) sin 2t,0) = 46(t)Q(¢).

ESERCIZIO 2.
(2.1)Trasformazione rigida. Cerchiamo intanto la legge del moto di O’. Per individuare la curva lungo
cui si muove O’ notiamo che le sue componenti sono soluzione del problema di Cauchy

{2(3)12(1,0) PERT A= (ulf —1w)

e tale sistema, come sappiamo, ha per soluzione

et coswt —etsinwt
elsinwt elcoswt

z(t) = 2(0) exp(At) exp(At) = <

e quindi r(t) = v(t) = (e’ coswt, e’ sinwt, 0) se vista come curva immersa in R3. L’angolo di rotazione & dato
da

Y coswt — wsin wt
tgh(t) = E =
Y1 sin wt + w cos wt
e quindi
coswt — wsin wt)

0(t) = arctg (

Pertanto possiamo scrivere la trasformazione rigida come

sinwt + w coswt

z £ et coswt
y| =B|n]+ | esinwt
z ¢ 0

dove
cosf(t) —sind(t) 0
B=B®(t)=[sinf(t) cosb(t) 0
0 0 1

(2.2)Legge del moto in K. Poiché P si muove lungo l'asse &, la legge del moto in K sard del tipo
Q = (£(1),0,0) con £(t) che verifica I’equazione & + A& = 0 e quindi £(t) = & cos VAt + & sin v/t dove & &
la coordinata lungo l’asse ¢ della posizione iniziale di P e éo ¢ la sua velocita iniziale. Indichiamo o = V/\.
Legge del moto in k. Per determinare la legge del moto nel sistema assoluto basterd applicare la
trasformazione D a Q(t). Pertanto vale

£(t) el coswt
at)=B| 0 | + | e'sinwt
0 0

&(t) cos O(t) el coswt
Et)sind(t) | + | el sinwt

0 0
£(t) cosO(t) + et coswt
= | £(t)sinf(t) + e’ sinwt

0

(2.3) Velocita assoluta. Derivando il vettore q(¢) troviamo

£(t) cos 6(t) — £()0(t) sin O(t) + et(coswt — wsinwt)
v = | £(t)sind(t) + £(t)0(t) cos O(t) + el (sin wt + w cos wt)
0



dove £(t) = £yarcos at — Egasinat e

w(l+w)

0(t) = — 14+ w+w? —w(l+w)cos(2wt) — wsin(2wt)

Velocita relativa Derivando il vettore che individua P nel sistema K troviamo Q = (£(¢),0,0) percio la
velocita relativa ¢

£(t) cosb(t)

v =BQ= | £(t)sino(t)
0

(2.4) Componente traslatoria. Da vy = 1 troviamo vy = (e!(coswt — sinwt), et (sin wt + coswt), 0).

(2.5) Componente rotatoria. Poiché 'asse di rotazione del sistema & parallelo all’asse z di k, abbiamo
w(t) = (0,0,6(t)). Da cid otteniamo quindi vy = [w,q — r] = (—0(t)E(t) sin O(t), O(t)E(L) cos B(t), 0).

2.6) Forza centrifuga. Sappiamo che F .y = —[€,[Q2, Q]] dove 2 = Bw e quindi, nel nostro caso avremo
Q(t) = w(t). Percio otteniamo F ¢ = (02(t)&(t),0,0)

(2.7) Forza di Coriolis. Da Feor = —2[Q2, Q] troviamo Feor = (0, —2£()6(t),0).

ESERCIZIO 3.
(3.1) Trasformazione rigida. Il vettore che individua O’ nel sistema k ¢ dato dar(t) = (2 coswit,2sinwit, 0),
mentre la rotazione pud essere rappresentata da una matrice della forma

cosf(t) —sind(t) 0
B =B®(t) | sinf(t) cosb(t) 0
0 0 1

dove 6(t) é 'angolo di rotazione. Notiamo che il versore £, essendo ortogonale alla circonferenza, & diretto
come r(t) e quindi 0(t) = wyt percio la trasformazione rigida é data da

x & 2 coswit
y|l =B |n|+ | 2sinwit
z ¢ 0

(3.2) Legge del moto. Poiché P si muove in K lungo asse &, la legge del moto in K sard semplicemente
Q(t) = (&£(¢),0,0) = (cost,0,0). Per ottenere la legge del moto in k bastera applicare la trasformazione D a
Q, ottenendo quindi

x(t) cost 2 coswit
yt) | =B| 0 | + [ 2sinwit
2(t) 0 0
costcoswit 2coswit
= [ costsinwit | + | 2sinwqt
0 0
(2 + cost) coswit
= | (24 cost)sinwyt
0

(3.3) Velocita assoluta. Sappiamo che la velocita assoluta ¢ v = q, e quindi basta semplicemente derivare
il vettore che individua P nel sistema k ottendendo

—sintcoswit — wy (2 + cost) sinwi t
v = | —sintsinwit + w1(2 + cost) coswit
0

Velocita relativa. Derivando il vettore che individua P nel sistema K, otteniamo Q = (—sint,0,0) percid
la velocita relativa é data da
. —sintcoswit
v = BQ = | —sintsinw;t
0

(3.4) Componente traslatoria. Da vy = r troviamo vy = (—wj sinwyt,w; coswit, 0).



(3.5) Componente rotatoria. Sappiamo che vr = [w,q —r], con |w| = wy. D’altra parte, poiché lasse di
rotazione del sistema ¢é parallelo all’asse z di k, avremo w(t) = (0,0,w;). Da cid otteniamo quindi

vy = (—wi costsinwit, wycostcoswit, 0)

(3.6) Forza centrifuga. Sappiamo che F ¢ = —[€2, [Q2, Q]] dove 2 = Bw e quindi, nel nostro caso, 2 = w.
Percid otteniamo F¢ = (wf cost,0) = w%Q(t)'
(3.7) Forza di Coriolis. Da Feor = —2[Q2, Q] troviamo Feor = (0, 2wy sint, 0).



