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ρ(t)
�?·�¦�¸�¸!«|¦y¬©O¨º¹!´z»�´_¼�¼�´ª®�µ!©?�

O′

±!®�¦
¸�¦y³d¦y¬´ª°�³d«k¯�¯�¦y¯ª«|©y®!´cµ�«

E
»�µ�©�²^³º½A²�¦y§k´�³�´

ρ2(t) cos2 t

4
+ ρ2(t) sin2 t = 1

´R¾�±!«|®�µ�«$°�³d©�²^«|¦y¬©

ρ(t) =

√

4

4 − 3 cos2 t·^«/©z¼d¼#´�³�²^«�¨º¹!´¿¦�À�À!«|¦y¬©Á¼d¨D´�§Â°d©¥§|¦¥µ!´D°�´�³�¬«|®�¦�¯�«k©z®!´¸j©�¼#«k°�«|²�¦Ãµ�´�§k§Ä¦Á³d¦zµ�«Ä¨D´´�¼d¼#´�®�µ�©
ρ(t)
§Ä¦¥µ�«|¼#°d¦y®!¯�¦¥µ!«

O′ µ�¦ O
»

´¥¾�±!«k®jµ�«�Å¥±!®�¦Æ¾�±�¦y®z°d«Â°º½K¸j©�¼#«k°�«|²�¦!�(Ç�¦K³d©�°d¦y¯ª«|©y®!´z»�°�³º¦�°�°d¦y®�µ�©z¼�«�µ�«N±!®j¦Æ³�©y°d¦�¯�«k©z®!´È«|®(¼#´�®�¼�©K©z³d¦y³�«|©�»�¸�±!ÉÆ´�¼d¼#´�³�´
³º¦�¸!¸!³d´�¼�´ª®�°º¦�°d¦ÊµO±!®�¦¬¶¦�°�³d«Ä¨D´Ëµ�´ª§|§Ä¦Ì�©y³d¬¦

B = B(3)(t)





cos θ(t) sin θ(t) 0
− sin θ(t) cos θ(t) 0

0 0 1





µ�©�²z´
θ(t)
Åc°d¦�§|´R¨º¹!´

θ̇ = ω0

¸\´ª³º¨D«|É
θ(t) = ω0t

´Ë¾�±!«k®jµ�«�§Ä¦A°d³d¦z¼�Ì�©z³�¬¶¦y¯ª«|©y®!´c³�«|Íy«Äµ!¦ÊÅRµ!¦�°º¦µ!¦




x
y
z



 = B





ξ
η
ζ



+





ρ(t) cos t
ρ(t) sin t

0





���z� Îz�AÏ/�^ j \�<¢���Ð���jÑ���£5Ò�©z«|¨º¹�Ó
P
¼#«N¬Ê±!©�²y´?«k®

K
§|±!®!Íz©�±�®�¦Æ¨D«|³d¨ª©y®�Ì�´�³�´�®!¯�¦�»�§|¦�§k´�ÍyÍz´Oµ�´�§M¬©y°�©Æ«|®

K
¼�¦y³d½

¼�´ª¬¸!§|«|¨ª´ª¬´ª®�°�´ÕÔ
(t) = (ξ(t), η(t), ζ(t)) = (cos 2t, 0, sin 2t)

� Ò1´ª³O©�°#°d´ª®!´�³�´a§|¦*§k´�ÍyÍy´Kµ�´ª§c¬©�°d©*«|®
k
À�¦z¼�°d´ª³º½

¦�¸�¸!§k«Ä¨ª¦y³�´c§Ä¦°�³º¦y¼#Ì�©y³d¬¦y¯ª«|©y®!´
D
¦ÈÔÁ»!©�°�°�´ª®�´ª®�µ�©¶¾�±!«|®�µ�«




x(t)
y(t)
z(t)



 = B





cos 2t
0

sin 2t



+





ρ(t) cos t
ρ(t) sin t

0





=





cos 2t cosω0t
− cos 2t sinω0t

sin 2t



+





ρ(t) cos t
ρ(t) sin t

0





=





cos 2t cosω0t + ρ(t) cos t
ρ(t) sin t − cos 2t sin ω0t

sin 2t





���z� Ö���×Ë�^Ð���Øy��Ñ_ÙÃ�!�_���\Ð�Ú�Ñ���£P·�¦y¸!¸!«Ä¦�¬©¨º¹�´)§Ä¦A²z´ª§|©�¨D«k°d½A¦z¼�¼�©y§|±�°º¦RÅcÛ
= ˙Ü »�´Ý¾z±�«k®�µ!«+À�¦y¼#°d¦Ê¼#´�¬¸�§k«Ä¨D´�¬´�®�°�´Ýµ�´ª³d«k²�¦y³�´«|§�²y´ª°#°�©z³�´Ý¨º¹!´Ë«|®�µ�«|²^«|µ�±j¦

P
®!´�§�¼#«Ä¼�°d´ª¬¶¦

k
©y°#°d´ª®�µ�´�®�µ�©

Û
=





−2 sin 2t cosω0t − ω0 cos 2t sinω0t + ρ̇ cos t − ρ sin t
ρ̇ sin t + ρ cos t + 2 sin 2t sin ω0t − ω0 cos 2t cosω0t

2 cos 2t





µ�©�²z´c¨º¹!«Ä¦�³º¦�¬´�®z°d´

ρ̇ = −3

√

1

(4 − 3 cos2 t)3
sin 2t

×Ë�^Ð���Øz��Ñ�Ù���^Ð��!Ñ���Û!��£oÞ�´�³�«|²�¦�®�µ!©)«|§�²y´ª°#°�©z³�´P¨º¹!´P«k®�µ!«k²^«Äµ�±�¦
P
®!´�§!¼#«Ä¼�°d´ª¬¶¦

K
»�©�°�°�´�®!«|¦y¬© ˙Ô = (−2 sin 2t, 0, 2 cos2t)¸\´ª³º¨D«|É§Ä¦²y´�§k©�¨D«k°d½³d´ª§Ä¦�°d«k²�¦ÊÅRµ!¦�°º¦µ�¦

Û ′ = B ˙Ô =





−2 sin2t cosω0t
2 sin 2t sinω0t

2 cos 2t





�



���z� �^���A�\���o�\�����$Ñ_�OÑª���!�_Ð���Ñ_��������£MÞc¦Û
0 = ˙
�A°�³d©�²^«|¦y¬©Û

0 = (ρ̇ cos t − ρ sin t, ρ̇ sin t + ρ cos t, 0)
�

���z� �z���Ê�\���o�\���^�$Ñ��Ã�s�jÑ��!Ñ��j�s�¡�+£Ê·�¦y¸!¸!«Ä¦�¬©È¨º¹!´AÛ
T = [ω, Ü − � ] »+¨D©z® |ω| = θ̇

�)Þ�� ¦�§k°�³º¦¶¸�¦�³�°�´z»j¸\©y«Ä¨º¹!ÓÊ§	� ¦y¼d¼#´Êµ�«
³d©�°d¦y¯ª«|©y®!´Ýµ�´�§�¼#«Ä¼#°�´ª¬¶¦ÅÝ¸�¦�³º¦�§|§|´ª§|©¦y§k§
� ¦z¼�¼�´

z
µ�«

k
»�¦s²^³d´ª¬©

ω(t) = (0, 0, ω0)
�/Þ)¦¨D«|É©�°�°�´ª®�«|¦y¬©¶¾�±!«|®�µ�«

Û
T = (ω0 cos 2t sin ω0t, ω0 cos 2t cosω0t, 0)

���z� ������j���y�¥Øy�^�$Ñ��s�¡��Ú� \�+£N·�¦�¸!¸�«|¦y¬©Ë¨º¹!´
F ¨DÌ = −m[Ω, [Ω,

Ô
]]
µ�©�²y´

Ω = Bω
´�¾�±!«|®�µ�« »z®�´ª§�®�©z¼#°�³d©Ý¨�¦y¼�©�»

Ω = ω
�

Ò1´ª³º¨D«|É©�°#°d´ª®!«Ä¦�¬©
F ¨IÌ = (2ω2

0 cos 2t, 0, 0)���j���y�Æ¢����Ê�j�s�¡�jÐ¡���z£oÞc¦
F
¨ª©y³

= −2m[Ω, ˙Ô ]
°d³�©�²^«Ä¦�¬©

F
¨ª©y³

= (0,−8ω0 sin 2t, 0)
�

~)���!�$�\���������+�
�¡Î!�k�s��� Ü Ú��!�y�¡�j���Ã¢����¥���Ñ��\�/£��o¼d¼�´ª®�µ�© m = 1

»�«|§�¸\©�°�´�®!¯ª«Ä¦�§|´Ý´��¿¨ª¦z¨D´ÝÅRµ!¦�°�©¶µ!¦

V ´�� (ρ) = ρ +
1

ρ2
+

L2

2ρ2
L2 6= 0

¨º¹!´Ý³d«|¼d¨D³d«k²^«Ä¦�¬©«k®OÌ�©y³d¬¶¦A¸�«��¥¨D©z¬¸�¦�°�°d¦¨D©z¬´

V ´�� (ρ) = ρ +
α

2ρ2
α = 2 + L2

´R¾�±!«|®�µ�«+§
� ´_¾z±j¦�¯ª«|©y®�´Ýµ!«�®!´��M°d©y®Áµ�´ª§�¼#«Ä¼�°d´ª¬¶¦Å

ρ̈ = −
µ
V ´��µ
ρ

= −1 +
α

ρ3

� ����Ñ��^���Ã¢������!���¡Øy�K�!���_��Øz����Ñ_��£� �²z´ª®�µ�©¸\©z¼#°�©
y = ρ̇

»�©y°#°d´ª®!«Ä¦�¬©«k§�¼#«Ä¼�°d´ª¬¶¦µ�«|®�¦�¬«Ä¨D©






ρ̇ = y

ẏ = −1 +
α

ρ3

�¡Î!� Îz�"!ËÚ��$Ñ��Ý¢�#k� Ü Ú���Ð��%$����¡�*�Õ��Ñ��&$1��Ð¡��Ñ�Ù�£('q®KÍy´�®!´ª³º¦�§|´A«1¸!±�®z°d«�µ)� ´�¾�±!«|§k«|À!³d«k©Á¼#©z®!©¿°d±�°#°d«�´¼#©z§k«�µ�´�§k§Ä¦¿Ì�©z³�¬¶¦ (ρ0, 0)¨D©z®
ρ0

¸!±!®�°d©¨ª³�«k°�«Ä¨D©¶µ�´�§�¸\©�°�´�®!¯ª«Ä¦�§|´y��Ò1´�³d¨ª«kÉµ�©yÀ�À!«|¦y¬©³d«Ä¼#©z§k²z´ª³d´�§
� ´_¾z±j¦�¯ª«|©y®�´

1 − α

ρ3
= 0

§Ä¦Ë¾z±j¦�§|´N¹�¦R¼�©y§|±!¯ª«|©y®!´M¸\´ª³
ρ0 = 3

√
α
�+*�©y°�«Ä¦�¬©R¨º¹!´N´_¼�¼�´ª®�µ!©

α = 1+L2 > 0
»�°º¦�§|´�¼#©z§k±�¯ª«|©y®!´N´_¼#«Ä¼�°d´N¸j´�³o©zÍy®!«�²�¦�§|©y³d´

µ�«
α
�+'q®!©z§Â°d³�´Ë¼�«�²y´_µ�´cÌ�¦y¨D«|§|¬´�®�°�´Ë¨º¹!´Ë§Ä¦µ!´ª³d«k²�¦�°º¦Ê¼�´�¨ª©y®�µ�¦µ!´ª§�¸\©�°d´ª®!¯�«|¦y§k´ÝÅË¼#´�¬¸!³�´Ý¸\©z¼�«Â°d«k²�¦�»!«k®!Ì�¦�°#°d«

µ 2Vµ
ρ2

=
3α

ρ4

¾�±!«|®�µ�«�«|®Á¸�¦�³�°�«Ä¨D©z§|¦y³�´)§k©¶¼d¦�³º½A«|®
ρ0

��Ò�´�³d¨ª«kÉ
ρ0

³�«Ä¼�±!§Â°º¦´�¼d¼#´�³�´c±!®Á¸!±!®�°�©¶µ)� ´�¾�±!«|§|«kÀ!³d«|©¼#°d¦yÀ!«|§k´Ë¸\´ª³N«|§�¼�«|¼#°�´�¬¦��
�¡Î!� Ö���,È��¢��!�*���$Ñ_�Æ�!Ð�Ð-#k���/.1����Ñ���£

lim
ρ→+∞

V ´�� (ρ) = +∞
´

lim
ρ→0

V ´�� (ρ) = +∞
«|®�µ�«|¸j´�®�µ�´ª®�°d´ª¬´ª®�°�´Rµ�¦�§�²�¦�§|©y³d´Ýµ�«

α0 ���&.1Øy��¢��^Ð1�o�jÑ��^���y�¡�!Ð��\£

0.5 1 1.5 2

1

2

3

4

5

6

2 «|Íy±!³º¦O�43+5&687
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�¡Î!� �^�H!Ë���!���(¢��^Ð¡Ð��Æ���!���#£?Þc¦
E = y2/2 + V ´�� (ρ)

©�°#°d´ª®!«Ä¦�¬©
y = ±

√

2(E − V ´�� (ρ))
�Ò1´ª³º¨D«|É?®!´�§�¸!«Ä¦�®!©Áµ�´�§k§|´

Ì�¦y¼�«$¦s²�³d´ª¬©A¨ª±!³d²y´)¼�«|¬¬´ª°�³d«|¨º¹!´)³�«Ä¼�¸j´ª°#°�©¦�§|§	� ¦y¼d¼�´
ρ
�'q®!©z§Â°d³�´z»�¸\©y«Ä¨º¹!Ó)«k§$¸\©�°�´�®!¯ª«Ä¦�§|´�´��¿¨ª¦y¨ª´�Å)§k«|¬«Â°º¦�°�©µ!¦y§jÀ�¦z¼�¼�©�»�«|§

¬©�°d©¼d¦�³º½Ê¸j©�¼�¼�«kÀ�«k§|´Ý¸j´�³�²�¦�§|©y³d«$µ!«�´ª®!´�³�Íz«|¦Ê¬¶¦�ÍzÍy«|©y³d«$µ!«
V (ρ0)

�

Î



• Ò�´�³ E = V ´�� (ρ0)
«|§�¼�©y§|©Ê¸!±�®z°d©¿¼�°º¦�À!«|§|´

P0 = (ρ0, 0)
�

•
Ò�´�³

E > V ´�� (ρ0)
±!®j¦A°d³d¦y«k´ª°#°d©y³d«|¦¨º¹!«|±�¼�¦«|®�°�©y³d®!©¦�§�¸�±!®�°�©¶¼�°º¦�À!«|§|´

P0

0.5 1 1.5 2

-1

-0.5

0.5

1

2 «|Íy±!³º¦¶Î&3+5 >@?8: 6 � 9;ABAB9�� ?��	> G

�¡Î!� �z���/���!����ÑªÑ_�����¡� �o��������¢��¡Ø����\£	�c¼�¼�´ª³d²^«|¦y¬©�¨º¹!´o«|§^¸j©y°�´ª®�¯ª«Ä¦�§|´oÅMµ�«�°�«|¸j©Ý¦�³d¬©y®!«Ä¨D©j»_¾�±!«|®�µ�«^©yÍz®!«�©y³dÀ!«Â°º¦�Å/§k«|¬«Â°º¦�°d¦��
'q®Á¸!« �O«|§$°�´�©y³d´ª¬¶¦µ�«�
P´ª³�°�³º¦�®jµÈ¨D«�¦y¼d¼#«Ä¨D±!³º¦A¨º¹�´Ë©yÍy®�«+©y³dÀ!«Â°º¦A§|«|¬«k°d¦�°d¦ÅË¨º¹!«|±�¼d¦!�
�¡Î!� ���� �jÑ��GØy�\���1Ð��^���_��Û\��£  �²^³�´�¬©¿¬©�°�©O¨D©z¬¸�§k´_¼�¼�«k²z©¿¸\´ª³d«k©�µ�«Ä¨D©¿«|®�¦z¨ª¨ª©y³ºµ�©È¨D©z®Ã§|´Ê¨D©z®�µ�«|¯ª«|©y®!«1µ!¦�°�´Ê¦y§�¸�±!®�°�©
¸!³d´�¨ª´�µ�´�®z°d´y»�´Ë¸\´ª³

ρ = ρ0

�+'q®!©z§Â°d³�´z»�´�¼d¼#´�®�µ�©

∆θ = 2

∫ ρ2

ρ1

µ
ρ

ρ2
√

2L−2
(

E − V ´�� (ρ)
)

{ρ1, ρ2} ⊂ V −1´�� (E)

µ�©�²^³º½A²�¦�§|´ª³d´Ý¦�®�¨º¹!´
∆θ = 2πq

¸\´ª³�¾�±�¦y§|¨º¹!´
q ∈ Q

�

~)���!�$�\���������+� ¤/©y¬«Ä¨D«Ä¦�¬©Ê«|®�°d¦y®z°d©¶¨D©y§�µ!´D°�´�³�¬«|®�¦�³d´Ý«k§+¸\©�°d´ª®!¯�«|¦y§k´
V (x)
�oÞ)¦

ẍ = − 1

m

µ
Vµ
x

= (x5 + 3x4 − 8x3)ex

°�³d©�²^«|¦y¬© µ
Vµ
x

= −m(x5 + 3x4 − 8x3)ex

´R¾�±!«|®�µ�«
V (x) = −mx4(x − 2)ex

��Ö��k�s� � �¡�ªÑ_���*�Ã¢��¡��������Øz���!�_��Øz����Ñ_��£PÒ1©y®!´�®�µ�©
y = ẋ

©�°#°d´ª®!«Ä¦�¬©«|§�¼#«Ä¼�°d´ª¬¶¦µ�«|®�¦�¬«Ä¨D©






ẋ = y

ẏ = − 1

m

µ
Vµ
x

= (x5 + 3x4 − 8x3)ex

��Ö�� Îz�H!ËÚ��$Ñ_�ËØ�����Ñ_��Øy�#£ µ
Vµ
x

= 0
¸\´ª³

x = 0
´

x± = −3±
√

41
2

� 'q®!©z§Â°d³�´ µ
Vµ
x

> 0
¸j´�³

x < x−
´¸j´�³

0 < x < x+

»
¾�±!«|®�µ�«

x = 0
ÅË±�®O¸�±!®�°�©¶µ�«�¬«|®!«k¬©¶¬´ª®�°d³�´

x±
¼�©y®�©¸�±!®�°�«�µ�«+¬¶¦z¼�¼�«k¬©¶µ�´�§�¸j©y°�´�®!¯ª«Ä¦�§|´y�

0 ���&.1Øy��¢��^Ð1�o�jÑ��^���y�¡�!Ð��\£
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2 «|Íy±�³d¦Ö 3����
?��=F-6 � 9;A��4687	9;:=<;>@?8AB9
V (x)

Ö



��Ö�� Ö�� !ËÚ��$Ñ��A¢�#k� Ü Ú���Ð¡� $��s�¡�<�5�ªÑ_�&$��¡Ð���Ñ�Ù+£KÒ1©y«Ä¨º¹!ÓÈ¼�«/¹�¦Ã´�¾�±!«|§k«|À!³d«k©¥¸\´ª³«o¸!±�®z°d« (x0, 0)
¨D©z®

x0

¸!±!®�°�©a¨ª³�«k°�«Ä¨D©�µ�«
V (x)
»j¸j´�³�¾�±�¦�®�°�©²^«Ä¼�°d©¦y§+¸!±!®�°�©¶¸�³�´_¨D´�µ!´ª®�°�´z»�«+¸!±!®�°�«�µ � ´_¾z±�«k§|«kÀ�³�«|©¶µ�´ª§�¼�«Ä¼�°d´ª¬¶¦µ�«k®j¦�¬«|¨ª©¶¦y¼d¼#©�¨D«Ä¦�°d©¼d¦�³º¦�®�®!©

P0 = (0, 0) P+ =

(

−3 +
√

41

2
, 0

)

, P− =

(

−3 −
√

41

2
, 0

)

'q®!©z§Â°d³�´z»�µ!¦�§�°�´�©y³d´ª¬¶¦¶µ�«�Þ)«|³�«Ä¨º¹!§|´D°)¼d¦�¸!¸�«|¦y¬©¿¨º¹�´Ë«�¸!±�®z°d«�¼#°d¦yÀ!«k§|«�¼�©y®�©°�±�°�°�«�´A¼#©z§k«�«�¸!±!®�°d«�µ�´�§k§Ä¦Ì�©y³d¬¶¦
(x0, 0)¨D©z®

x0

¸!±!®�°�©Õµ�«N¬«|®!«|¬©Õµ�´�§�¸\©�°�´�®!¯ª«Ä¦�§|´
V (x)
� Ò1´ª³º¨D«|ÉÕ¦s²�³d´ª¬©K¨º¹!´

P0

ÅÃ¼#°d¦yÀ!«k§|´Á¬´ª®�°�³d´
P±
¼#©z®!©K«k®�¼#°d¦yÀ!«|§k« �

*�©y°�«Ä¦�¬©«k®�©y§k°�³d´Ý¨º¹�´Ý¨º¹�´
V ′′(x±) 6= 0

»�«|§�¨º¹!´Ë¨ª«�¼�¦y³d½Ê±�°�«|§|´Ë®!´ª§|§	� ¦�®j¦�§|«|¼�«�µ�´ª§�¸!«|¦y®!©¶µ�´ª§|§|´ÝÌ�¦y¼�«¡�
��Ö�� �^�"!Ë�¡�!���5¢��^Ð�Ð¡�����!�_��£¶Þc¦

E = y2/2 + V (x)
©�°�°�´ª®�«|¦y¬©

y = ±
√

2(E − V (x))
�RÒ1´�³d¨ª«kÉ?®!´ª§�¸!«Ä¦�®�©?µ�´�§k§|´AÌ�¦z¼#«

¦s²^³�´�¬©¨ª±!³d²y´A¼�«k¬¬´D°d³�«Ä¨º¹!´Ë³d«|¼�¸\´D°#°d©È¦�§|§
� ¦z¼�¼�´
x
��'q®!©z§Â°d³�´A©z¼d¼#´�³�²^«Ä¦�¬©¶¨º¹!´

infx∈RV (x) = −∞ ¾�±!«|®�µ�«�«|§�¬©�°d©¿®!´ª§¸!«Ä¦�®!©¶µ�´�§k§|´ÝÌ�¦y¼�«+ÅË¸\©z¼d¼#«|À!«|§k´Ý¸\´ª³N©yÍz®!«+²�¦�§|©y³d´cµ!´ª§|§	� ´ª®!´�³�Íz«|¦��'q®O¸j¦�³�°�«Ä¨D©y§Ä¦�³d´)¦s²^³d´ª¬©
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{

(x, y) ∈ R2 : 0 < x < x+, V (0) <
y2
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