
���������	��
������������
������������ ���!
#"$�&%�'(�)���	'*"+"$�������	
�"$� ,�-�-/./01,�-�-/2
354 687:9<;=?>A@/BDCAE?BGF?BIHKJML�JNEO@PBD>RQDBGJTSUJNVPV/>AE?BDVP>

W�X�Y!Z\[^]_Y!Za`b`Mc�dfehgiej]akNZ\[�lIenmpo!Z\q_X!rsetZ\u!e�v�wyxiq_e�wzlIwy[y{�etrse}|

~)�s�!�$�\���������!� �1���N�!�b�j����D���������z�t���z�t�t�z����t���#�\�D�����b��!���t�t������b���}�D�
A ��� ���i�y�j�t�!�y���t�����z�b���#���s���}�#���}�D�A R���������!�

P (λ) = det(A − λ1) = (1 − λ)[(2 − λ)(4 − λ) + 1] = (1 − λ)(λ2 − 6λ + 9)
�R��¡!�i¢y¡��

P (λ) = 0 ⇐⇒ λ = 1 λ = 3
�1�����b�z�y�b�G�t�£�#�\�D�����b�£�!���t�t�5�����b���}�D�

A
���z�b¤*�¦¥ �t���#�t����

Σ(A) = {1, 3} �¨§ ���}�D�z�t�}����G¢�¡!�t�����R©y�j�ª�z¡������#���z«��¬ ©y���!�s�b�z�j�t«�«���b�}® � E∗(1) = Ker (A − 1)
 R�!���b���!���t�j�¯�¢y¡i��«��t�z���






− x2 = 0

− x2 − x3 = 0

x2 + 3x3 = 0

=⇒
{

x2 = −x3

x2 = 0

�R¢�¡!�t�����+�b�t��¡!�j�����°¤��s�b�#�s���

E∗(1) = {(t , 0 , 0) ∈ R
3 : t ∈ R}

��������b�
E∗(3) = Ker(A − 31)2

�°±!�¯ ª�!�������!���t�t�ª�s¢�¡���«s�j�y�!�

{4x1 + 3x2 + x3 = 0 =⇒ {x3 = −3x2 − 4x1

�\���°�D�t²�_³^�b����

E∗(3) = {(t , s , −4t− 3s) ∈ R
3 : t, s ∈ R}

�1�����b�z�y�b��¡����´��z���¯������¡!����³z���#�b�z�b� ¬ ©z�s�!���°���t�j«s«s�����µ®n�b���°¤������b��¶!�z�O�s������!�t���!���+³y�D�����z�b�

v1 = (1, 0, 0) v2 = (1, 0,−4) v3 = (0, 1,−3)
�!��D¡��

S̃ =




1 0 0
0 3 0
0 0 3



 �
Q−1 =




1 1 0
0 0 1
0 −4 −3



 =⇒ Q =




1 3

4
1
4

0 − 3
4 − 1

4
0 1 0





·)�D¸��!�j���ª�t�ª�����b���}�D�

S = Q−1S̃Q =




1 −2 0
0 3 0
0 0 3



 �
N = A − S =




0 1 0
0 −1 −1
0 1 1





���z³z����1¹º�z���j�t��������/�°±!�
N
 �¡!����������b�t�����!�t�j�\���b�������y¶�t��¹º���#���

N3 = (0)ij � �1�y�b�#�}�����¢�¡!�t�����������}�D�y�t�z���1�»¥ ��#�\�z�����!«s�t�z�j����
A
���z��¯�j���!�������z�#�b�����s©z�t���s���\�z�!�s�!«��}���t�����

S
�

N
¶!� � � �

exp(At) = Q−1 exp(St)Q

(
1+ Nt +

1

2
N2t2

)

=




et et − e3t 0
0 e3t 0
0 0 e3t






1 t − 1
2 t2 − 1

2 t2

0 1 − t −t
0 t 1 + t




=




et
(
1 − 1

2 t2
)
et − (1 − t)e3t −

(
1 − 1

2 t2
)
et + te3t

0 (1 − t)e3t −te3t

0 te3t (1 + t)e3t




�R¢�¡!�t�����+�}���#�y�j¡!«s�j�y�!�¯���������}���b������ R�!���°�����
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x1(t) = −1

2
t(4 + 3t)et + (3t − 1)e3t

x2(t) = (1 − 3t)e3t

x3(t) = (2 + 3t)e3t

~)�s�!�$�\���������+� � �������b³^�t�z���O�t�������t���b�z���s�������°±!��t�O�����b���}�D�
A
�!¡�²?¹º�y�D�t�j��s�y�b���s�b�#�s����b�D�b�h���b� �D�y�������z���� ���

¡!���������b���}�D�ª���}��©y�z���z�j�
S
�¯¡!����!�t�j�\���b�������

N ��� �!¹º���#�b�

A = S + N =

(
2 0
0 2

)
+

(
0 0
−1 0

)

� �#�M³z���� �t���s���}���°���������� �°±!�
[S, N ] = 0 � ���s�b���j²��¦¥ �s���\�z�!�s�!«��}���t�?��� A �#�N���z�t���z�}� �t�������}���b�z��������O�D�z��O�j��!�b����������������©y�j�+��#�\�z�����!«s�t�z�j�����

S
�

N
¶�� � � �
exp(At) = exp(St) (1+ Nt)

=

(
e2t 0
0 e2t

)(
1 0
−t 1

)

=

(
e2t 0

−te2t e2t

)

�R¢�¡!�t�����+�}���#�y�j¡!«s�j�y�!�¯���������}���b��������z�b¤
{

x1(t) = e2t

x2(t) = −(2 + t)e2t

~)�s�!�$�\���������+� �1���N�!�b�j����D���������z�t���z�t�t�z����t���#�\�D�����b��!���t�t������b���}�D�
A ��� ���i�y�j�t�!�y���t�����z�b���#���s���}�#���}�D�A R���������!�

P (λ) = det(A − λ1) = −(2 + λ)[(1 − λ)(3 − λ) + 5] = −(2 + λ)(λ2 − 4λ + 8)
�\���°�D�t²�_³^�b����

P (λ) = 0 ⇐⇒ λ = −2, λ = 2 + 2i, λ = 2 − 2i
�ª¢�¡!�j�i���

Σ(A) = {−2 , 2 + 2i , 2− 2i} ��§ ���}�D�z�t�}����A�y�b��©z�t�+��¡��b�y������«�� ¬ ©z�������°���t�j«s«s���b�}® � E∗(−2) = Ker(A + 21) R�!�������!���t�t� �¢�¡���«s�j�y�!�
{

3x1 − x2 − x3 = 0

5x1 + 5x2 − x3 = 0
=⇒

{
x1 = −3x2

x3 = −10x2

¢�¡!�t�������z�#���s�!�}����

E∗(−2) = {(−3t, t,−10t) ∈ R
3 : t ∈ R}

·�¥ �z�h�b�b�����z�#�b� �z´!´!�}����
E∗(2 + 2i) = Ker(A − (2 + 2i)1)

�°±!�¯ R�!���b������t�j�¯�s¢�¡��z«��t�z�!�





− (1 + 2i)x1 − x2 − x3 = 0

5x1 + (1 − 2i)x2 − x3 = 0

− 2(2 + i)x3 = 0

=⇒
{

x2 = −(1 + 2i)x1

x3 = 0

�R¢�¡!�t�����

E∗(2 + 2i) = {(t , −(1 + 2i)t , 0) ∈ R
3 : t ∈ R}

�!����¡!�����}���_³^�}����M�y��¡!�/³z���#���y���y�D�z���j¡!©����b�
(1,−1, 0)±i(0,−2, 0) � �1�����b�����b�N¡!����´i�z���������z¡�����³y�D�����z�b� ¬ ©y���!�s�b�z�j�t«�«���b�}®�b���°¤��!���b��!�

v1 = (−3, 1,−10) v = (0,−2, 0) u = (1,−1, 0)
�!��D¡��

�



S̃ =



−2 0 0
0 2 −2
0 2 2


 �

Q−1 =




−3 0 1
1 −2 −1

−10 0 0


 =⇒ Q =




0 0 − 1
10

− 1
2 − 1

2
1
10

1 0 − 3
10




� �b�#�s��³^�}������°±!�
S = Q−1S̃Q = A

¶�¢�¡!�t�����
A
 R������}�#�s�����j�}�D�¯�¯�j�f�#¡!���#�\�z�!�s�!«��}���t�¯ 

exp(At) = Q−1 exp(S̃t)Q

= Q−1




e−2t 0 0
0 e2t cos(2t) −e2t sin(2t)
0 e2t sin(2t) e2t cos(2t)



Q

=




1
2e2t(2 cos(2t) − sin(2t)) − 1

2e2t sin(2t) 3
10e−2t + 1

10e2t(sin(2t) − 3 cos(2t))
5
2e2t sin(2t) 1

2e2t(2 cos(2t) + sin(2t)) − 1
10e−2t + 1

10e2t(cos(2t) − 7 sin(2t))
0 0 e−2t




�\�����b�����b���}��#�y�j¡�«��t�z�!�ª���s���#�}���b��������z�b¤��!���b��!�





x1(t) =
1

10
e−2t

(
9 − e4t(19 cos(2t) − 8 sin(2t))

)

x2(t) =
1

10
e−2t

(
−3 + e4t(3 cos(2t) − 46 sin(2t))

)

x3(t) = 3e−2t

~)�s�!�$�\����������� � ���#�}�#���������t�j�!����b�ª�z�b�#���D�}���b���z�+�!�b�z´!�t��������� § ��¡i�°±��  
{

ż = Az + B(t)

z(0) = (2, 0)
z ∈ R

2, A =

(
0 1
1 0

)
B(t) =

(
0

−4tet

)

§ �z�i�#�}�����b�}����A�t���b�����b���t�����t�#���s�����y��z©z�s�!����z�b���^���t������� � � �
{

ż = Az

z(0) = (2, 0)�t���D¡!���i�y�j�t�!�z��t���������b���#�b���b�t�#���}�D�� 

P (λ) = λ2 − 1�1�����b�z�y�b�K�_³^�b����
Σ(A) = {1,−1} �(§ ���}�D�z�t�}������y�b�K©y�j���z¡������#���z«�� � E∗(1) = Ker(A − 1)

  �!���b� �����t�j�
�s¢�¡��z«��t�z�!�

{
− x1 + x2 = 0

x1 − x2 = 0
=⇒ {x1 = x2

�R¢�¡!�t�����
E∗(1) = {(t, t) ∈ R

2 : t ∈ R} ��� �i���t�z©y�z�������� E∗(−1) = Ker(A + 1)
 ª�!���b����

{
x1 + x2 = 0

x1 + x2 = 0
=⇒ {x1 = −x2

�R¢�¡!�t�����
E∗(−1) = {(t,−t) ∈ R

2 : t ∈ R} �1� � ¢y¡��s�#�����^�!���z�#�b���!�}����

S̃ =

(
1 0
0 −1

) �
Q−1 =

(
1 1
1 −1

)
=⇒ Q =

(
1
2

1
2

1
2 − 1

2

)

� �+³y�s���¯�t�������t���b�z���s�����R�°±!�
S = Q−1S̃Q = A

¢�¡!�t�������¦¥ �s���i�y�!����«��t�z�j�ª���
A
�#���s���}�D�z�}�A¹º�z�D�t�t���R�b�R�D�y���

exp(At) = Q−1 exp(S̃t)Q

= Q−1

(
et 0
0 e−t

)
Q

=

(
et+e−t

2
et−e−t

2
et−e−t

2
et+e−t

2

)

�



¢�¡!�t�������}��#�y�j¡!«s�j�y�!�ª���������}���b�������!�z��� �z��y©z����������z�b¤������+�b�j�\�

z(t) = exp(At) [c(t) + z(0)]
�D�y�

c(t)
�b�z�j�R�°±!�

ċ(t) = [exp(At)]
−1

B(t) = exp(−At)B(t)

=

(
et+e−t

2
e−t−et

2
e−t−et

2
et+e−t

2

)(
0

−4tet

)

=

(
2t
(
e2t − 1

)

−2t
(
e2t + 1

)
)

��³^³z�s���





c1(t) =

∫ t

0

�
s
(
e2s − 1

)
2s

c2(t) = −
∫ t

0

�
s
(
e2s + 1

)
2s

=⇒






c1(t) =

(
t − 1

2

)
e2t

c2(t) =

(
1

2
− t

)
e2t − t2

¢�¡!�t�������}��#�y�j¡!«s�j�y�!�ª���������}���b�������j�t�!�s�z���ª�y�������D�}������ 

z(t) = exp(At) [c(t) + z(0)]

=

(
et+e−t

2
et−e−t

2
et−e−t

2
et+e−t

2

)((
t − 1

2

)
e2t + 2(

1
2 − t

)
e2t − t2

)

=




(
1
2 + t − t2

)
et + e−t

(
3
2 − t − t2

)
et − e−t




������z�t¡!«��t�z��� ���s���!�b�z´!�t��������� § �z¡��°± � ���z�b¤�¢�¡!�t�����

x(t) =

(
1

2
+ t − t2

)
et + e−t

~)�s�!�$�\���������+� § ���°�°±!�}����A�t�ª�b�y���}�D�����s���i�y�j�t�!�y���t�����z�b���#���s���}�#���}�D���!���t�¦¥ �s¢�¡��z«��t�z�!�ª�����\�s���s�!«��}���t���

P (λ) = λ2 − 4λ + 2α = 0 =⇒ λ = 2 ±
√

4 − 2α

	�
����� � (α < 2) � � ¢�¡!�s�#���5���z��� �t� �\�z�t�t�!�z��t�*���z�b���#���s���}�#���}�D� �_³^�b¤ �!¡!���°�z�!�t�����b�s���t�»¶ λ1 = 2 +
√

4 − 2α
�

λ2 = 2 −
√

4− 2α � �1�����b�����b���}��#�y�j¡�«��t�z�!�¯©z�s�!���°���t�¯�����t�¦¥ �s¢�¡��z«��t�z�!�¯�����\�s���s�!«��}���t�¯ 

x(t) = c1e
(2+

√
4−2α)t + c2e

(2−
√

4−2α)t

����³y�
c1
¶
c2
���z�!� ���y�#�b�����b���°±!�A���t�\�������s�b�z�!�!� �!�z�f�!�����f�j�!�t«��}���t� �/� ��\�z�!�s����� �t�A�D�y�����t«��t�z�!�f����´\�z�°����³y�s���}������°±!�����³^�°���!�!��³����t���b�)�t�R����©z¡��������+�b���}��«s�j�y�!���

{
c1 + c2 = 0

c1e
(2+

√
4−2α)π + c2e

(2−
√

4−2α)π = 0
� � �D�t² �!¡!² �z�s���y�����b�O��� � �#�y�j� ���

c1 = c2 = 0
� ��¡!��¢�¡!� �t�5¢�¡!����b� ���z���

x(t)
  �}� �#�y�j¡!«s�j�y�!� �^¡!�j�}� �����

�!�b�z´!�t����� �
	�
����� � (α = 2) � � ¢�¡!�s�#������y�#���j�$�\�z�t�j�!�y��j����z�b���#���s���}�#���}�D�R±���¡!������z�}�R�°�z���}�D� �D�y� ��z�j���s�!�j�}�D�j�b¤���¡!� � �1���°�D�t²A�}����z�t¡!«��t�z�!�ª���s�j�»¥ �s¢�¡���«s�j�y�!�  

x(t) = (c1 + c2t)e
2t

����³y�
c1
¶
c2
���z�!���D�y�#�b�z�����/�°±��?���t�i�s�����y�!���!�z�P�������M�t�!�t«��}���t� ��� ���\�z�����������j� �D�y�����t«��t�z�!�P���P´i�y�b�!� ³z����t�z��a�°±!�����³^�°���!�!��³����t���b�

�



{
c1 = 0

(c1 + πc2)e
2π = 0

�z¶i�����°±!� �t� ¢�¡!����b�����z����¶!���j²��y�����y���¯�#�y�j�����
c1 = c2 = 0

�y�b�#�}�����
x(t)
 ª�t����z�t¡!«��t�z�!� �^¡!�t�t�����s�+�!�b�z´!�t����� �

	�
����� � (α > 2)
� �}�

ω =
√

2α − 4 �n� � ¢�¡!�s�#��� �s�z��� P (λ)
±�����¡!�ª�°�z���}�D�f�D�z��!�t�s�b���

λ1 = 2 + iω
�

λ2 = 2 − iω
¶

¢�¡!�t�������}��#�y�j¡!«s�j�y�!�¯©z�s�!���°���t� �!���t�¦¥ �s¢�¡��z«��t�z�!�  R�����t�}�A¹��y�����

x(t) = e2t(c1 cosωt + c2 sin ωt)
����³y�

c1
¶
c2
���z�!���D�y�#�b�z�����/�°±��?���t�i�s�����y�!���!�z�P�������M�t�!�t«��}���t� ��� ���\�z�����������j� �D�y�����t«��t�z�!�P���P´i�y�b�!� ³z����t�z��a�°±!�����³^�°���!�!��³����t���b�

{
c1 = 0

(c1 cosωπ + c2 sin ωπ)e2π = 0
=⇒ c2 sin ωπ = 0

§ �t² �#�t©z�!�j¸i�s���°±��R���z�b¤��\�y�b�#�t´!�t�j�R�_³y���b� ¡������#�y�j¡�«��t�z�!�ª�!�y� ��¡��j�}�������f�!�b�z´!�t����� �n� ��¹º��������´i�z�#�b��t���\�z�b�b� ω ∈ Z� � � � �i�s� α = (ω2 − 4)/2 > 2
¶
ω ∈ Z

�t����z�t¡!«��t�z�!�¯�!�y�?�^¡!�t�}���!�����!�b�z´��j�s��� ª�!���b��!�

x(t) = c2e
t sinωt

~)�s�!�$�\���������+� � ���#�}�#�������� R���s�+���t�i�
{

ż = Az + B(t)

z(0) = (0, 0)
z ∈ R

2, A =

(
0 −1
1 0

)
B(t) =

(
sin t cos t

sin2 t

)

§ �z�i�#�}�����b�}����A�t���b�����b���t�����t�#���s�����y��z©z�s�!����z�b���^���t������� � � �
{

ż = Az

z(0) = (0, 0)
�ª�y�b�����b³��}������j���s���}���°��������b�¯�°±��

A
 R�!���t�t��¹��z�b���

A =

(
a −b
b a

)

¢�¡!�t�������\�y�b�#�}�������z�t���z�}���b�)�t�������}���b�z��������¯�t���#¡�����#�\�z�����!«s�t�z�j�¯�������s�!�����!�

exp(At) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)

� �!�y�h�b���¯�b�t���z�!�������t�z�����j� exp(At)
¡!���������b���}�D�ª�������z�b��«s�j�y�!� �¯¢�¡!�t�������t����¡����j�^³y���°���A 

[exp(At)]
−1

=

(
cos t sin t
− sin t cos t

)

������z�t�j«s�j�y�!�¯���������}���b�������!�z��� �z��y©z���������b���°¤�¢y¡��j�!�}���

z(t) = exp(At) [c(t) + z(0)]
�D�y�

c(t)
�b�z�j�R�°±!�

ċ(t) = [exp(At)]
−1

B(t) = exp(−At)B(t)

=

(
cos t sin t
− sin t cos t

)(
sin t cos t

sin2 t

)

=

(
sin t
0

)
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c1(t) =

∫ t

0

�
s sin s

c2(t) = 0

=⇒
{

c1(t) = 1 − cos t

c2(t) = 0
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z(t) = exp(At) [c(t) + z(0)]

=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)(
1 − cos t

0

)

=

(
cos t(1 − cos t)
sin t(1 − cos t)

)

��³^³z�s���
{

x(t) = cos t(1 − cos t)

y(t) = sin t(1 − cos t)

� �+³y�s���¯�t�������t���b�z���s�����R�°±!�
x2 + y2 = (1 − cos t)2
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x2(t) + y2(t) + x(t) = (1 − cos t)2 + cos t − cos2 t = 1− cos t
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(x2 + y2 + x)2 = x2 + y2
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