Corso di laurea in Matematica - Anno Accademico 2005/2006

FM1 - Equazioni differenziali e meccanica
TuTOoRATO II - Livia CORSI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

Esercizio 1. Per prima cosa calcoliamo lo spettro della matrice A. Il polinomio caratteristico & dato da

P(\) =det(A— M) =(1-N[2 =N —N) +1]=(1—NA2=6)+9)

e dunque

PA)=0 <= AX=1x=3

Pertanto lo spettro della matrice A sard linsieme ¥(A) = {1,3}. Calcoliamo quindi gli autospazi
(generalizzati). E*(1) = Ker (A — 1) ¢ dato dalle equazioni

— T2 = 0
To = —I3
— To — X3 = 0 B4 {
Xro = 0
r9+ 323 =0
e quindi risultera essere
E*(1)={(t,0,0)cR? : tc R}

mentre £*(3) = Ker(A — 31)? che ¢ dato dalle equazioni

{4361 +3x2+23=0 - {$3 = -3z — 4xq
percio avremo

E*(3)={(t,s, —4t—3s) €R? : t,s € R}

Pertanto una base di autovettori (generalizzati) sara data, ad esempio dai vettori

v = (170,0) Vg = (170, —4) v3 = (0, ].7 —3)

da cui
{1 0 0 1 1 0 1 3 2
S=10 3 0 e Q'=[0 0 1 — Q=(0 -2 -1
0 0 3 0 —4 -3 0 1 0
Definite le matrici

B 1 =2 0 0 1 0

S=Q7'sQ=|0 3 0 e N=A-S=1|0 -1 -1

0 0 3 0 1 1

si vede facilmente che N ¢ una matrice nilpotente, infatti N3 = (0);;. Possiamo quindi calcolare 'esponenziale
di A come il prodotto degli esponenziali di S e N, i.e.

1
exp(At) = QL exp(St)Q (]l + Nt + §N2t2>
et et - et 0 1 ot— 462 -1
=10 et 0 0 1-t —t
0 0 e3t ] \0 t 1+t
el (1—3t%) et —(1—t)e¥ — (1— 3t?) e 4 te
={o0 (1 —t)e3t —tedt
0 tedt (14 t)e3t

e quindi la soluzione del sistema ¢ data da



x1(t) = —%t(4 + 3t)e! + (3t — 1)e*
zo(t) = (1 — 3t)e™
x3(t) = (2 4 3t)e™

ESERCIZIO 2. Osserviamo immediatamente che la matrice A pud facilmente essere scritta come somma di
una matrice diagonale S e una nilpotente N. Infatti

2 0 0 0
aesor= (i) (50)

e si vede immediatamente che [S, N] = 0. Percid 'esponenziale di A si calcola immediatamente come il
prodotto degli esponenziali di S'e N, i.e.

exp(At) = exp(St) (1 + Nt)
(2 ()
(5 2
{ x1(t) = e
zo(t) = —(2 4+ t)e*

ESERCIZIO 3. Per prima cosa calcoliamo lo spettro della matrice A. Il polinomio caratteristico ¢ dato da

e quindi la soluzione del sistema sara

P(\) =det(A— M) = —2+N)[(1=N(B =) +5=—(2+ N\ —4)+38)
percio avremo
PA)=0 = A=-2, A=2+42i, A=2—-2

e quindi ¥(4) = {-2, 2+ 2i, 2 — 2i}. Calcoliamo ora gli autospazi (generalizzati). E*(—2) = Ker(A + 21)
é dato dalle equazioni

31‘1—1‘2—1‘3:0 .2312—3332
—
5x1 4+ dxo —x3 =0 x3 = —10x9

quindi otteniamo

E*(—2) = {(-3t,t,—10t) e R® : t € R}
D’altra parte abbiamo E*(2 + 2i) = Ker(A — (24 2i)1) che é dato dalle equazioni

x9 = —(1 4 2i)ay

S5x1+ (1 —20)ze — 23 =0
£E3:0

— 142z —22—235=0
- |
—2(24d)xz3 =0
e quindi

E*(2+2i)={(t, —(1+2i)t,0) e R® : t e R}

da cui ricaviamo i due vettori coniugati (1, —1,0)+4(0, —2,0). Pertanto una base di autovettori (generalizzati)
sara data da

vy =(-3,1,-10) v=(0,-2,0) w=(1,-1,0)

da cui



(=20 0 -3 0 1 0o 0 -+

0
S=(0 2 -2 e Q'=|1 -2 -1 = R=|(-3 -+ &
0 2 2 -10 0 0 10 -3
Osserviamo che S = Q_ng = A, quindi A & semisemplice e il suo esponenziale &
exp(At) = Q" exp(St)Q
e 2t 0 0
=Q ' | 0 e*cos(2t) —esin(2t) | Q
0  e*sin(2t) % cos(2t)
$€%!(2 cos(2t) — sin(2t)) — €%t sin(2t) Se? 4 [e!(sin(2t) — 3 cos(2t))
= Se? sén(Zt) ze?(2 cos(Q(;‘) +sin(2t)) —s5e % + 1—1062"‘(525(27,‘) — 7sin(2t))
e

pertanto la soluzione del sistema sara data da

z1(t) = %67% (9 — e* (19 cos(2t) — 8sin(2t)))
x9(t) = 11—06_2t (=3 + e*(3cos(2t) — 46sin(2t)))
x3(t) = 3e~ 2

ESERCIZIO 4. Tl sistema, lineare associato al problema di Cauchy é

{i(:)f(;f)(t) se®y = (i) mo= (L)

Consideriamo intanto il sistema omogeneo associato i.e.
= Az
2(0) = (2,0)

P\ =X\ —-1

Pertanto avremo Y(A) = {1,—1}. Calcoliamo ora gli autospazi. E*(1) = Ker(A — 1) é dato dalle
equazioni

il cui polinomio cartatteristico é

{ —x1+x22=0
— {l‘l = T2
r1 — a9 =0
e quindi £*(1) = {(¢t,t) € R? : t € R}. Analogamente E*(—1) = Ker(A + 1) ¢& dato da
x1+x9=0 — {
T = -1
x1+x19=0 ! 2

e quindi £*(—1) = {(¢t,—t) € R? : t € R}. In questo modo otteniamo

G0 ()~ (i)

Si vede immediatamente che S = Q’lg @ = A quindi ’esponenziale di A si calcola facilemte come

(SIS

exp(At) = Q" exp(S1)Q

(et 0
:Ql(o et)Q




quindi la soluzione del sistema non-omogeneo sara del tipo

2(t) = exp(A#) [e(t) + 2(0)]

con ¢(t) tale che

é(t) = [exp(A1)] " B(t) = exp(— A B(t)
elpet  eTt—et 0
= (e_tzet et+ze—t> <_4tet>

= (&)

Oovvero
' 1
ci(t) = / ds (628 — 1) 2s ci(t) = (t _ 5) o2t
0 . . 1
ea(t) = - / ds (e** +1) 25 calt) = (5 —t) et — 2
0

quindi la soluzione del sistema lineare associato é
z(t) = exp(At) [c(t) + 2(0)]

- (e;r; t et72e t) ( f

" —e +e— =

= 5 2

(3 +t—12) e+ e—f)

(%—t—tQ)et—e_t

La soluzione del problema di Cauchy sara quindi

1
x(t) = (5 +t—t2) el +et

EsERCIz10 5. Cerchiamo le radici del polinomio caratteristico dell’equazione differenziale:

PA) =M -4\ +2a=0 = A=24++V4 -2

caso 1: (o < 2) In questo caso il polinomio caratteristico avrd due radici reali, \y = 2 4+ /4 —2a e
Ao = 2 — /4 — 2a. Pertanto la soluzione generale dell’equazione differenziale &

2(t) = creHVIT2)E (o (2-VA=Za)t

dove ¢y, c2 sono costanti che dipenderanno dai dati iniziali. Imponendo le condizioni al bordo vediamo che
dovranno valere le seguenti relazioni:

c1+c=0
e VI | (2-VIT)T _

Ma cid puod accadere se e solo se ¢; = ¢co = 0 e dunque in questo caso z(t) & la soluzione nulla del
problema.

caso 2: (o = 2) In questo caso il polinomio caratteristico ha una sola radice con molteplicitad due. Percio la
soluzione dell’equazione é
z(t) = (c1 + cot)e?

dove c1, co sono costanti che dipendono dai dati iniziali. Imponendo le condizioni al bordo vediamo che
dovranno valere



C1 = 0
(c1 +mea)e®™ =0

e, anche in questo caso, cid accade solo se ¢; = co = 0 ossia se z(t) é la soluzione nulla del problema.

caso 3: (a > 2) Sia w = v2a — 4. In questo caso P(\) ha due radici complesse A\; =2+ iw e Ay = 2 — iw,
quindi la soluzione generale dell’equazione & della forma

x(t) = e (cy coswt + co sinwt)

dove c1, co sono costanti che dipendono dai dati iniziali. Imponendo le condizioni al bordo vediamo che
dovranno valere

Cc1 = 0 .
. o == cosinwm =0
(c1 coswm + cosinwm)e™ =0

Cio significa che sard possibile avere una soluzione non nulla del problema. Infatti basta imporre w € Z
i.e. per @ = (w? —4)/2 > 2, w € Z la soluzione non nulla del problema ¢ data da

x(t) = cae’ sinwt
ESERCIZIO 6. I sistema & del tipo

2= Az+ B(t) 0 -1 sint cost
z € R?, A= B(t) = .
{Z(O) =(0,0) (1 0 ®) sin?t
Consideriamo intanto il sistema omogeneo associato i.e.
z= Az
2(0) = (0,0)
e osserviamo immediatamente che A é della forma
a —b
=)
quindi possiamo calcolare immediatamente il suo esponenziale ottenendo

sint  cost

exp(At) = (

cost —sin t)

Inoltre riconosciamo in exp(At) una matrice di rotazione e quindi la sua inversa é

expan] =

La solizione del sistema non-omogeneo sara quinidi

cost sint
—sint cost

2(t) = exp(A#) [e(t) + 2(0)]

con c¢(t) tale che

é(t) = [eXp(At)]*l.B(t) =.exp(—At)B(t)
() ()

()

ovvero



cl(t):/o dssin s . {cl(t)zl—cost
ea(t) = 0 e2(t) =

Quindi la soluzione del sistema é
2(t) = exp(At) [c(t) + 2(0)]
_[cost —sint) (1 —cost
" \sint  cost 0

_ [cost(l — cost)
~ \sint(1 — cost)

{ x(t) = cost(1 — cost)

y(t) = sint(1 — cost)

ovvero

Si vede immediatamente che 22 + y2? = (1 — cost)? e, d’altra parte

22(t) + y2(t) + z(t) = (1 — cost)? + cost — cos’t = 1 — cost

quindi 'equazione cartesiana della curva é

($2+y2+$)2=$2+y2

Figura 1: Grafico della curva -, soluzione del sistema. Tale curva é detta cardioide ed é la curva percorsa da un punto fissato
su una circonferenza che ruoti, senza strisciare, lungo una circonferenza piu piccola



