Corso di laurea in Matematica - Anno Accademico 2005/2006

FM1 - Equazioni differenziali e meccanica
TuToRATO III - Livia CORSI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

ESERCIZIO 1. Osserviamo immediatamente che la matrice A pud facilmente essere scritta come somma di
una matrice diagonale S e una nilpotente V. Infatti

-1 0 0 0
amsen= (30400
m si vede che [S, N] # 0. pertanto questa decomposizione di A non ¢ utile per calcolarne ’esponenziale.
Cerchiamo pertanto gli autospazi dell’operatore. Il polinomio caratteristico é dato da

P\ =det(A— M) =—(1+X)(3—X)
e quindi lo spettro di A sard X(A4) = {3,—1}. E*(3) = Ker(A — 31) ¢ dato da
{ —4x1 +x29=0

e quindi avremo

E*(3) = {(4t,t) €R? : t € R}
mentre F*(—1) = Ker(A + 1) é dato da
Ty = 0
2{E2 =0

E*(-1)={(t,0) e R?* : t € R}

Pertanto, una basse di autovettori & data, ad esempio, da

dunque sara

v = (4, 1) Vo = (1,0)

S=(0 ) ¢ oer=(1g) = e=(24)

Osserviamo immediatamente che S = Q~1SQ = A quindi A & semisemplice e il suo esponenziale é

da cui

exp(At) = Q exp StQ
(e 0
= Q ! < O et) Q
B (e—t A(e3 — e—t))
- 0 6315

quindi la soluxione del sistema &
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Esercizio 2. 11 sistema lineare associato al problema di Cauchy é:

. 0 1 0
— A

v=a yer?, A=[o0 0 1

y(0) = (0,2,-1) -1 -1 -1



Calcoliamo quindi lo spettro della matrice A. Il polinomio caratteristico é dato da
PA) =det(A—=AL) =X+ X+ A+1=A+1)(A\+1)
e dunque

PA) =0 <= A=-1A=iA=—i

Pertanto lo spettro della matrice A sara I'insieme ¥(A) = {—1,4,—i}. Calcoliamo quindi gli autospazi
(generalizzati). E*(—1) = Ker (A + 1) é dato dalle equazioni

T1+x9 =0

To = —X1
o +x3=0 -

To = —X3
—x1—22=0

e quindi risultera essere
E*(-1)={(t, —t,t) eR3 : tc R}
mentre £*(i) = Ker(A —i1)? che ¢ dato dalle equazioni

—ix1+ 22 =0 .
To = 121

—ixo+x3 =0 — {
T3 = —2x
—x1—xo— (L +i)z3=0 s !
percid avremo
E*(i)={(t,it, —t) €eR® : t € R}

e quindi avremo i due vettori coniugati (1,0, —1) +4(0, 1, 0). Pertanto una base di autovettori (generalizzati)
sard data, ad esempio dai vettori

v =(1,-1,1)  v=(0,1,00 wu=(1,0,-1)

da cui
(-1 0 0 1 0 1 %0%
S=(0 0 -1 e Ql'=(-11 o0 = Q:¥1 3
0 1 0 1 0 -1 10 -3

Si verifica immediatamente che S = Q*1§Q = A, pertanto ’esponenziale di A si calcola facilmente come

exp(At) = Q™' exp(St)Q
et 0 0
=Q'| 0 cost —sint]|Q
0 sint cost
(e7t — cost + sint)
(cost +sint — e t)
(e7t + cost —sint)

(e7t + cost+sint) sint
(e7t + cost —sint) cost
(e7t —cost —sint) —sint
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e quindi la soluzione del sistema lineare associato ¢ data da

cost + 3sint — e ")
~! 4+ 3cost — sint)

3(
|1
y(t) = | 3(e
Le=t + cost + esint)

T2

percio la soluzione del problema di Cauchy ¢

1
z(t) = §(c0st +3sint —e™t)

ESERCIZIO 3. Per prima cosa calcoliamo lo spettro della matrice A. Il polinomio caratteristico & dato da



P\) =det(A—X)=(2-N)M\—2)—-3]=(2-N)(\ -2\ -3)
percid avremo

P(A) =0 = A=2, A=3, A=-1

e quindi ¥(A4) = {2, 3, —1}. Calcoliamo ora gli autospazi (generalizzati). E*(2) = Ker(A—21) é dato dalle
equazioni

zo+3x3 =0 T = 273
—
1 —223=0 To = —3x3

quindi otteniamo
E*(2) = {(2t,-3t,t) eR® : t € R}
D’altra parte abbiamo E*(3) = Ker(A — 31) che é dato dalle equazioni

T, = 3x3

— 14+ 22+ 3x3=0
—{EQZO — {

1‘2:0
1‘1—3.’133:0

e quindi
E*(3)={(3t,0,t) € R® : tc R}
Infine E*(—1) = Ker(A + 1) & dato da

1 — —X3
3.232 =0

3r1 +x2+3x3=0
— {
x1 +a3=0

T = 0
da cui ricaviamo
E*(-1)={(~t,0,t) €R® : tc R}
Pertanto una base di autovettori sard data da

v = (2, —37 1) Vo = (3,07 1) V3 = (—1,0, 1)

da cui
0 —3 0
(20 0 2 3 -1
S={0 3 0 e Q@'=[-30 0 — Q=1 11
00 -1 11 1
1 1 3
4 12 4

Osserviamo che S = Q~15Q = A, quindi A & semisemplice e il suo esponenziale &

exp(At) = Q™" exp(SH)Q

e 0 0
="l 0 € 0 |Q
0 0 et
i(e—t + 3€3t) _%(e—t + 8€2t _ 9€3t) %(631‘, _ e—t)
_ 0 e2t 0

%(eSt _ eft) %(e*t _ 46215 + 36315) %(36715 + 6315)

2
pertanto la soluzione del sistema per x(0) = (1,1, 1) sara data da



z1(t) = 13 (—Te " — 8 +27¢)
zo(t) =
1
x3(t) = - (7e™! — 4e®" 4 9¢™)
per z(0) = (—2,0,2) avremo

zy(t) = —2e7"

X9 (t) =

x3(t) =2e7 "

e infine, per z(0) = (5, —3,2) avremo

x1(t) = 2e% + 33

zo(t) = —3e*

z3(t) = e 4 &3

Per quanto riguarda la soluzione con dato iniziale z(0) = (—2,0,2) osserviamo che si tratta di una
riparametrizzazione dell’autospazio E*(—1). Infatti, ponendo 2¢~! = s nelle equazioni della soluzione,
otteniamo esattamente i vettori di £*(—1). Per quanto riguarda, invece la soluzione con dato iniziale
z(0) = (5,—3,2), osserviamo che & la somma degli autospazi E*(2) e E*(e). Infatti
E*2)+E*3)={v+w : ve E*(2), we E*(3)}
={(2t +3s,-3t,t+s) cR® : t, s cR}

cioé una riparametrizzazione della soluzione.

EsERrcIz10 4. Considerata la sostituzione y = &, ’equazione diventa

g+ (1—e)y? =0
y(0) =1

Risolvendo per separazione di variabili otteniamo quindi

y 1—eéf
_E =—
che integrata ambo i membri da
Y 1 t 1—e8
/ dz <——2> = / ds c
1 z 0 e’
da cui otteniamo
1 1
——1l=1-t—e""' = t) =
Y ¢ y(®) 2—t—et
ovvero il seguente sistema
1
) — L
2(t) 2—t—et
z(0) =0

Integrando quindi il problema differenziale otteniamo la soluzione del problema iniziale, i.e.

t ds
t: _
z(t) /02—8—6—8

ESERCIZIO 5. Risolviamo per separazione di variabili. Scrivendo in altro modo 'equazione differenziale
avremo



. x(tcost—1) z 1
i=———" = — =cost— —
t x t

Integrando ambo i membri, quindi, otteniamo

x t
/ %z/ds<coss—1>
2 Y s s

Inz —In2=sint—Int+Innw

e quindi

da questa troviamo

. 2
Inz =sint+ 1In (?)

e quindi la soluzione del problema di Cauchy é

ESERCIZIO 6. Il sistema, lineare associato €

(ot ee o () mo-(2)

Consideriamo intanto il sistema omogeneo associato, i.e.
2= Az
2(0) = (=1,0)

P(\) =det(A—X)=A\A—6)+10=X2—6)A+10

Il polinomio caratteristico di A é dato da

quindi lo spettro di A é X(A) = {344, 3 —i}. Calcoliamo ora gli autospazi (generalizzati). E*(3 +1i) =
Ker (A—(3+14)1) & dato da

{_(3+z‘)x1+x2=0 — {9 = 3+ )1

—10z1 + (3 —14)z2 =0

e quindi avremo che E*(3 +i) = {(¢,(3 +1i)t) € R? : t € R}. Da questo ricaviamo i due vettori coniugati
(1,3) +4(0, 1). Percido una base di autovettori (generalizzati) ¢, ad esempio,

v=(0,1) u=(1,3)

da cui
s (3 -1 1 (0 1 (-3 1
(W) ey = e ()
Si verifica immediatamente che S = Q’ng = A e quindi otteniamo
exp(At) = Q™' exp(St)Q
3t 3t
-1 (€ cost —e tsint
=@ (e3t sint e cost ) Q
(€3 (3sint — cost) —e3tsint
N 10e3t sint —e3t(cost + 3sint)

La soluzione del sistema non-omogeneo é quindi

2(t) = exp(A#) [e(t) + 2(0)]



con c¢(t) tale che

é(t) = [exp(AN)] " B(t) = exp(— AN B(t)

_ [(—e73(3sint + cost) e Ssint 0
N —10e 3t sint e 3 (3sint — cost) ) \cost

_ sintcost
~ \3sintcost —cos?t

ovvero

t
ca(t) = / dssinscoss ci(t) = % sin®t
0

—sintcost —t

t
ca(t) = —/ dscos® s cat) = 2
0
quindi la soluzione del sistema é
L 3t/n . 3 . .
x(t) = ¢ “(3sin”t — 6sint + 2cost — tsint)
1. .
y(t) = 56‘“(10 sin®t — 20sint + sint cos® t — 3sin®t cost — t cost + 3tsint)
da cui otteniamo la soluzione del problema di Cauchy, i.e.

1. .
x(t) = §est(38in3t— 6sint + 2cost — tsint)

EsERrcizio 7. Riscriviamo ’equazione differenziale come

2t + x = e’ + 2(2tz)
Da y = 2tz otteniamo y = 2tz + = quindi avremo
g=e'+2y
y(1) =4

Cerchiamo la soluzione generale del problema omogeneo associato procedendo per separazione di variabili:
=2y = ZL=2
Yy

e, integrando ambo i membri, otteniamo

Y 1 t
/ dz - = 2/ ds N Iny=2t—2+1Inyg S y(t) = yoe*' =2
Yo 1

Cerchiamoora una soluzione particolare del sistema non-omogeneo conilmetodo della variazione delle
costanti.
Sia y(t) = c(t)e?*~2 una soluzione particolare del sistema non-omogeneo con c(t) ancora da determinare.

y — C'62t72 + 20627572
e d’altra parte, affinché y sia soluzione, deve valere j = e’ + 2y, quindi
6e2t™2 4 90e2t2 _ ot | 9pe2t—2 cet=2 — ot — ét=e

Integrando,quindi,otteniamo

t
c(t) = / dse?™ ' = —**
0

percio una soluzione particolare del problema non-omogeneo ¢ data da y(t) = el. La soluzione generale del
problema non-omogeneo é quindi



y(t) = yoe™ % + ¢!

e sostituendo il dato iniziale avremo
y(t) = 4e* 72 !
Riportando infine la soluzione nella variabile = otteniamo quindi la soluzione del problema iniziale, i.e.

4621‘,—2 + et

="



