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~)�s�!�$�\���������!�
���y�k�_�/���\���q�!�$�s�O�g�^���*���q������� ��¡£¢!¤

H(x, y) ¥�¦t§ ¡D¨ ¥#©ª§ � ©�«)¬!«�\® ¨ © ¨j¯ ¬�«s°z«)°_§zk«s±�« Ḣ = 0
��² §z ¡�¨ t¦t§z® ¨�³y´ ¦ � ¬!¦j}§

¬�«s±�¦t°µ§µ©ª§�© ¨ ©ª§zk«¶¬�¦ H(x, y) ·
¬
¬ tH(x, y) = 〈∇H, (ẋ, ẏ)〉

® §¥#¦�°y«s¬�«¹¸º§ ¡ ¦tk®« � ©ª« ¡£¢ «¶°_§zk» ¨z�!¨




∂H

∂x
= −ẏ

∂H

∂y
= ẋ

¼ «�±�©ª§ � © ¨ §_°^±ª«�® ¨

〈∇H, (ẋ, ẏ)〉 = 〈(−ẏ, ẋ), (ẋ, ẏ)〉 = −ẏẋ + ẋẏ = 0

« ³�´ ¦ � ¬�¦ H(x, y) ½ ´!� § ¡�¨ ¥#©ª§ � ©ª«¾¬!«��® ¨ © ¨ ¼ «s±N¦k�¥�¦}¥�©ª«�® § ����y� ¿y�PÀ¶Ág�$�qÂP�/Ãk�^Ä+Á�Âº�ÅÂ�Æ�Ç_ÂÅ���/È1¨ ¦ ¡£¢!¤ ¥#¦ ¢ §É« ³y´ ¦kt¦kÊ�±�¦ ¨ ¼ «s± ẋ = ẏ = 0 ±�¦}¥ ¨ k°^¦}§�® ¨ ¦k�¥�¦}¥�©ª«�® §
{

2(x2 − 1)(y − e−x2

) = 0

2xy(4e−x2 − 2x2e−x2 − y) = 0Ë §�tt§¥�« ¡D¨y� ¬!§ ¨ ©�©�« � ¦t§z® ¨

x = 0 y = 0 y = 4e−x2 − 2x2e−x2

Ì ¨ ¥�©ª¦i© ´ « � ¬ ¨a� «sk}§ ¼ ±ª¦t®§ x = 0
¨ ©�©�« � ¦t§z® ¨ y = 1

� Ì ¨ ¥�©ª¦i© ´ « � ¬ ¨ y = 0
¨ ©#©ª« � ¦}§�® ¨ x = ±1 «Í¦ ��Î�� « ¯ ¼ «s±

y = 4e−x2−2x2e−x2 §_°^±�«s® ¨ (x2−1)(3−2x2)e−x2

= 0 « ³�´ ¦ � ¬�¦^¬�¦ �^´!¨ ° ¨ x = ±1 ¬!§ ¡D´ ¦ y = 4e−1−2e−1 = 2e−1

« x = ±
√

3

2
¬!§ ¡�´ ¦ y = e−

3

2

��È «s± ¡ ¦kÏ¦ ¼ ´�� ©ª¦�¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨ ¬�«s�¥#¦}¥#©�«�® §¥ª§�±£§ �!�!¨

P1 = (0, 1) P2 = (1, 0) P3 = (−1, 0) P4 = (1, 2e−1)

P5 = (−1, 2e−1) P6 =
(√

3

2
, e−

3

2

)
P7 =

(
−
√

3

2
, e−

3

2

)

Ñ �s��Æ1Âº�ÅÂ��sÒG�g�^Â)Ó�Á��$�sÂ¹�/Ãk�^Ä+ÁgÂÅ�ºÂºÆgÇµÂº�g�ÉÈ «s±¶¬�«D©ª«�±ª®É¦ � §z±�«�t§O¥�©£§�Ê!¦tt¦i©£ÔO¬!«�¦ ¼ ´!� ©�¦�¬�Ð « ³y´ ¦kt¦kÊ�±�¦ ¨�¯�¡�¨ ®¦ �j¡ ¦}§�® ¨?¡�¨z�  ¨
¥#© ´ ¬�¦ ¨ ¬�«�g¥#¦}¥�©ª«�® §Ék¦ � «q§�±ª¦kÕsÕs§µ© ¨��1Ö ¦ ¡D¨ ±£¬�¦}§�® ¨¡£¢ «¶t§É® §µ©ª±�¦ ¡ «¶¬�«s�¥�¦t¥#©�«s®§Ét¦ � «s§�±ª¦tÕ�Õs§�© ¨ ½

A(x, y) =




∂ẋ
∂x

∂ẋ
∂y

∂ẏ
∂x

∂ẏ
∂y


 =




∂2H
∂x∂y

∂2H
∂y2

−∂2H
∂x2 − ∂2H

∂x∂y




« ³�´ ¦ � ¬�¦ � «s �!¨ ¥#©�± ¨ ¡ §y¥ ¨ §_°^±�«s® ¨

A(x, y) =




4x
(
y − (2 − x2)e−x2

)
2(x2 − 1)

4y(2− 7x2 + 2x4)e−x2 − 2y2 4x
(
(2 − x2)e−x2 − y

)




× «s¬!¦t§z® ¨ ¬ ´���³�´ « ¡D¨ ¥�§É¥ ´j¡�¡ «q¬�«¾°^¦ ¡ ¦ �!¨ §z¦ ¼ ´!� ©�¦�¬�Ð « ³y´ ¦kt¦kÊ�±�¦ ¨��

A(0, 1) =

(
0 −2
6 0

)

«O¦k�¥ ´!¨ ¼ ¨ k¦ �!¨ ®¦ ¨K¡ §�±£§µ©�©�«�±ª¦}¥�©ª¦ ¡�¨ ½ P (λ) = λ2 + 12
�ÙØc�Ú³�´ «s¥#© ¨Û¡ §y¥ ¨ »zt¦N§ ´ © ¨ °_§z ¨ ±�¦P¥ ¨y�!¨ « � ©�±£§�®�Ê!¦�©£§�t¦ ¡£¢ «

Re(λ) = 0 « ³y´ ¦ � ¬!¦�¦k�¥�¦}¥�©ª«�® §k¦ � «q§�±ª¦kÕsÕs§µ© ¨A�!¨y�Ü¡ ¦�¬�¦ ¡ « �^´ tt§¥ ´ tt§¥#©ª§�Ê�¦kt¦i©£Ô ¬�¦ P1

�

�



A(1, 0) =

(
−4e−1 0

0 4e−1

)

¡£¢ «O½ »z¦}Ôa¦ � ¸ ¨ ±�® §�¬�¦t§z» ¨y� §�t« ¡�¨z� § ´ © ¨ °_§z ¨ ±�¦/±�«q§�t¦N¬�¦�¥#«s» �!¨�¨ ¼!¼ ¨ ¥#© ¨j�*È «�±�©ª§ � © ¨ P2 ½ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨
¦ � ¥�©£§�Ê!¦tt«¾¬!«��¥�¦t¥#©�«s® § �

A(−1, 0) =

(
4e−1 0

0 −4e−1

)

¼ «�±�©ª§ � © ¨�¯!¡D¨y� t«R¥#©�«s¥ª¥�«¾§z±�» ¨ ®« � ©£§�Õ�¦ ¨z� ¦ ´ ¥ª§µ©ª« ¼ «s± P2

¯ §_°^±�«s® ¨�¡£¢ « P3 ½ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦tt¦kÊ!±ª¦ ¨ ¦ � ¥#©ª§zÊ!¦kt« �

A = (1, 2e−1) =

(
4e−1 0

−32e−2 −4e−1

)

«¶¦tg¥ ´!¨ ¼ ¨ k¦ �!¨ ®É¦ ¨ ¡ §z±ª§�©#©ª«�±ª¦t¥#©�¦ ¡D¨ ½ P (λ) = λ2 − 16e−2
¯j³�´ ¦ � ¬�¦�»zt¦�§ ´ © ¨ °µ§� ¨ ±ª¦�¥ ¨y�!¨ λ1,2 = ±4e−1 «�¬ ´!��³�´ « P4

½ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬�Ð « ³y´ ¦kt¦kÊ�±�¦ ¨ ¦ � ¥#©ª§zÊ!¦tk« �

A(−1, 2e−1) =

(
−4e−1 0
−32e−2 4e−1

)

« ³�´ ¦ � ¬�¦ ¯^¡D¨z� t«)¥#©�«q¥�¥�«�§z±�» ¨ ®« � ©ª§zÕ�¦ ¨z� ¦!¬!¦ ¼ ±ª¦t®§ ¼ ¨ ¥�¥�¦t§z® ¨R¡D¨z�j¡  ´ ¬�«�±ª« ¡£¢ « P5 ½ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦tt¦kÊ!±ª¦ ¨ ¦ � ¥�©£§�Ê!¦tk« �

A

(√
3

2
, e−

3

2

)
=

(√
6e−

3

2 1

−18e−3 −
√

6e−
3

2

)

«N¦t�¥ ´�¨ ¼ ¨ t¦ �!¨ ®¦ ¨¾¡ §�±£§µ©�©�«�±ª¦}¥�©ª¦ ¡�¨ ½ P (λ) = λ2 +12e−3 « ³�´ ¦ � ¬�¦!»yk¦j§ ´ © ¨ °_§z ¨ ±�¦ ¢ § �!�!¨ « � ©ª±ª§z®AÊ!¦ ¼ §z±#©ª«M±�«q§�t« �^´ tt§ ¯¼ «�± ¡ ¦tÏÉ¦t�¥�¦t¥#©�«s® §�t¦ � «s§z±�¦tÕ�Õq§µ© ¨É�!¨y� ¬!§É¦ � ¸ ¨ ±ª® §�Õs¦ ¨y� ¦�¥ ´ k}§¥�©£§�Ê!¦tk¦k©ªÔ¬�¦ P6

��Øc��Î�� «

A

(
−
√

3

2
, e−

3

2

)
=

(
−
√

6e−
3

2 1

−18e−3
√

6e−
3

2

)

Ë ¦ �^´!¨ ° ¨ ¦k ¼ ¨ t¦ ��¨ ®¦ ¨¹¡ §z±ª§�©#©�«s±�¦}¥#©�¦ ¡D¨ ½ P (λ) = λ2+12e−3 ¬ ´ « ��³�´ « �!¨y� §�Ê!Ê�¦t§z® ¨ ¦ � ¸ ¨ ±ª®§zÕ�¦ ¨z� ¦�¥ ´ k}§�¥#©ª§zÊ!¦kt¦k©ªÔ
¬�¦ P7

��Ö ¦k® § � «)¬ ´���³�´ «�¬!§�¬�«D©ª«�±ª®É¦ � §z±�«�¥�« P1

¯
P6 « P7 ¥ ¨z�!¨ ¥�©£§�Ê!¦tk« ¨ ®« �!¨j��²/¨y� ¥�¦t¬�«s±�¦}§�® ¨ }§¶® §µ©�±ª¦ ¡ « ¢ «q¥�¥�¦}§ � §

¬�¦ H(x, y)
¯ ¦ � « �

H(x, y) =




∂2H
∂x2

∂2H
∂x∂y

∂2H
∂x∂y

∂2H
∂y2


 =




4y(7x2 − 2x4 − 2)e−x2

+ 2y2 4x
(
y − (2 − x2)e−x2

)

4x
(
y − (2 − x2)e−x2

)
2(x2 − 1)




¡£¢ « ¯!¡ §� ¡D¨ t§�©ª§�¦ � P1 ½

H(0, 1)

(
−6 0
0 −2

)

« ³�´ ¦ � ¬�¦ ¯ ¼ ¨ ¦ ¡£¢!¤ det(H) = 12 > 0 « H11 = −6 < 0 §_°^±ª«�® ¨ ¡£¢ « (0, 1) ½ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬�¦g®§y¥�¥�¦t® ¨ ¼ «�±)t§É¸ ´!� Õ�¦ ¨z� «
H(x, y)

��È «s±#©£§ � © ¨j¯ ¥#« ¡D¨y� ¥�¦t¬�«s±�¦}§�® ¨ t§�¸ ´!� Õ�¦ ¨z� «
W (x, y) = H(0, 1)− H(x, y)

§_°^±�«s® ¨ ¡£¢ « W (x, y) ¥ ¨ ¬!¬!¦t¥#¸º§ k« ¡D¨z� ¬�¦kÕs¦ ¨y� ¦�¬�«s�©ª« ¨ ±ª«�® §Ü¬�¦ ��� § ¼ ´!�!¨ °�±�¦}¥ ¼ «D©�© ¨ § P1 « ³�´ ¦ � ¬�¦ P1 ½ ´!� ¼ ´!� © ¨
¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨ ¥#©ª§zÊ!¦kt« ¼ «s±�¦t�¥#¦}¥#©�«�® § ���� §� ¨ »y§z®« � ©�« ¯^¡ §� ¡D¨ t§ � ¬ ¨  Ð ¢ «s¥ª¥#¦}§ � §�¦ � P6 §zÊ!Ê!¦}§�® ¨

H

(√
3

2
, e−

3

2

)
=

(
18e−3

√
6e−

3

2√
6e−

3

2 1

)

« ¯ ¼ ¨ ¦ ¡£¢!¤ detH = 12e−3 > 0 « H11 = 18e−3 > 0 §_°^±ª«�® ¨)¡£¢ «
(√

3

2
, e−

3

2

)
½ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬!¦�®É¦ � ¦t® ¨ ¼ «s±�t§)¸ ´!� Õs¦ ¨y� «

H(x, y)
���)´ ¦ � ¬!¦�t§�¸ ´!� Õ�¦ ¨z� «

W (x, y) = H(x, y) − H

(√
3

2
, e−

3

2

)

¿



¥ ¨ ¬�¬�¦t¥#¸º§ t« ¦ ¼ ¨ ©ª«s¥�¦/¬�«s�©ª« ¨ ±ª«�® §Ü¬�¦ ��� § ¼ ´!�!¨ ° ¼ «s± P6

¡£¢ « ³�´ ¦ � ¬�¦/±�¦}¥ ´ i©£§ «s¥ª¥#«s±�« ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦tt¦kÊ!±ª¦ ¨ ¥�©£§�Ê!¦tk« �Øc��Î�� « ¯�¡�¨z� ¡ §� ¡D¨ k¦�¬!«�$© ´ ©#© ¨ § � §z ¨ » ¢ ¦ ¯ ¥#¦+°y«s¬�« ¡£¢ «¶§ �j¡£¢ « P7 ½ ´!� ¼ ´�� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦kt¦tÊ!±�¦ ¨ ¥�©£§�Ê!¦tt« ��Øc� ¸º§�©#©�¦

H

(
−
√

3

2
, e−

3

2

)
=

(
18e−3 −

√
6e−

3

2

−
√

6e−
3

2 1

)

« ³�´ ¦ � ¬�¦+}§É¸ ´!� Õ�¦ ¨z� «

W (x, y) = H(x, y) − H

(
−
√

3

2
, e−

3

2

)

¥ ¨ ¬�¬�¦t¥#¸º§Ék«¶¦ ¼ ¨ ©�«q¥#¦�¬!«�+©ª« ¨ ±ª«�® §É¬�¦ � � § ¼ ´!��¨ ° ¼ «s± P7

¡£¢ « ³y´ ¦ � ¬!¦�±�¦}¥ ´ i©£§É«s¥ª¥#«s±�« ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬�Ð « ³y´ ¦kt¦kÊ�±�¦ ¨ ¥#©ª§zÊ!¦tk« ����y� � �É��ÁgÇ��j�<��Â��ÅÂ��\���Å�º�g�5²/¨ ®¦ ��¡ ¦}§�® ¨K¡D¨z� ¦k ¡ §� ¡D¨ }§�±ª« ¦tP°µ§z ¨ ±�«O¬�¦ H � «s¦ ¼ ´!� ©�¦M¦ � ¥�©£§�Ê!¦tk¦ ��� ¥ª¥#«s±�°^¦}§�® ¨ ¡£¢ «
H(Pi) = 0 ∀ i = 2, 3, 4, 5

¨ ¥ª¥#¦}§ H = 0
� «�¦ ¼ ´�� ©ª¦�¦ � ¥�©£§�Ê!¦tt¦ � Ì © ´ ¬�¦}§�® ¨ ³�´ ¦ � ¬�¦+}§ ¡D´ ±ª°µ§

Γ0 = {(x, y) ∈ R
2 : y(x2 − 1)(y − 2e−x2

) = 0} = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4

¬ ¨ °y«)t« ¡D´ ±ª°z« Ci ¥ ¨z�!¨

C1 = {(x, y) ∈ R
2 : y = 0}

C2 = {(x, y) ∈ R
2 : x = 1}

C3 = {(x, y) ∈ R
2 : x = −1}

C4 = {(x, y) ∈ R
2 : y = 2e−x2}

¼ «�± ¡ ¦tÏ §_°�±ª«�® ¨O��� ¼ ¨ ¥ª¥#¦tÊ!¦tk¦�©�±£§�¦t«D©#© ¨ ±ª¦k«¶¬�¦ ¡D´ ¦
	 ¼ ´!� ©�¦�¦ � ¥#©ª§zÊ!¦kt¦�« �_¿ ©�±£§�¦t«D©#© ¨ ±ª¦k« ¡£¢ «¾©�« � ¬ ¨z�!¨ §y¥#¦ � © ¨ ©ª¦ ¡ §�®« � ©ª«¾§z¦¼ ´!� ©ª¦�¦ � ¥�©£§�Ê!¦tk¦ � «�$¸ ´ © ´ ± ¨ ¨É� «� ¼ §y¥�¥ª§µ© ¨��

-2 -1 1 2

0.5

1

1.5

2

� ¦t» ´ ±£§ � ·���������������������������! "�#��$%��$  &������� Γ0

' ��Ç_�qÂP�gÂPÓ���Ç�(z�jÇ_Ç_�^��)z�+�N��� §�t¦kÕsÕ�¦}§�® ¨ ³�´ ¦ � ¬�¦�¦+°z«s±ª¥�¦�¬�¦ ¼ «�± ¡D¨ ±�±ª« � Õs§ � Ì ´ C1

¯ ¼ ¨ ¦ ¡£¢!¤ y ≡ 0 §_°�±ª«�® ¨
{

ẋ = 2(1 − x2)e−x2

ẏ = 0

¬!§ ¡D´ ¦�¥#¦�°z«s¬!«¹¦t®®«s¬�¦}§µ©£§�®« � ©�« ¡£¢ « ẋ > 0 ¼ «�± −1 < x < 1 «¶®¦ �!¨ ±�«¶¬�¦�Õ�«�± ¨ §�k©�±ª¦k®« � ©ª¦ � Ì ´ C2,3

¯ ¦ � °z« ¡ « ¯ ¥�¦ ¢ §
x ≡ 1 « x ≡ −1 ±ª¦}¥ ¼ «D©�©�¦t°_§z®« � ©�« ¯ ¼ «s± ¡ ¦kÏ ¥ ´ C2 §_°^±�«s® ¨

{
ẋ = 0

ẏ = 4e−1y − 2y2

« ³�´ ¦ � ¬�¦ ẏ > 0 ¼ «s± 0 < y < 2e−1 «¶®É¦ �!¨ ±�«¶¬�¦+Õs«�± ¨ §zi©ª±�¦t®« � ©�¦+*�°^¦ ¡ «�°y«�±£¥�§É¥ ´ C3 §_°^±�«s® ¨
{

ẋ = 0

ẏ = 2y2 − 4e−1y

¼ «�± ¡ ¦tÏ ẏ > 0 ¼ «s± y < 0 « y > 2e−1
�

Øc��Î�� «¹ ´!� » ¨ C4 §zÊ!Ê!¦}§�® ¨ y = 2e−x2 *�§ � §�t¦kÕsÕ�¦}§�® ¨ ¥ ¨  ¨ ¦ � °y«�±£¥ ¨É� «�t}§É¬!¦k±ª«�Õs¦ ¨y� « x
�

�



ẋ = 2(x2 − 1)e−x2

« ³�´ ¦ � ¬�¦ ẋ > 0 ¼ «�± x < −1 « x > 1 «¶®¦ �!¨ ±�«¶¬�¦+Õs«�± ¨ §�k©�±ª¦k®« � ©ª¦ �È1¨ ¥ª¥#¦}§�® ¨K¨ ©�©�« � «�±ª« ´�� »y±ª§ Îj¡D¨K³�´ §�t¦i©£§µ©ª¦k° ¨ ¬!«�tk«Ü§�k©�±ª« ¡D´ ±ª°z«Ü¬�¦�k¦t°z«sk ¨ ¼ «s± ¬�¦ ¼ « � ¬�« � Õq§ ¡D¨y� ©ª¦ �^´ §Û¬!§z¦�¬!§µ©ª¦
¦ � ¦kÕs¦t§zk¦ �

-2 -1 1 2

-0.5

0.5

1

1.5

2

� ¦t» ´ ±ª§ ¿ ·�� $������������������ ����$�� ���
$����+$	��
+�� �
���y� 	 ����Çµ�!ÂÅ�y�s�s�jÇµÂº� Ó/�yÇµÂÅ���gÂ�(��g�\� Ì § ¼!¼ ¦}§�® ¨ ¡£¢ « ¥#« «q¥#¦}¥#©�« ´!� §O±ª«�»z¦ ¨z� « U

¡£¢ « ¥�¦t§O±£§ ¡�¡£¢ ¦ ´ ¥ª§Í§zk Ð ¦ � ©�«s± ��¨ ¬!¦ ´!� §¡D¨ ® ¼ ¨y� « � ©�« ¡D¨y�!� «s¥ª¥ª§ ¬�¦ ´!� § ¡�´ ±ª°_§Í¬�¦gt¦t°z«�t ¨?¡£¢ ¦ ´ ¥ª§ ¬�¦ H « ¡�¨z� ©�« � »y§ ´��a´!� ¦ ¡D¨ ¼ ´!� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨ x0

¡£¢ «�¥�¦t§
¥#©ª§�Ê�¦kt« ¯ §�t ¨ ±£§ ¨ » � ¦\©�±£§�¦t«D©�© ¨ ±ª¦}§ ϕ(t, x)

¯!¡�¨z�
x ∈ U \ {x0} ½ ¼ «�±ª¦ ¨ ¬�¦ ¡ § ¯ «¹¥�¦+¥#° ¨ t»z«)¥ ´Í´��?¨ ±�Ê!¦k©ª§ ¡£¢ « ¡D¨z� ©ª¦k« � « x0

§��¥ ´!¨ ¦ � ©ª«�± �!¨�� �)´ ¦ � ¬�¦ ¯ ¦�¬�§µ©�¦+¦ � ¦tÕ�¦}§�t¦ ¡£¢ «¶¬!§ �!�!¨¨ ±ª¦k»y¦ � «¹§É©ª±ª§z¦k«�©#© ¨ ±�¦t« ¼ «s±�¦ ¨ ¬�¦ ¡£¢ «¾¥ ¨z��¨É� «�tÅÐ § ¼ «�±�© ¨

U =
{
(x, y) ∈ R

2 : −1 < x < 1, 0 < y < e−x2
}
\ {P1}

� ¨y� §zÊ!Ê!¦}§�® ¨ §� ¡D´!� ±ª¦t¥ ´ k©ª§µ© ¨ ©�« ¨ ±�¦ ¡D¨¡£¢ « ¡ ¦g§z¥ª¥#¦ ¡D´ ±ª¦$ÅÐ «s¥�¦}¥�©ª« � §¬�¦+©ª±ª§z¦k«�©#© ¨ ±ª¦k« ¼ «s±�¦ ¨ ¬�¦ ¡£¢ « � «�tk«¶±ª«�»y¦ ¨y� ¦
U1 =

{
(x, y) ∈ R

2 : x > 1, 0 < y < e−x2
}
\ {P6}

U2 =
{
(x, y) ∈ R

2 : x < −1, 0 < y < e−x2
}
\ {P7}

�!¨y� «s¥ª¥#« � ¬ ¨ ¬!«�t¦k®¦k©ª§µ©ª«P¬�§ ¡D´ ±�°y«�¬�¦^k¦t°z«sk ¨�¡£¢ ¦ ´ ¥�« ����´ ©�©ª§_°^¦}§�§ �j¡£¢ «�¦ � U1 « U2

¨ » � ¦�¬!§µ© ¨ ¦ � ¦kÕs¦t§zk«/»z« � «�±£§ ´!� Ð ¨ ±ªÊ!¦k©ª§¼ «�±ª¦ ¨ ¬�¦ ¡ § � Ë ¦t® ¨ ¥�©ª±�¦}§�® ¨ ¡£¢ « ¡ ¦tÏ½¶°z«s± ¨ ¼ «s± U1

� � §¬�¦t® ¨ ¥�©ª±ª§zÕ�¦ ¨z� « ¼ «�± U2 ½R¬!«�$© ´ ©#© ¨ § � §z ¨ »y§ �² «�±�©ª§z®« � ©�«¾§_°^±�«s® ¨�¨ ±ªÊ!¦k©�« ¼ «s±�¦ ¨ ¬�¦ ¡£¢ « ε � °^¦ ¡ ¦ � «¶§z ¼ ´!� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨ ¥#©ª§�Ê�¦kt« P6 ©ª±ª§�©#©ª§ � ¬ ¨ ¥#¦+¬�¦ ´!� ¼ ´�� © ¨ ¬�¦
®¦ � ¦k® ¨ ¦}¥ ¨ t§�© ¨ ¼ «�±gt§ ¡D¨ ¥#©ª§ � ©�«�¬�«sy® ¨ © ¨ H

� Ì ´ ¼!¼ ¨z� ¦}§�® ¨ ¼ «�±�§z¥ª¥ ´ ±ª¬ ¨N¡£¢ «�«s¥�¦t¥#©ª§ ´�� §M©�±£§�¦t«D©�© ¨ ±�¦}§ ϕ(t, x)
¡�¨z� ¬!§�© ¨

¦ � ¦kÕs¦t§zk«¾¦ � U1

�!¨y� ¼ «�±ª¦ ¨ ¬�¦ ¡ § ��� §zk« ϕ(t, x)
�!¨y� ¼ ´ Ï©�« � ¬�«�±ª«¶§z¬ ´!�Ü¡ ¦ ¡  ¨ k¦t®¦i©ª« � ¼ «�± ¡£¢!¤ H

��¨z� ½¾¦t¬�« � ©�¦ ¡ §�®« � ©ª«¡D¨ ¥�©£§ � ©�«R¥ ´ §� ¡D´�� § ¼ «s±#© ¨��P�!¤ §� ¼ ´!� © ¨ ¥#©ª§zÊ!¦kt« P6

� ¼ «�± ¡£¢!¤ §zi©ª±�¦t®« � ©�¦g¦ � ©�«s±ª¥�« ¡£¢ «�±ª«�Ê!Ê\«¾k«¶©ª±ª§z¦k«�©#© ¨ ±ª¦k« ¼ «�±ª¦ ¨ ¬�¦ ¡£¢ «
¦ � © ¨ ± �!¨ § P6

� * ³�´ ¦ � ¬�¦� Ð ´!� ¦ ¡ § ¼ ¨ ¥ª¥#¦tÊ!¦tk¦k©ªÔÉ½ ¡£¢ «R§�Ê�Ê!¦t§� Ð §y¥�¥�« x
¡D¨ ®«¶§z¥�¦ � © ¨ © ¨�¯ ¼ «�± ¡ ¦tÏ ¯  ´!� » ¨ ³�´ «q¥�©£§A©ª±ª§z¦k«�©#© ¨ ±ª¦t§

lim
x→∞

H(x, y) = H(∞, 0)

® § ¯ ¼ ¨ ¦ ¡£¢!¤ H ½ ¡D¨ ¥#©ª§ � ©�«¾¬�«��® ¨ © ¨�¯ H(∞, 0) = 0 ¬�§µ© ¨ ¡£¢ «¾ Ð §y¥�¥�« x ½ ´!� § ¥�« ¼ §z±ª§�©�±ª¦ ¡ « �� « ¥�«�» ´ « ¡£¢ « § �j¡£¢ « H(x, y) = 0  ´!� » ¨ }§a©�±£§�¦t«D©#© ¨ ±ª¦t§ ϕ(t, x)
�5È�¨ ¦ ¡£¢�¤ H(x, y)

�!¨y� ½ ¡D¨ ¥�©£§ � ©�« ¥ ´ §� ¡D´!�
§ ¼ «�±�© ¨j¯ «q¥#¦}¥#©�«�±£Ô ´!� §Ü©�±£§�¦t«D©#© ¨ ±ª¦t§?©ª±ª§ ϕ(t, x) « t§a¥#« ¼ §�±£§µ©ª±�¦t« {y = 2e−x2}

¯ ¥#¦}§ ϕ̃(t, x)
¯  ´!� » ¨a¡D´ ¦ H 6= 0

��� §
ϕ̃
¯ ¼ «�± ¡D¨z� ©ª¦ �^´ ¦k©ªÔ¬!§z¦g¬!§�©�¦�¦ � ¦tÕ�¦}§�t¦ ¯ ¬ ¨ °^±ªÔ§_°z«s±�« ¡D¨ ®«R§z¥�¦ � © ¨ © ¨  Ð §y¥�¥�« x

³�´ ¦ � ¬�¦ ¯ ¼ «�±�}§ ¥#©�«s¥ª¥ª§�±£§�»y¦ ¨y� «¶¬�¦ ¼ ±�¦t® § ¯
H(x, y) = 0 § ��¡£¢ «¾ ´�� » ¨ ϕ̃ ¦t ¡£¢ «¾½R§y¥�¥ ´ ±£¬ ¨���È «�±�©ª§ � © ¨ ϕ(t, x) ½ ¼ «�±ª¦ ¨ ¬�¦ ¡ § �
~)�s�!�$�\���������+�
�Å¿!�k�_�N�A�\�s�s�!�$�q� �g�^�P� �j�s�g�M²/¨z� ¬�¦kÕs¦ ¨y� «¶¥ ´!� ¡ ¦k« � ©�«¶§ � ��¡£¢!¤¾´!� §É¸ ´!� Õ�¦ ¨z� « H(x, y) ¥�¦}§ ¡�¨ ¥#©ª§ � ©ª«¶¬�«��® ¨ © ¨ ½





∂H

∂y
= ẋ

∂H

∂x
= −ẏ

Ë §�tt§ ¼ ±ª¦k® §É« ³�´ §zÕ�¦ ¨z� « ¨ ©�©�« � ¦t§z® ¨³�´ ¦ � ¬�¦

	



1.2 1.4 1.6

0.2

0.4

0.6

0.8

� ¦t» ´ ±£§ � · ��������������������� �+$ 
���� � $�� ��� $	� U6 �
� �������� �#$	� 
+�������#$	� �!� �"� 
�� ��$%��� $������

H(x, y) =

∫
¬ y (2xy − x4 + x2

)
= xy2 − x4y + x2y + f(x)

¡D¨y�
f(x) ¬!§ ¬�«�©�«s±�®¦ � §�±ª« � Ë «�±ª¦k°µ§ � ¬ ¨ ±�¦}¥ ¼ «D©�© ¨ § x

¨ ©�©�« � ¦t§z® ¨

−ẏ =
∂H

∂x
= y2 − 4x3y + 2xy + f ′(x)

« ³y´ ¦ � ¬!¦�§_°�±ª«�® ¨ f ′(x) = 0
¡ ¦ ¨ ½ f(x) ½ ´!� § ¡D¨ ¥#©ª§ � ©�«�§z±�Ê�¦i©ª±ª§z±�¦}§ ¡£¢ « ¯ ¼ «s± ¡�¨ ® ¨ ¬�¦k©ªÔ ¦t® ¼ ¨y� ¦}§�® ¨?�^´ t}§ �¶È «�± ¡ ¦tÏ´!� § ¡�¨ ¥#©ª§ � ©ª«¾¬!«��® ¨ © ¨ ½

H(x, y) = xy2 − x4y + x2y
�Å¿!� ¿y�PÀ¶Ág�$�qÂP�/Ãk�^Ä+Á�Âº�ÅÂ�Æ�Ç_ÂÅ���PÖ ¦}¥ ¨ k°^¦}§�® ¨ ¦t�¥�¦t¥#©�«s® §

{
x(2y − x3 + x) = 0

y(4x3 − y − 2x) = 0

Ë §�tt§R¥�« ¡�¨z� ¬�§ ¨ ©�©�« � ¦t§z® ¨ y = 0 « y = 4x3 − 2x
� Ì ¨ ¥#©�¦k© ´ « � ¬ ¨ y = 0

� «�tt§ ¼ ±�¦t® § ¯ ©�± ¨ °^¦t§z® ¨ x2(1−x2) = 0 «³�´ ¦ � ¬�¦ x = 0
¯
x = ±1

� Ì ¨ ¥#©�¦k© ´ « � ¬ ¨ ¦ � °y« ¡ « y = 4x3 − 2x
¯ §_°^±ª«�® ¨ x2(7x2 − 3)

¡ ¦ ¨ ½ x = 0
¯
x = ±

√
3

7
« ³�´ ¦ � ¬�¦ ¯

±ª¦t¥ ¼ «�©#©ª¦k°µ§�®« � ©ª« ¯ y = 0
¯
y = − 2

7

√
3

7

¯
y = 2

7

√
3

7

��È «�± ¡ ¦tÏ¦ ¼ ´!� ©�¦g¬+Ð « ³�´ ¦kt¦tÊ!±�¦ ¨ ¬�«�g¥#¦}¥�©ª«�® §¥�§z±ª§ �!�!¨

P0 = (0, 0) P1 = (1, 0) P2 = (−1, 0) P3 =

(√
3

7
,−2

7

√
3

7

)
P4 =

(
−
√

3

7
,
2

7

√
3

7

)

Ñ �s��Æ1Âº�ÅÂ��sÒ��g�^ÂPÓ1Ág�$�qÂ/�/Ãk�^Ä+Á�Âº�ºÂºÆgÇµÂÅ��� � §É® §µ©�±ª¦ ¡ «¶¬�«��¥�¦}¥�©ª«�® §Ék¦ � «s§z±�¦tÕ�Õq§µ© ¨ ½

A(x, y) =

(
2y − 4x3 + 2x 2x
12x2y − 2y 4x3 − 2y − 2x

)

× «s¬!¦t§z® ¨5³�´ ¦ � ¬�¦ ¡D¨ ¥ª§ § ¡�¡ §y¬�« °^¦ ¡ ¦ �!¨ §z¦ ¼ ´�� ©ª¦¶¬+Ð « ³�´ ¦kt¦tÊ!±�¦ ¨�� A(0, 0) = (0)i,j

¡£¢ «a½�»z¦}Ô ¦ � ¸ ¨ ±ª® §*¬�¦}§�» ¨z� §zk«¡D¨y� § ´ © ¨ °µ§� ¨ ±ª¦ �^´ tt¦ ¯ « ³�´ ¦ � ¬�¦ �!¨y� ¥�¦ ¼ ´ ÏK¬!¦k±ª« �^´ t}§a§ ¼ ± ¨ ¼ ¨ ¥#¦k© ¨ ¬�«�t}§�¥#©ª§zÊ!¦kt¦k©ªÔa¬!¦ P0 ¥#© ´ ¬�¦}§ � ¬ ¨ ¦t�¥#¦}¥#©�«�® §
t¦ � «q§�±ª¦kÕsÕs§�© ¨��

A(1, 0) =

(
−2 2
0 2

)

¦t ¡D´ ¦ ¼ ¨ k¦ �!¨ ®¦ ¨ ¡ §z±ª§�©#©�«s±�¦}¥#©�¦ ¡D¨ ½ P (λ) = λ2 − 4 « ³y´ ¦ � ¬!¦�»zt¦�§ ´ © ¨ °µ§� ¨ ±ª¦+¥ ¨y�!¨ λ = ±4
��È «�± ¡ ¦tÏ ¡D¨z�j¡  ´ ¬�¦}§�® ¨É¡£¢ «

P1 ½ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨ ¦ � ¥#©ª§�Ê�¦kt« �

A(−1, 0) =

(
2 −2
0 −2

)

« ³�´ ¦ � ¬�¦�§ �j¡£¢ « P2

¯�¡D¨y� t«¶¥�©ª«s¥ª¥#«¶§z±�» ¨ ®« � ©ª§zÕ�¦ ¨z� ¦$¬�¦ ¼ ±�¦t® § ¯ ±ª¦t¥ ´ k©ª§É«s¥ª¥#«s±�«¹¦ � ¥�©£§�Ê!¦tt« �

�
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√
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7

)
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− 2

7

√
3

7
2
√

3

7

− 44

49

√
3

7

2

7

√
3

7




¦t ¡D´ ¦ ¼ ¨ t¦ �!¨ ®¦ ¨ ¡ §�±£§µ©#©ª«�±ª¦t¥#©�¦ ¡D¨ ½ P (λ) = λ2 + 36

49
« ³�´ ¦ � ¬�¦�»yk¦/§ ´ © ¨ °_§z ¨ ±�¦ ¢ § �!�!¨ « � ©�±£§�®AÊ�¦ ¼ §�±�©�« ±ª«s§zk« �^´ tt§ �È «�± ¡ ¦tÏ �!¨z� ¼ ¨ ¥�¥�¦}§�® ¨ ¬!¦k±ª« �^´ k}§¥ ´ k}§¥�©£§�Ê!¦tk¦k©ªÔ¬�¦ P3

����� §z ¨ »y§z®É« � ©�«

A

(
−
√

3

3
,
2

7

√
3

7

)
=




2

7

√
3

7
−2
√

3

7
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49

√
3

7
− 2

7

√
3

7





«¾¦k�¥ ´!¨ ¼ ¨ t¦ �!¨ ®¦ ¨¡ §z±ª§�©#©�«s±�¦}¥#©�¦ ¡D¨ ½¶¬�¦ �^´!¨ ° ¨ P (λ) = λ2 + 36

49

¯ ¼ «�± ¡ ¦tÏ �!¨z� ¼ ¨ ¥�¥�¦}§�® ¨ ¬�¦t±ª« �^´ t}§É¥ ´ tt§É¥#©ª§�Ê�¦kt¦i©£Ô¬�¦
P4

� Ë ¨ Ê!Ê!¦}§�® ¨ ¥�© ´ ¬�¦}§�±ª« ¯z³�´ ¦ � ¬�¦ ¯ }§¹¥#©ª§zÊ!¦tk¦k©ªÔ¾¬�¦ P0

¯
P4 « P4

��È «�± ³�´ § � © ¨ ±ª¦k» ´ §�±£¬!§ P0

¯�¨ ¥ª¥�«�±ª¦k°µ§�® ¨¹¡£¢ «Mt§¹® §µ©ª±�¦ ¡ «¢ «q¥�¥�¦t§ � §¶¬�¦ H ¯^¡ §� ¡D¨ t§�©ª§¾¦ � P0 ½�}§¶® §µ©ª±�¦ ¡ « ��´ k}§ � �)´ ¦ � ¬�¦ �!¨z� ¼ ¨ ¥ª¥#¦}§�® ¨ ©ª± ¨ °µ§�±ª« ´!� §R¸ ¨z� Õs¦ ¨y� «�¬�¦ ��� § ¼ ´!�!¨ ° ¼ «s±
P0 § ¼ §�±�©�¦t±�«¶¬!§ H

¯ ¼ «�± ¡ ¦tÏ ¨ ¥ ´ ¬�¦ ¨ ¬�«�tt§¥#©ª§zÊ!¦kt¦k©ªÔ ¬�¦ P0 ½¾±�¦t® § � ¬�§µ© ¨j��Ö ¦k» ´ §�±£¬ ¨ § P3

¯ ¦ � °y« ¡ « ¯ §_°z«s® ¨¡£¢ «

H

(√
3

3
,−2

7

√
3

7

)
=




44

49

√
3

7
− 2

7

√
3

7

− 2

7

√
3

7
2
√

3

7




« ¯ ¼ ¨ ¦ ¡£¢!¤ det(H) > 0 « H1,1 > 0
¯ §zk ¨ ±£§ P3 ½ ´!� ¼ ´�� © ¨ ¬�¦+®¦ � ¦k® ¨ ¦}¥ ¨ t§�© ¨ ¼ «s± H

� Ë « Î�� ¦k©ª§ ³�´ ¦ � ¬�¦�t§�¸ ´!� Õs¦ ¨y� «
W (x, y) = H(x, y) − H(P3)

¥�¦ ¨ ¥�¥�«�±ª°µ§¦k®®«s¬�¦}§µ©£§�®« � ©ª« ¡£¢ « W (x, y) ¥ ¨ ¬!¬�¦}¥#¸º§ t«A¦ ¼ ¨ ©�«s¥�¦g¬!«�g©�« ¨ ±�«s® § ¬�¦ ��� § ¼ ´!�!¨ ° ¼ «s± P3

¡£¢ « ³�´ ¦ � ¬�¦�½ ´!�¼ ´!� © ¨ ¬�Ð « ³y´ ¦kt¦kÊ�±�¦ ¨ ¥�©£§�Ê!¦tk« ����� §z ¨ »y§z®É« � ©�«¾§_°�±ª«�® ¨¡£¢ «

H

(
−
√

3

3
,
2

7

√
3

7

)
=


− 44

49

√
3

7

2

7

√
3

7

2

7

√
3

7
−2
√

3

7




« ¯ ¼ ¨ ¦ ¡£¢!¤ det(H) > 0 « H1,1 < 0
¯ §zk ¨ ±£§ P4 ½ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬�¦$® §z¥ª¥�¦k® ¨ ¦}¥ ¨ }§µ© ¨ ¼ «s± H

� Ë « Î�� ¦k©ª§ ³�´ ¦ � ¬�¦$t§A¸ ´!� Õs¦ ¨y� «
W (x, y) = H(x, y) − H(P4)

¥�¦ ¨ ¥�¥�«�±ª°µ§¦k®®«s¬�¦}§µ©£§�®« � ©ª« ¡£¢ « W (x, y) ¥ ¨ ¬!¬�¦}¥#¸º§ t«A¦ ¼ ¨ ©�«s¥�¦g¬!«�g©�« ¨ ±�«s® § ¬�¦ ��� § ¼ ´!�!¨ ° ¼ «s± P4

¡£¢ « ³�´ ¦ � ¬�¦�½ ´!�¼ ´!� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦tt¦kÊ!±ª¦ ¨ ¥#©ª§�Ê�¦kt« � Ì © ´ ¬�¦t«�±ª«�® ¨ t§?¥�©£§�Ê!¦tk¦k©ªÔO¬�¦ P0 ¥ ¨  ¨ ¬ ¨ ¼ ¨ §_°z«s±�©ª±ª§ ¡�¡ ¦}§µ© ¨Í´!� »z±£§ Îj¡�¨Í³�´ §�t¦k©ª§µ©ª¦k° ¨Í� «s¼ ¦}§ �!¨ ¬�«skt«¾¸º§z¥�¦+«R¬�«�©�«�±ª®¦ � §µ© ¨ ¦�°y«�±£¥#¦�¬�¦ ¼ «�± ¡D¨ ±�±ª« � Õs§� ´!� » ¨ k«¹©ª±ª§z¦k«�©#© ¨ ±�¦t« ��Å¿!� � �É��ÁgÇ��j�<��Â��ÅÂ��\���Å�º�g�5²/¨ ®¦ ��¡ ¦}§�® ¨K¡D¨z� ¦k ¡ §� ¡D¨ }§�±ª« ¦tP°µ§z ¨ ±�«O¬�¦ H � «s¦ ¼ ´!� ©�¦M¦ � ¥�©£§�Ê!¦tk¦ ��� ¥ª¥#«s±�°^¦}§�® ¨ ¡£¢ «
H(Pi) = 0 ∀ i = 1, 2

¨ ¥ª¥#¦}§ H = 0
� «�¦ ¼ ´!� ©ª¦�¦ � ¥�©£§�Ê!¦tk¦ � Ì © ´ ¬�¦}§�® ¨ ³�´ ¦ � ¬�¦�}§ ¡�´ ±ª°_§

Γ0 = {(x, y) ∈ R
2 : xy(y − x3 + x) = 0} = C1 ∪ C2 ∪ C3

¬ ¨ °y«)t« ¡D´ ±ª°z« Ci ¥ ¨z�!¨

C1 = {(x, y) ∈ R
2 : x = 0}

C2 = {(x, y) ∈ R
2 : y = 0}

C3 = {(x, y) ∈ R
2 : y = x3 − x}

¼ «�± ¡ ¦tÏ §_°�±ª«�® ¨O� � ¼ ¨ ¥ª¥#¦tÊ!¦tk¦�©�±£§�¦t«D©#© ¨ ±ª¦k«¶¬�¦ ¡D´ ¦ � ¼ ´!� ©�¦�¦ � ¥#©ª§zÊ!¦kt¦�« ��� ©�±£§�¦t«D©#© ¨ ±ª¦k« ¡£¢ «¾©�« � ¬ ¨z�!¨ §y¥#¦ � © ¨ ©ª¦ ¡ §�®« � ©ª«¾§z¦¼ ´!� ©ª¦�¦ � ¥�©£§�Ê!¦tk¦ � «�$¸ ´ © ´ ± ¨ ¨É� «� ¼ §y¥�¥ª§µ© ¨��' ��Ç_�qÂP�gÂPÓ���Ç�(z�jÇ_Ç_�^��)z�+�N��� §�t¦kÕsÕ�¦}§�® ¨ ³�´ ¦ � ¬�¦�¦+°z«s±ª¥�¦�¬�¦ ¼ «�± ¡D¨ ±�±ª« � Õs§ � Ì ´ C1

¯ ¼ ¨ ¦ ¡£¢!¤ x ≡ 0 §_°^±ª«�® ¨
{

ẋ = 0

ẏ = −y2

¬!§ ¡D´ ¦�¥#¦+°y«s¬�«¶¦t®®«s¬�¦}§µ©£§�®« � ©�« ¡£¢ « ẏ < 0 ∀y 6= 0
� Ì ´

C2

¯ ¼ ¨ ¦ ¡£¢ ½ y ≡ 0
¯ §_°^±�«s®É¦$¦ � °z« ¡ «

{
ẋ = x2(1 − x2)

ẏ = 0

�
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� ¦t» ´ ±£§ 	�·���������������������������! "�#��$%��$  &������� Γ0

« ³�´ ¦ � ¬�¦ ẋ > 0 ¼ «�± −1 < x < 1 « x 6= 0
��Øc��Î�� « ¯ ¥ ´ C3

¯ § � §zk¦tÕ�Õq§ � ¬ ¨ ¥ ¨  ¨ ¦t$°z«s±ª¥ ¨ ¬�¦ ¼ «�± ¡D¨ ±ª±ª« � Õq§ � «�tt§�¬�¦t±�«sÕ�¦ ¨z� «
x ¼ «�±�¥�«�® ¼ t¦ ¡ ¦i©£Ô �

ẋ = x2(x2 − 1)

« ³�´ ¦ � ¬�¦ ẋ > 0 ¼ «�± x− < 1 « x > 1
�MÈ1¨ ¥ª¥�¦t§z® ¨¨ ©#©�« � «�±ª« ´!� »y±ª§ Îj¡D¨ ³�´ §�t¦k©ª§µ©ª¦k° ¨ ¬�«�tt«A§�k©�±ª« ¡D´ ±ª°z«R¬!¦�t¦k°y«�t ¨ ¼ «�±

¬�¦ ¼ « � ¬�« � Õs§ ¡�¨z� ©�¦ �^´ §�¬�§�¦�¬!§�©�¦+¦ � ¦tÕ�¦}§�t¦ �
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� ¦t» ´ ±ª§ � ·�� $������������������ ����$�� ���
$����+$	��
+�� �
�Å¿!� 	 � �/Çµ�!Âº���s�s�jÇ_ÂÅ� Ó���ÇµÂº����Â!(����j�/È «�±N»zt¦+¥�©ª«s¥ª¥#¦�§z±�» ¨ ®« � ©ª¦ ´ ¥ª§µ©ª¦$¦ �Û���y� 	 � ¥ª§ ¼�¼ ¦t§z® ¨�¡£¢ «¾¦�¬!§�©�¦+¦ � ¦kÕs¦t§zk¦ ¡£¢ «¶¬!§ �!�!¨¨ ±ª¦t»z¦ � «¹§�©ª±ª§z¦k«�©#© ¨ ±�¦t« ¼ «s±�¦ ¨ ¬�¦ ¡£¢ «¶¥ ¨y�!¨�� «�»zt¦�§ ¼ «s±#©ª¦

U1 = {(x, y) ∈ R
2 : 0 < x < 1, x3 − x < y < 0}\{P3}

U2 = {(x, y) ∈ R
2 : −1 < x < 0 0 < y < x3 − x}\{P4}�Å¿!� � � Ñ �j�ÅÁ
)yÂº�\�g�O�^��Ó1�ºÂ�(zÂº�s�+��� ¥ª¥�«�±ª°�¦}§�® ¨ ¦t®®«s¬�¦}§µ©£§�®« � ©�« ¡£¢ «�¦t+¬!§µ© ¨ ¦ � ¦tÕ�¦}§�t«¹¥�¦�©ª± ¨ °µ§�¥ ´ t}§ ¡D´ ±�°µ§A¬!¦\t¦t°z«�t ¨ C2

¬ ¨ °y«)°µ§�t« ẏ = 0
��È «�±�©ª§ � © ¨ ¥�¦+©ª±ª§�©#©ª§¬�¦+±ª¦}¥ ¨ k°y«�±ª«)¦t ¼ ± ¨ Ê!t«�® §É¬�¦ ² § ´�¡£¢��

{
ẋ = x2 − x4

x(0) = 2
Ì « ¼ §�±£§ � ¬ ¨ t«¾°_§z±�¦}§�Ê�¦kt¦ ¯�¨ ©#©ª« � ¦}§�® ¨

1 =
ẋ

x2 − x4³�´ ¦ � ¬�¦ ¯ ¦ � ©ª«�»z±£§ � ¬ ¨ §z®AÊ ¨ ¦�®«�®AÊ�±�¦
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xÈ «�± ¡ ¦tÏ�}§¥ ¨  ´ Õ�¦ ¨z� «¾«s¥ ¼ t¦ ¡ ¦i©£§É½ x(t) ©£§�t« ¡£¢ «
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x
= t

~)�s�!�$�\���������+�
� � �k�_�N�A�\�s�s�!�$�q� �g�^�P� �j�s�g� ² §z ¡�¨ t¦t§z® ¨ }§¬�«�±ª¦k°µ§�©ª§�© ¨ ©ª§�t«¶¬�¦ H(x, y) ·

¬
¬ tH(x, y) = 〈∇H, (ẋ, ẏ)〉

Ë Ð §zi©ª±ª§ ¼ §z±#©ª«¹¥�¦�°z«q¬�«¾¦k®®«s¬!¦t§�©ª§�®« � ©ª« ¡£¢ «





∂H

∂x
= 2x(8x2 − 8 + 5y2) = −ẏ

∂H

∂y
= 2y(5x5 − 5 + 2y2) = ẋ

¼ «�± ¡ ¦tÏ ¡£¢ ¦t§z±ª§z®É« � ©�« 〈∇H, (ẋ, ẏ)〉 = 0 « ³�´ ¦ � ¬�¦ H(x, y) ½ ´!� § ¡�¨ ¥#©ª§ � ©ª«¹¬!«��® ¨ © ¨ ¼ «s±�¦k�¥�¦}¥�©ª«�® § �� � � ¿y�PÀ¶Ág�$�qÂP�/Ãk�^Ä+Á�Âº�ÅÂ�Æ�Ç_ÂÅ���N² «�± ¡£¢ ¦}§�® ¨ ¦ ¼ ´!� ©�¦�¦ �Ü¡D´ ¦�¥�¦�§ ����´ k}§É¦k ¡ §�® ¼ ¨ °y«D©�© ¨ ±ª¦}§�t« �
{

2y(5x2 + 2y2 − 5) = 0

2x(8 − 8x2 − 5y2) = 0

Ë §�tt§ ¼ ±�¦t® § ¨ ©�©�« � ¦t§z® ¨ y = 0 « 2y2 = 5− 5x2
� Ì ¨ ¥�©ª¦i© ´ « � ¬ ¨ y = 0

� «sk}§A¥�« ¡�¨z� ¬!§¶©�± ¨ °�¦}§�® ¨ x = 0 « x = ±1 *
¦ � °y« ¡ « ¼ «�± y2 = 5/2(1− x2)

¨ ©#©ª« � ¦}§�® ¨ 9x(x2 − 1) = 0
¯ ¼ «�± ¡ ¦tÏ ¼ «�± x = ±1 §_°^±ª«�® ¨ ¬�¦ �^´!¨ ° ¨ y = 0 ®« � ©�±ª«¶¬!§

x = 0 ©ª± ¨ °^¦}§�® ¨ y = ±
√

5

2

���)´ ¦ � ¬�¦�¦ ¼ ´!� ©ª¦�¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨ ¬�«s�¥#¦}¥#©�«�® §¥ ¨z�!¨

P0 = (0, 0) P1 = (1, 0) P2 = (−1, 0) P3 =

(
0,

√
5

2

)
P4 =

(
0,−

√
5

2

)

Ñ �s��Æ1Âº�ÅÂ��sÒ��g�^ÂPÓ1Ág�$�qÂ/�/Ãk�^Ä+Á�Âº�ºÂºÆgÇµÂÅ��� � §É® §µ©ª±�¦ ¡ «¶¬�«s�¥�¦t¥#©�«s®§Ét¦ � «s§�±ª¦tÕ�Õs§�© ¨ ½

A(x, y) =

(
20xy 10x2 + 12y2 − 10

16− 48x2 − 10y2 −20xy

)

¡£¢ « ¡ §z ¡�¨ }§µ©£§A¦ � (0, 0) ¬!§

A(0, 0) =

(
0 −10
16 0

)

¦t ¡D´ ¦ ¼ ¨ t¦ �!¨ ®¦ ¨Ü¡ §z±ª§�©#©ª«�±ª¦t¥#©�¦ ¡D¨ ½ P (λ) = λ2 + 160 « ³y´ ¦ � ¬!¦�»zt¦1§ ´ © ¨ °µ§z ¨ ±�¦ ¢ § �!��¨ « � ©ª±ª§z®AÊ!¦ ¼ §z±#©ª«�±ª«s§zk« �^´ k}§ *¼ «�± ¡ ¦tÏ ��¨z� ¼ ¨ ¥�¥�¦t§z® ¨ ¬!¦k±ª« ��´ k}§¥ ´ t}§É¥#©ª§zÊ!¦tk¦k©ªÔ¬�¦ P0

�

A(±1, 0) =

(
0 0

−32 0

)

¦t ¡�´ ¦ ¼ ¨ t¦ �!¨ ®¦ ¨É¡ §�±£§µ©�©�«s±�¦}¥�©ª¦ ¡�¨ ½ P (λ) = λ2 « ³�´ ¦ � ¬�¦ ��¨z� ¼ ¨ ¥ª¥�¦t§z® ¨ ¬�¦k±ª« ��´ k}§�¥ ´ tt§É¥#©ª§�Ê�¦kt¦i©£ÔA¬�¦ P1 « P2

��Øc�!Î�� «

A

(
0,±

√
5

2

)
=

(
0 20
−9 0

)

¦t ¡D´ ¦ ¼ ¨ t¦ �!¨ ®¦ ¨ ¡ §�±£§µ©#©ª«�±ª¦t¥#©�¦ ¡D¨ ½ P (λ) = λ2 + 180
¯ ¼ «�± ¡ ¦tÏ »zt¦�§ ´ © ¨ °µ§� ¨ ±ª¦ ¢ § �!�!¨ « � ©ª±ª§z®AÊ!¦ ¼ §�±�©�«¶±ª«s§�t« ´ » ´ §�t«R§

Õ�«s± ¨³�´ ¦ � ¬�¦ �!¨y� ¼ ¨ ¥ª¥#¦}§�® ¨ ¬!¦k±ª« ��´ k}§�¥ ´ tt§É¥#©ª§�Ê�¦kt¦i©£Ô¬�¦ P3 « P4

�/²/¨z�j¡  ´ ¬�¦}§�® ¨É³�´ ¦ � ¬�¦ ¡£¢ «) ¨ ¥#© ´ ¬�¦ ¨ ¬�«s�¥#¦}¥#©�«�® §

�



t¦ � «q§�±ª¦kÕsÕs§�© ¨K�!¨z� ½ ¥#©ª§µ© ¨Ù´ ©�¦tt« � «�¹¬�«D©ª«�±ª®É¦ � §z±�« }§K¥#©ª§zÊ!¦tk¦k©ªÔÙ¬�¦ � «s¥ª¥ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨j� ²/¨z� ¥#¦}¬�«�±ª¦}§�® ¨ }§
® §µ©ª±�¦ ¡ « ¢ «q¥�¥�¦t§ � §É¬�¦ H ¯ ¦ � « �

H(x, y) =

(
48x2 + 10y2 − 16 20xy

20xy 10x2 + 12y2 − 10

)

¡£¢ « ¡ §z ¡�¨ }§µ©£§A¦ � P0 ½

H(0, 0) =

(
−16 0
0 −10

)

¼ «�±�©ª§ � © ¨ P0 ½ ´!� ¼ ´!� © ¨ ¬!¦�® §z¥ª¥#¦t® ¨ ¦}¥ ¨ t§�© ¨ ¼ «�±N}§ ¡�¨ ¥#©ª§ � ©ª«¶¬�«��® ¨ © ¨ « H(0, 0) = 4
� Ë « Î�� ¦k©ª§}§�¸ ´!� Õ�¦ ¨z� «

W (x, y) = 4 − H(0, 0)

¥�¦+°z«�±ª¦ Îj¡ §É¦t®É®«q¬�¦t§�©ª§z®É« � ©�« ¡£¢ « W ½ ´!� §É¸ ´!� Õ�¦ ¨z� «R¬�¦ ��� § ¼ ´!�!¨ ° ¼ «�± P0

¡£¢ « ³�´ ¦ � ¬�¦�½R¥#©ª§zÊ!¦tk« �

H(±1, 0) =

(
32 0
0 0

)

« ³�´ ¦ � ¬�¦ P1 « P2 ¥ ¨z�!¨ ¼ ´!� ©�¦+¬�¦$¥#«sk}§ ¼ «�± H ¯ ¬ ´!��³�´ « �!¨z� ¼ ¨ ¥�¥�¦t§z® ¨ ©�± ¨ °µ§�±ª« ´!� §R¸ ´!� Õ�¦ ¨z� «)¬�¦ ��� § ¼ ´!�!¨ °§ ¼ §�±�©�¦t±�«
¬!§ H(x, y) *� ¨ ¥#© ´ ¬!¦ ¨ ¬�«sk}§¥�©£§�Ê!¦tk¦k©ªÔ ¬!¦ P1 « P2 ¥ª§�±£Ô ¡�¨ ® ¼ t«D©ª§�© ¨ ¦ � ¥�«�» ´ ¦k© ¨��1Øc��Îj� «

H

(
0,±

√
5

2

)
=

(
9 0
0 20

)

« ³�´ ¦ � ¬�¦ P3 « P4 ¥ ¨z�!¨ ¼ ´!� ©ª¦�¬�¦+®¦ � ¦t® ¨ ¦}¥ ¨ k©ª§µ© ¨ ¼ «�±M¦t�¥#¦}¥#©�«�® §�«)¦ �!¨ i©ª±�« H
(
0,
√

5

2

)
= H

(
0,−

√
5

2

)
= − 9

4

� Ì «
¬�« Î�� ¦}§�® ¨

W (x, y) = H(x, y) +
9

4

¥�¦+°z«�±ª¦ Îj¡ § ¡£¢ « W ½¾¸ ´�� Õ�¦ ¨z� «R¬!¦ ��� § ¼ ´!�!¨ ° ¼ «�±�¦ ¼ ´!� ©�¦ P3 « P4

¡£¢ « ¼ «s± ¡ ¦kÏ ¥ ¨z�!¨ ¥�©£§�Ê!¦tt¦ �� � � � �N�AÁgÇ��!�Û�gÂP�ºÂ!�j�^�º�Å�
Γ0

Ì © ´ ¬!¦t§z® ¨ }§ ¡D´ ±ª°µ§
Γ0 = {(x, y) ∈ R

2 : (x2 + y2 − 1)(4x2 + y2 − 4) = 0} = C1 ∪ C2

¬ ¨ °y«)t« ¡D´ ±ª°z« Ci ¥ ¨z�!¨

C1 = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 = 1}

C2 =

{
(x, y) ∈ R

2 : x2 +
y2

4
= 1

}

¼ «�± ¡ ¦tÏ¹§_°^±ª«�® ¨ � ¼ ¨ ¥ª¥#¦tÊ!¦tk«/©�±£§�¦t«D©�© ¨ ±ª¦t«P¬�¦ ¡�´ ¦ ¿ ¼ ´!� ©�¦!¬�Ð « ³y´ ¦kt¦kÊ�±�¦ ¨ « � ©�±£§�¦t«D©�© ¨ ±�¦t« ¡£¢ «�©ª« � ¬ ¨y�!¨ §�¦ ¼ ´!� ©ª¦�¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨� «s+¸ ´ © ´ ± ¨ « � «s ¼ §z¥ª¥ª§µ© ¨ � «�©�«s± ¨�¡ t¦ � « �D�' ��Ç_�qÂ1�gÂ1À)�yÇ�(y��Ç_Çµ�^�
)y�+� Ì ´
C1 §zÊ!Ê!¦}§�® ¨ y2 = 1−x2

����� §zk¦tÕ�Õs¦t§z® ¨ ¥ ¨  ¨ ¦t�°z«s±ª¥ ¨ ¬�¦ ¼ «s± ¡�¨ ±ª±�« � Õs§ � «�t}§R¬�¦t±�«sÕ�¦ ¨z� «
x
��Øc��� § � Õs¦i© ´ ©#© ¨A�!¨ ©�¦}§�® ¨�¡£¢ «�t§ ¡D´ ±ª°µ§R½¹¬�¦k°^¦}¥�§�¬!§�¦ ¼ ´!� ©ª¦\¬+Ð « ³�´ ¦tt¦kÊ!±ª¦ ¨ P1 « P2

¡£¢ «)¥�¦j©�± ¨ °_§ �!¨ ¥ ´ k Ð §z¥ª¥#« x
¯!³�´ ¦ � ¬�¦

¥#© ´ ¬�¦}§�® ¨ ¥�« ¼ §z±ª§�©ª§�®« � ©ª«)¦ ¡ §z¥�¦ y > 0 « y < 0
� � «� ¼ ±�¦t® ¨ ¡ §z¥ ¨�¯ ¦ � ¸º§µ©�©�¦ ¯ §�Ê�Ê!¦t§z® ¨

ẋ = 6
√

1 − x2(x2 − 1)

« ³�´ ¦ � ¬�¦ ẋ < 0
� � «s�¥#« ¡D¨y� ¬ ¨¡ §z¥ ¨�¯ ¦ � °z« ¡ « ¯ §zÊ!Ê!¦}§�® ¨

ẋ = 6
√

1 − x2(1 − x2)

¼ «�± ¡ ¦tÏ ẋ > 0
� Ì ´

C2

¯ §�Ê�Ê!¦t§z® ¨ y2 = 4(1 − x2) «R¬!¦ �^´!¨ ° ¨ ¦ ¼ ´!� ©�¦�¬+Ð « ³�´ ¦kt¦tÊ!±�¦ ¨ ¬�¦t°^¦t¬ ¨y�!¨ }§ ¡D´ ±ª°µ§¦ � ¬ ´ «R®«D©ªÔ ¯´!� §K§�M¬�¦N¥ ¨ ¼ ±£§Ü« ´!� §K§�M¬�¦N¥ ¨ ©#© ¨ ¬�«sk Ð §y¥�¥�« x
� Ë ¦ �^´!¨ ° ¨a¡ ¦Mt¦k®¦k©�¦}§�® ¨ §�¥�© ´ ¬�¦}§�±ª«Í¦tM°z«�±£¥ ¨ � «�t}§�¬�¦t±ª«�Õ�¦ ¨z� « x

¥#© ´ ¬�¦}§ � ¬ ¨ ¥#« ¼ §�±£§µ©£§�®« � ©�«¹¦ ¡ §z¥�¦ y > 0 « y < 0
�

ẋ = 12
√

1 − x2(1 − x2)

¬!§ ¡D´ ¦ ẋ > 0 *�°�¦ ¡ «s°z«s±ª¥ª§�¥�« y < 0 §zÊ!Ê!¦}§�® ¨

ẋ = 12
√

1 − x2(x2 − 1)

�
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� ¦t» ´ ±£§ � ·���������������������������! "�#��$%��$  &������� Γ0

« ³�´ ¦ � ¬�¦ ẋ < 0
�#� ¥ª¥#«s±�°µ§ � ¬ ¨ ¦g°z«s±ª¥�¦�¬�¦ ¼ «�± ¡D¨ ±�±ª« � Õq§A ´!� » ¨ k«R¥�« ¼ §�±£§µ©�±ª¦ ¡ ¦ ¯��!¨ ©ª¦t§z® ¨ ¡£¢ «¶¦ ¼ ´!� ©�¦�¬+Ð « ³�´ ¦tk¦tÊ!±ª¦ ¨ P1 «

P2 ¥ ¨y�!¨ ¦ � ¥#©ª§zÊ!¦tk¦ �� � � 	 ���Í���sÇµ� (zÁgÇ��j�a��ÂP�ºÂ��\�^�º�º�g��È1¨ ¥�¥�¦t§z® ¨�¨ ©#©�« � «�±ª«¾k«R§zi©ª±�« ¡�´ ±�°y«¹¬!¦�k¦t°z«sk ¨ ¼ «s± ¡D¨y� ©ª¦ �^´ ¦k©ªÔ¬!§z¦�¬!§�©�¦+¦ � ¦kÕs¦t§zk¦ �
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� ¦t» ´ ±ª§ � ·�� $������������������ ����$�� ���
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� � � � �+À���ÇµÂº���gÂ�(zÂ��qÒ�g�^�º�Å�¾��Çµ�!ÂÅ�y�s�s�jÇµÂº�\�P² «�±�©ª§z®« � ©�«�¥ª§ ¼�¼ ¦t§z® ¨�¡£¢ « ¼ ±ª«s¥ ¨�¡D¨ ® ´!�j³y´ « ´!� ¬�§µ© ¨ ¦ � ¦tÕ�¦}§�t« � «�tk«�±ª«�»y¦ ¨y� ¦

� �



U1 = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 < 1}

U2 =

{
(x, y) ∈ R

2 : y > 0, x2 + y2 > 1, x2 +
y2

4
< 1

}

U3 =

{
(x, y) ∈ R

2 : y < 0, x2 + y2 > 1, x2 +
y2

4
< 1

}

«s¥ª¥ ¨ ¬�§�±£Ô ¨ ±�¦t»z¦ � «¾§z¬ ´!� ¨ ±ªÊ!¦i©£§ ¼ «s±�¦ ¨ ¬�¦ ¡ § �1È «�± ³�´ § � © ¨ ±�¦t» ´ §z±ª¬�§R¦ � °y« ¡ «¹}§É±�«s»z¦ ¨z� «

U4 =

{
(x, y) ∈ R

2 : x2 +
y2

4
> 1

}

�!¨y� ¥#¦}§�® ¨ ¦ � »y±ª§y¬ ¨ ¬�¦/¬!¦k±ª« �^´ tt§O©ª±ª§�©#©ª§ � ¬ ¨ ¥#¦�¬!¦ ´!� § ±�«s»z¦ ¨z� «¦tkt¦k®¦k©ª§�©ª§ � �)´ ¦ � ¬�¦/¥#« H(x, y) ∈
(
− 9

4
, 4
)
\{0}

¥�¦ ¡�´ ±ª§z®« � ©�«¾t«)©ª±ª§z¦k«�©#© ¨ ±ª¦k«¶¥ª§�±£§ �!�!¨ ¼ «s±�¦ ¨ ¬�¦ ¡£¢ « ¯ ®« � ©ª±�«R¥�« H(x, y) /∈
(
− 9

4
, 4
)
\{0}

�!¨z� ¼ ¨ ¥�¥�¦}§�® ¨ ¬�¦k±ª« �^´ k}§ �

�z�


