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FM1 - Equazioni differenziali e meccanica
TuTORATO VI - LiviA CORsI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

ESERCIZIO 1.
(1.1) Punti d’equilibrio. Sappiamo che i punti d’equilibrio di una sistema gradiente sono tutti e soli i
punti in cui il gradiente é nullo i.e. i punti della forma

— 423 442 =0
2y =0

Risolvendo troviamo quindi i punti Py, = (0,0) P, =(1,0) P, =(-1,0)
Stabilita. Consideriamo intanto il sistema lineare associato dato dalla matrice

oz oz 2
9 ot 1222-4 0
ox Oy

Vediamo dunque cosa succede intorno ai punti d’equilibrio.

A(0,0) = (‘04 _02)

Notiamo che é gia in forma diagonale con autovalori reali negativi; pertanto Py é un punto stabile.

A(+1,0) = (3 _02)

che ¢ gia in forma diagonale con autvalori reali di cui uno strettamente positivo; pertanto P; e P> sono punti
instabili. Verifichiamo ora che P, ¢ asintoticamente stabile. Sia

W(z,y) =V(z,y) —V(0,0) = y* — z* + 227

Notiamo immediatamente che W (z, y) é una funzione di Ljapunov per Py dunque, per il teorema di Ljapunov,
P, ¢é asintoticamente stabile.

(1.2) Curve di livello. Sappiamo che nei punti regolari del sistema si ha che VV & ortogonale alle curve
di livello di V. Percid poiché le velocita sono uguali a —VV in ogni punto, le traiettorie saranno ortogonali
alle curve di livello di VV e saranno dirette in senso opposto al gradiente.
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Figura 1: Curve di livello. Figura 2: Piano delle fasi.



(1.3) Bacino d’attrazione. Utilizzando la funzione di Ljapunov definita in (1.1) vediamo che W < 0
su B(1, P))\{Py} e quindi, per il terzo punto del teorema di Ljapunov, B(1,P;) ¢ contenuto nel bacino
d’attrazione di F.

ESERCIZIO 2. _
(2.1) Costante del moto. Affinché H(z,y) sia costante del moto, deve valere H = 0. Calcoliamo quindi la
derivata totale di H (z,y):

d L.
ma si vede facilmente che valgono
oH .
ar 7
oH .
= 3
Ay

pertanto avremo

e quindi H (z,y) & una costante del moto per il sistema.

(2.2) Punti d’equilibrio. Poiché si ha equilibrio per # = y = 0 risolviamo il sistema
2y(z® —1)(22%y* —2* — 1) =0
22(1 —y?)(20%y® — 4> —1) =0

Dalla prima otteniamo

1

x y=20 52— 1

Sostituendo nella seconda = +1 otteniamo y2 = 1 e quindi y = +1. Sostituendo y = 0 otteniamo
2 = 0. Infine, sostituendo x = +4/1/(2y? — 1) troviamo y = +1 che risostituito nella prima da x = +1.
Percio i punti d’equilibrio del sistema saranno

PO:(OaO) P1:(171) P2:(1a_1)

Py =(-1,1) Py=(-1,-1)
Stabilita dei punti d’equilibrio. Per determinare la stabilitd dei punti d’equilibrio, cominciamo con lo
studio del sistema, linearizzato. Ricordiamo che la matrice del sistema linearizzato &

o 0% 3*H *H

ox oy dx0y oy?
A(z,y) = ' | =

%y 9y _9*H _ 9%’H

ox oy Ox2 0xdy

e quindi nel nostro caso avremo

Az, y) = S8xy(222y? — 22 — y?) 2(z% — 1) (622%y% — 22 — 1)
DU T2 -y 622y —y2 = 1) —Say(2a%y? —a? — )

Vediamo dunque cosa succede vicino ai punti d’equilibrio.

A(0,0) = <_°2 g)

e il suo polinomio caratteristico & P(\) = A2 —4, quindi gli autovalori sono \; » = +2i; pertanto non possiamo
dire nulla sulla stabilita di Py dal solo studio del sistema linearizzato.

A, +1) = (8 8)

quindi anche in questo caso non possiamo dire nulla sulla stabilita dei punti. Infine



A(—1,4) = (8 8)

e di nuovo non possiamo dire nulla sulla stabilitd dei punti. Concludendo, il sistema linearizzato non ci ha
dato informazioni sulla stabilitd dei punti d’equilibrio del sistema e dovremo fare un’analisi ad ordini piu
elevati. Consideriamo quindi la matrice hessiana di H(z,y), i.e.

’H  9°H
j—((x ) _ Ox2 Oz dy _ 2(?]2 _ 1)(6x2y2 _ y2 _ 1) 8xy(2x2y2 — g2 y2)
Y= en orm |\ Szy(2e?y? —a® —y?)  2(x? —1)(62%y — 2% - 1)
Ozdy Oy?

che, calcolata in Py é

H(0,0) = (_02 _02>

e quindi, poiché det(H) = 16/5 > 0 e Hy; < 0 avremo che P é un punto di massimo isolato per la funzione
H(z,y). Pertanto, se consideriamo la funzione

W(z,y) = H(0) — H(z,y)

avremo che W(x,y) & una funzione di Ljapunov rispetto a Py e quindi Py ¢ un punto d’equilibrio stabile
per il sistema. D’altra parte, per quanto riguarda P; per i« = 1,...,4, non possiamo dire nulla neanche
mediante il teorema di Ljapunov. Infatti 3{(P;) = (0);x e quindi dovremmo cercare una funzione di Ljapunov
indipendentemente dalla costante del moto, il che non é banale. Cercheremo pertanto di determinare la
stabilitd di tali punti dallo studio qualitativo delle curve di livello.

(2.3) Curve di livello. Cominciamo con il calcolare il valore di H nei punti instabili. Osserviamo che
H(P)=0 Vi=1,2,3,4 ossia H =0 nei punti instabili. Studiamo quindi la curva

Do ={(z,y) €R? : (2 —1)(y*> —1)(2%y* — 1) =0} =C UC,UC3UCL,UC5UCs

dove le curve C; sono

€ ={(z,y) eR? : z=1} Cy={(z,y) €eR? : =1}
C3={(z,y) eR? : y=1} Cr={(z,y) eR? : y=—1}
65:{(m,y)6R2 : y:%} ng{(x,y)eRQ : y:—%}

percio avremo 24 possibili traiettorie di cui 4 punti instabili e 20 traiettorie che tendono asintoticamente ai
punti instabili nel futuro o nel passato.
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Figura 3: Grafico della curva di livello I'g

Versi di percorrenza. Analizziamo quindi i versi di percorrenza. Su €1, poiché z = 1 avremo

i=0
§=—2(y"—1)



da cui si vede immediatamente che § < 0 per ogni valore di y. Su Cy, poiché x = —1 avremo

{$:O
j=2@y" 1)

e quindi ¢ > 0 per ogni valore di y. Su C3, da y = 1 avremo

i =2(2? —1)°
y=0
e quindi £ > 0 per ogni valore di x; viceversa su €4, da y = —1 troviamo
&= -2z - 1)
y=0
percio & < 0 per ogni valore di z. Su C5, poiché y = 1/x troviamo
. 2, 9 2
=—(x* -1
i=—=(* - 1)

. 1)’
y:2x<1—ﬁ>

Analizzando solo il verso di percorrenza nella direzione x notiamo che & > 0 per z < 0 e negativo altrimenti
(il che ¢é consistente con uno studio fatto esclusivamente nella direzione y). Infine su Cg, da y = —1/x avremo

. 2 2 2
=Z@?-1
i=(a* - 1)

. 1)?
y:—2x(1—P>

e quindi studiando solo il verso di percorrenza nella direzione x vediamo che & > 0 per z > 0 e negativo
altrimenti. Possiamo ottenere un grafico qualitativo delle altre curve di livello per dipendenza continua dai
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Figura 4: Piano delle fasi per il sistema

(2.4) Traiettorie periodiche. Sappiamo che se esiste una regione U che sia racchiusa all’interno di una
componente connessa di una curva di livello chiusa di H e contenga un unico punto d’equilibrio x( che sia
stabile, allora ogni traiettoria ¢(t,%), con T € U\ {xo} & periodica, e si svolge su un orbita che contiene x
al suo interno. Quindi, i dati iniziali che sicuramente danno origine a traiettorie periodiche sono nell’aperto

U={(z,y) eR® : —1<z<1, -1<y<1}\{P}

ESERCIZIO 3. Si veda la dimostrazione del teorema 20.32 sulle dispense.



ESERCIZIO 4.
(4.1) Punti d’equilibrio. Dobbiamo risolvere il sistema

—22—9y%=0
—y—22=0

trovando quindi i due punti Py = (0,0) e P, = (—+/2, —/4).
Stabilita. Cominciamo con lo studio del sistema linearizzato, che é dato dalla matrice

% 9 -2 -2y
A(x,y)z oy Oy | — —9r -1
ox Oy

e vediamo cosa succede intorno ai punti d’equilibrio.

A(0,0) = <‘02 _01)

che é gia in forma diagonale con autovalori reali strettamente negativi e quindi P & un punto asintoticamente

stabile. i
-2 24
A (— 3, — 4) -
V2, -V 203 -1
il cui polinomio caratteristico ¢ P(\) = A2 4+ 3\ — 2 e quindi le sue radici sono
-3, V17
= — :l: _—
A=y i

e quindi esiste una radice reale strettamente positiva; percid P; é un punto instabile.
(4.2) Bacino d’attrazione. Definiamo la funzione

£E2+y2

Wi(z,y) = —

e osserviamo che W ¢ una funzione di Ljapunov per Py; infatti W (FPy) = 0 e chiaramente W (z,y) > 0
V(z,y) € R2\{P}. Inoltre

W(x,y) = —22" —¢y* -2y — 2’y = —2*(y +2) —y*(x + 1)

e quindi W(0,0) = 0 mentre W < 0 se z > —1 e y > —2. Pertanto abbiamo che W < 0 su B;(0)\{0} percid,
per il teorema di Ljapunov, B;(0) & contenuto nel bacino d’attrazione di Py.



