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�)�u�!�$�\���������!�
���{�k�_�R�����$�u�����v���+�������� �¡¢��£g¤¦¥!§�¨!¨!©�§�ª
«m¬®­�¯°©P¨!±!²�³�©M´+µ ¯u¶�±!©v·k©v¸!¹º©k«m´!©P±�²�§m»�©v»#³�¯uª¼§¾½|¹®§|´�©v¯¿²�³º¯°»#«{²!«¾³º±�³#³º©P¯O»#«{·k©/©
¨!±!²�³º©�©k²¾¬¿±!©�©v·+½|¹®§|´�©v¯¿²�³�¯cÀc²^±!·v·k«
©Á� ¯{��©�¨!±!²�³�©g´�¯¿·v·v§�Â�«{¹�ª¼§

{

− 4x3 + 4x = 0

2y = 0

Ã ©�»#«{·kÄ{¯¿²�´!«A³º¹�«¢Ä^©�§�ª
«Å¶�±!©v²�´�©�©�¨!±!²�³�©
P0 = (0, 0) P1 = (1, 0) P2 = (−1, 0)Æ �uÇ� 1�������uÈ�¤NÉ/«{²�»#©�´�¯u¹�©�§�ª
«Å©k²�³º§|²�³�«
©k·�»�©�»�³º¯¿ª¼§
·k©v²!¯s§�¹º¯Ê§{»�»�«�¬D©�§¢³�«
´!§�³�«¼´!§�·v·�§�ª¼§�³�¹º©v¬¿¯

A(x, y) =

(

∂ẋ
∂x

∂ẋ
∂y

∂ẏ
∂x

∂ẏ
∂y

)

=

(

12x2 − 4 0
0 −2

)

Ë ¯u´!©v§|ªÅ«¼´�±�²�¶�±!¯R¬D«�»�§Å»#±j¬¿¬D¯s´�¯�©v²{³º«|¹º²!«
§�©+¨!±!²�³º©�´+µ ¯u¶�±!©v·k©v¸!¹º©k«j�

A(0, 0) =

(

−4 0
0 −2

)

Ì «|³�©�§�ª
«¼¬®­!¯cÀ�½|©�ÍA©v²OÂ�«|¹ºª¼§Å´!©v§|½|«|²j§�·v¯Ê¬¿«|²Î§�±�³º«¢Ä_§|·k«{¹�©$¹º¯u§|·k©$²!¯u½{§¢³º©kÄ^©ÁÏ�¨j¯u¹#³®§�²�³�«
P0

À�±!²Î¨!±!²�³�«¼»#³º§|¸!©k·v¯|�

A(±1, 0) =

(

8 0
0 −2

)

¬®­!¯�À�½|©�Íc©k²¼Â�«{¹�ª¼§�´�©�§�½{«|²�§|·k¯�¬¿«|²Ð§|±�³�Ä¢§�·v«|¹º©!¹º¯u§|·k©�´!©j¬D±�©j±!²�«A»�³º¹�¯¿³#³®§�ª
¯¿²�³�¯�¨j«�»#©k³�©vÄ|«jÏ|¨\¯¿¹�³º§�²�³º«
P1

¯
P2

»�«|²!«�¨!±�²{³º©
©v²�»�³®§�¸!©v·v©�� Ë ¯u¹�©kÑj¬®­!©�§�ª
«Å«|¹®§Å¬®­�¯

P0

ÀR§|»�©v²{³º«�³º©v¬u§�ª
¯¿²�³�¯c»#³º§�¸�©k·v¯|��¥^©�§

W (x, y) = V (x, y) − V (0, 0) = y2 − x4 + 2x2

Ì «|³�©�§�ª
«�©vª
ªÅ¯s´�©�§¢³º§|ª
¯¿²�³�¯P¬®­!¯
W (x, y)

À�±!²�§NÂ�±!²!Ò¿©v«|²�¯P´�©^Ó�Ô#§|¨!±!²!«¢ÄÊ¨\¯¿¹
P0

´�±!²j¶{±�¯|Õ¢¨\¯¿¹�©k·{³�¯u«|¹º¯¿ª¼§�´�©^Ó�Ô#§|¨!±!²!«¢Ä$Õ
P0

ÀR§|»�©k²�³�«|³�©�¬¿§|ªÅ¯u²�³�¯c»�³®§�¸!©v·k¯{�
���{� Ö{�)×��g¡sØ\�Ù��������Øj�^����£�¤Å¥�§�¨!¨�©v§|ªÅ«O¬®­!¯A²�¯¿©1¨!±!²�³�©1¹º¯¿½{«|·�§�¹º©�´�¯¿·�»�©v»#³�¯uª¼§?»�©g­j§?¬®­!¯

∇V
ÀÅ«|¹�³�«{½|«|²j§�·v¯R§�·v·k¯Å¬D±!¹ºÄ|¯

´�©�·v©vÄ|¯¿·v·v«Ð´�©
V
��Ú�¯u¹º¬¿©kÛ
¨\«|©�¬®­!Ü�·v¯�Ä|¯¿·v«�¬D©k³ºÍ
»�«|²!«
±!½{±�§�·v©�§

−∇V
©v²Î«|½{²!©+¨!±!²�³�«jÕ!·v¯�³�¹®§�©v¯D³�³�«|¹º©v¯Ê»º§�¹®§�²!²�«Å«{¹#³º«|½{«|²�§|·k©

§�·v·v¯c¬¿±!¹ºÄ|¯�´�©�·v©kÄ{¯¿·v·k«
´�©
∇V
¯�»º§�¹®§�²!²!«
´�©v¹�¯¿³#³º¯�©k²¾»�¯¿²�»�«�«{¨!¨\«{»#³�«¼§�·+½{¹º§{´�©k¯u²�³�¯|�
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���{� ������Ç��{����£ �/�kÇ��u�¿¡¢Ç��{��£\�g�\¤��N³º©k·v©kÒuÒu§|²�´�«¦·�§mÂ�±�²!Ò¿©v«|²!¯a´!©�Ó�Ô#§|¨!±!²!«¢Ä*´!¯DÑ�²!©k³º§ ©v²:���{�k�_�ÅÄ|¯u´!©v§|ªÅ« ¬®­!¯
Ẇ < 0»�±

B(1, P0)\{P0}
¯a¶�±!©k²j´�©�ÕP¨\¯¿¹¼©v·M³�¯¿¹ºÒ¿« ¨!±�²{³º«¦´�¯¿·M³º¯¿«|¹º¯¿ª¼§K´�©�Ó!Ô#§�¨!±!²�«¢Ä\Õ

B(1, P0)
À¾¬¿«|²�³�¯u²�±!³�«K²!¯¿·�¸j§|¬D©v²!«

´+µ §¢³�³�¹®§�Ò¿©v«|²�¯Ê´�©
P0

�

�)�u�!�$�\�������	�+�
��Ö!�k�_�/×�£�
¿�sÇ!�$�u�O�g�^�
�*£��s£�¤����¼²�¬®­!Ü

H(x, y)
»�©v§�¬D«{»#³º§|²�³�¯)´!¯¿·\ªÅ«|³�«jÕ�´�¯uÄ|¯)Ä_§|·k¯u¹�¯

Ḣ = 0
��ÉP§|·v¬¿«|·v©v§|ªÅ«�¶{±�©k²�´!©j·�§

´�¯u¹�©vÄ¢§¢³º§�³º«�³º§|·k¯�´�©
H(x, y)

Þ
´
´
t
H(x, y) = 〈∇H, (ẋ, ẏ)〉

ª¼§
»#©�Ä{¯u´�¯ÊÂ�§{¬D©v·kª
¯¿²�³º¯c¬®­�¯�Ä_§|·k½{«|²!«














∂H

∂x
= −ẏ

∂H

∂y
= ẋ

¨\¯¿¹�³º§�²�³º«
§_Ä^¹º¯¿ª
«

〈∇H, (ẋ, ẏ)〉 = 〈(−ẏ, ẋ), (ẋ, ẏ)〉 = −ẏẋ + ẋẏ = 0
¯R¶�±!©v²�´�©

H(x, y)
Àc±!²�§
¬¿«{»#³º§�²�³º¯c´!¯¿·�ª
«�³º«
¨j¯u¹N©k·�»�©�»�³º¯¿ª¼§!�

��Ö!� Ö{�P���g�$�s�P�/�k�^�+�������� �¡_��£�¤/Ú1«|©�¬®­!Ü�»#©+­�§Å¯s¶{±�©k·v©k¸�¹�©v«
¨j¯u¹
ẋ = ẏ = 0

¹�©�»#«{·kÄ^©�§�ª
«Å©k·�»�©�»�³º¯¿ª¼§
{

2y(x2 − 1)(2x2y2 − x2 − 1) = 0

2x(1 − y2)(2x2y2 − y2 − 1) = 0
� §�·v·v§Å¨!¹º©kª¼§Å«�³�³�¯u²!©v§|ª
«

x = ±1 y = 0 x = ±
√

1

2y2 − 1
¥^«�»�³º©i³º±!¯¿²�´!«a²!¯¿·v·�§m»�¯u¬D«{²�´!§

x = ±1
«�³�³�¯¿²�©v§|ªÅ«

y2 = 1
¯?¶�±!©v²�´�©

y = ±1
��¥^«�»�³º©i³º±!¯¿²�´!«

y = 0
«�³�³�¯¿²�©v§|ªÅ«

x = 0
���q²�Ñj²!¯|Õ1»#«�»�³º©i³º±!¯¿²j´�«

x = ±
√

1/(2y2 − 1)
³�¹º«¢Ä^©v§|ª
«

y = ±1
¬®­!¯Ð¹º©v»�«{»#³�©k³�±!©k³�«Î²!¯u·k·�§Î¨!¹º©kª¼§¾´!§

x = ±1
�

Ú1¯¿¹®¬D©vÛ
©+¨!±!²�³�©�´�µ ¯s¶{±�©k·v©k¸�¹�©v«¼´�¯¿·�»�©�»�³º¯¿ª¼§
»�§|¹º§|²!²!«

P0 = (0, 0) P1 = (1, 1) P2 = (1,−1)
P3 = (−1, 1) P4 = (−1,−1)

Æ �uÇ� 1�������uÈG�g�^�������$�u�Ê�/�k�^�+�g������ g¡¢��£g¤ÅÚ�¯u¹�´�¯D³º¯¿¹ºªÅ©v²�§|¹�¯�·v§O»�³®§�¸!©v·v©i³®ÍO´!¯¿©1¨!±!²�³�©�´�µ ¯s¶{±�©k·v©k¸�¹�©v«�Õ�¬¿«|ª
©k²j¬D©�§�ª
«?¬¿«|²m·v«
»#³�±�´�©v«¼´�¯¿·g»#©�»�³º¯¿ª¼§Å·k©v²!¯s§�¹º©kÒuÒu§¢³º«�� Ã ©�¬D«|¹®´�©�§�ª
«
¬®­!¯�·v§Åª¼§¢³º¹�©�¬D¯�´�¯u·�»�©v»#³�¯uª
§Å·v©k²�¯u§�¹º©vÒ¿Òu§�³�«ÅÀ

A(x, y) =





∂ẋ
∂x

∂ẋ
∂y

∂ẏ
∂x

∂ẏ
∂y



 =







∂2H
∂x∂y

∂2H
∂y2

−∂2H
∂x2 − ∂2H

∂x∂y







¯R¶�±!©v²�´�©+²!¯u·�²!«{»#³�¹º«¼¬¿§{»#«
§_Ä^¹�¯uªÅ«

A(x, y) =

(

8xy(2x2y2 − x2 − y2) 2(x2 − 1)(6x2y2 − x2 − 1)
2(1 − y2)(6x2y2 − y2 − 1) −8xy(2x2y2 − x2 − y2)

)

Ë ¯u´!©v§|ªÅ«¼´�±�²�¶�±!¯R¬D«�»�§Å»#±j¬¿¬D¯s´�¯cÄ^©v¬¿©k²!«¼§|©+¨!±!²�³�©�´�µ ¯s¶{±�©k·v©k¸�¹�©v«��

A(0, 0) =

(

0 2
−2 0

)

¯P©k·�»�±!«�¨\«|·v©k²�«|ª
©k«c¬¿§|¹º§�³#³º¯¿¹º©v»#³�©�¬D«NÀ
P (λ) = λ2−4

Õ¢¶�±!©k²j´�©^½|·v©^§|±�³�«¢Ä¢§|·k«{¹�©�»#«{²!«
λ1,2 = ±2i

Ï¢¨\¯¿¹�³º§�²�³º«�²!«{²R¨j«�»�»�©�§�ª
«
´�©v¹�¯c²^±!·v·v§
»�±!·v·v§¼»#³º§|¸!©k·v©k³ºÍ
´�©

P0

´!§�·�»�«|·v«¼»�³º±�´�©v«¼´�¯¿·�»�©�»�³º¯¿ª¼§Å·k©v²!¯u§|¹�©vÒ¿Òs§¢³º«��

A(1,±1) =

(

0 0
0 0

)

¶�±!©v²�´�©�§|²�¬®­!¯c©k²¾¶�±!¯s»�³º«
¬u§|»�«�²�«|²O¨j«�»�»�©v§|ª
«
´!©k¹º¯c²�±�·k·�§
»#±!·v·�§Å»#³º§|¸!©v·k©k³ºÍ
´�¯u©�¨!±!²�³�©Á���q²�Ñ�²�¯

Ö



A(−1,±) =

(

0 0
0 0

)

¯A´�©�²^±!«¢Ä|«¼²�«|²¾¨\«{»º»#©�§�ª
«Ð´�©v¹�¯�²^±!·k·�§Ð»�±!·v·v§Ð»#³º§|¸!©v·k©k³ºÍÐ´!¯¿©�¨!±!²�³�©Á�ÊÉ/«|²j¬D·v±�´�¯¿²j´�«�Õj©k·1»#©�»#³�¯¿ª¼§¼·v©v²!¯u§|¹�©vÒ¿Òs§¢³�«¼²�«|²a¬D©g­�§
´!§�³�«¾©v²�Â�«|¹ºª¼§�Ò¿©v«|²�©�»#±�·k·�§¾»�³®§�¸!©v·v©i³®Í¾´�¯¿©/¨!±!²�³�©P´+µ ¯s¶�±!©k·v©v¸!¹�©v«a´�¯u·�»#©�»#³�¯¿ª¼§Î¯°´!«¢Ä�¹º¯¿ª
«OÂ�§�¹º¯¼±!²�µ §�²j§�·v©v»�©�§|´ «{¹º´�©v²!©�¨�©��
¯¿·v¯¿Ä¢§�³�©Á�/É/«|²�»�©v´!¯¿¹º©v§|ªÅ«
¶�±!©v²�´�©+·�§
ª
§�³�¹º©v¬¿¯c­!¯u»º»#©�§�²j§�´�©

H(x, y)
Õ!©Á� ¯{�

H(x, y) =







∂2H
∂x2

∂2H
∂x∂y

∂2H
∂x∂y

∂2H
∂y2






=

(

2(y2 − 1)(6x2y2 − y2 − 1) 8xy(2x2y2 − x2 − y2)
8xy(2x2y2 − x2 − y2) 2(x2 − 1)(6x2y2 − x2 − 1)

)

¬®­!¯{Õ!¬¿§�·�¬D«{·v§�³º§�©k²
P0

À

H (0, 0) =

(

−2 0
0 −2

)

¯�¶�±!©k²j´�©�Õ�¨j«{©v¬®­!Ü
det(H) = 16/5 > 0

¯
H11 < 0

§_Ä�¹º¯¿ª
«
¬®­!¯
P0

Àc±!²O¨!±!²�³º«
´!©�ª¼§|»º»#©vª
«�©�»#«{·v§�³�«�¨j¯u¹N·v§�Â�±!²!Òu©k«{²!¯
H(x, y)

��Ú1¯u¹#³®§�²�³�«jÕ!»#¯�¬D«{²�»�©v´�¯u¹�©�§�ª
«Å·v§�Â�±!²�Ò¿©v«|²!¯

W (x, y) = H(0) − H(x, y)§_Ä^¹�¯uª
«Î¬®­�¯
W (x, y)

ÀÐ±!²�§OÂ�±!²�Ò¿©v«|²!¯°´!©/Ó�Ô#§|¨!±!²!«¢Ä�¹�©�»�¨j¯¿³#³�«a§
P0

¯Ð¶{±�©k²�´!©
P0

ÀÐ±!²¦¨!±�²{³º«a´+µ ¯u¶�±!©v·k©v¸!¹º©k«a»#³º§|¸!©k·v¯
¨\¯¿¹
©k·�»�©�»�³º¯¿ª¼§!� � µ §�·k³�¹®§m¨�§|¹#³º¯|Õ�¨\¯¿¹¼¶�±�§|²{³º«m¹º©k½{±�§�¹®´!§

Pi

¨\¯¿¹
i = 1, . . . , 4

Õ�²!«{²G¨\«{»º»#©�§�ª
«K´�©k¹º¯O²�±�·k·�§m²�¯u§�²j¬®­!¯
ª
¯u´�©�§�²�³º¯P©v·^³�¯u«|¹º¯¿ª¼§Ê´�©!Ó�Ô#§|¨!±!²!«¢Ä$� �q²!Â�§¢³#³º©

H(Pi) = (0)jk

¯N¶�±!©k²j´�©!´�«¢Ä^¹�¯uª
ªÅ«c¬D¯u¹º¬u§�¹º¯�±!²j§�Â�±�²!Ò¿©v«|²!¯N´�©!Ó!Ô#§�¨!±�²!«¢Ä
©v²�´�©v¨j¯u²�´�¯¿²�³º¯¿ª
¯¿²�³�¯¾´!§|·k·�§m¬¿«{»#³º§|²{³º¯?´�¯u·MªÅ«|³�«jÕ�©k·�¬®­�¯°²!«{²*ÀO¸�§�²�§|·k¯{�GÉ/¯¿¹®¬®­!¯¿¹º¯¿ª
«a¨\¯¿¹�³º§|²�³�«�´!©M´!¯D³�¯u¹�ª
©v²�§�¹º¯°·�§
»#³º§�¸�©k·v©i³®Í
´�©+³º§|·k©�¨!±!²�³�©�´�§�·v·k«¼»#³�±�´�©v«¼¶�±�§�·v©i³®§¢³º©kÄ{«Å´�¯u·k·v¯R¬D±�¹�Ä{¯c´!©+·k©vÄ|¯u·k·v«��
��Ö!� ���Å×��g¡_Øj�<��������Ø\������£g¤5É/«|ª
©v²�¬D©�§�ª
«K¬D«|²*©k·�¬u§�·�¬D«|·�§�¹º¯¼©v·PÄ¢§|·k«{¹�¯O´�©

H
²!¯u©P¨�±!²�³�©M©k²j»�³®§�¸!©v·k©Á���Ê»º»#¯u¹�Ä^©�§�ª
«a¬®­!¯

H(Pi) = 0 ∀ i = 1, 2, 3, 4
«{»º»#©�§

H = 0
²�¯¿©�¨!±�²{³º©�©v²�»�³®§�¸!©v·v©���¥�³º±�´�©�§�ª
«Ð¶�±!©v²�´�©+·�§¼¬D±!¹ºÄ¢§

Γ0 = {(x, y) ∈ R
2 : (x2 − 1)(y2 − 1)(x2y2 − 1) = 0} = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4 ∪ C5 ∪ C6´�«¢Ä{¯)·v¯R¬D±!¹ºÄ|¯

Ci

»�«|²!«

C1 = {(x, y) ∈ R
2 : x = 1} C2 = {(x, y) ∈ R

2 : x = −1}
C3 = {(x, y) ∈ R

2 : y = 1} C4 = {(x, y) ∈ R
2 : y = −1}

C5 =

{

(x, y) ∈ R
2 : y =

1

x

}

C6 =

{

(x, y) ∈ R
2 : y = − 1

x

}

¨\¯¿¹®¬D©vÛÐ§_Ä�¹º¯¿ª
«¼Ö��¼¨\«{»º»#©v¸!©v·k©�³�¹®§�©v¯D³#³º«|¹º©k¯�´�©g¬D±!©��¼¨!±!²�³�©�©v²�»#³º§|¸!©k·v©�¯AÖ���³�¹®§�©v¯D³#³º«|¹º©k¯R¬®­�¯c³�¯¿²j´�«|²!«¼§{»#©v²�³�«�³º©v¬u§�ª
¯¿²�³º¯c§|©
¨!±!²�³º©�©k²j»�³®§�¸!©v·k©�²!¯¿·$Â�±�³º±!¹º«¼«Å²�¯¿·�¨�§{»�»º§¢³º«��

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

Ý ©v½|±!¹®§��!Þ
	�á�ë���
�èNä_ã�æçæìë�
�à_á�â®ëMä_å�æçå âDã�æçæçè
Γ0

� ��¡ 
s�P�g� ����¡ �|£j¡_¡_�^� �|Ç+¤ ��²�§�·v©kÒuÒ¿©�§�ª
«¼¶�±!©k²j´�©�©+Ä|¯u¹º»�©�´�©�¨\¯¿¹®¬D«{¹�¹º¯¿²�Òu§!�1¥^±
C1

Õ!¨\«|©�¬®­!Ü
x ≡ 1

§_Ä^¹º¯¿ª
«
{

ẋ = 0

ẏ = −2(y2 − 1)2

�



´!§
¬D±�©�»#©+Ä{¯u´�¯�©vª
ª
¯u´�©�§¢³®§�ª
¯¿²�³�¯�¬®­!¯
ẏ < 0

¨j¯u¹N«|½{²!©+Ä¢§�·v«|¹º¯Ê´�©
y
��¥^±

C2

Õ!¨\«|©�¬®­!Ü
x ≡ −1

§_Ä^¹�¯uª
«
{

ẋ = 0
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ẏ = 0

¯R¶�±!©v²�´�©
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Ẇ (0, 0) = 0

ª
¯¿²�³�¹º¯
Ẇ < 0

»#¯
x > −1

¯
y > −2

�gÚ1¯¿¹�³º§|²�³�«A§|¸!¸!©�§�ª
«A¬®­!¯
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