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~)�s�!�$�\���������!�
���y�k�_�P�)�+���!�z���j���M�g�P�����
�s�\���P 1¡z¢}£¥¤!¦

m = 1 § ¢k¨+©\¡�ª¬«®­!¯s¢t°z¨k«±«®²³£s°z£®«µ´±¶!°�ª�¡³¶!°

V «D· (ρ) = −ρ2 + 4 ln ρ +
L2

2ρ2
, L 6= 0

«R¸�¹!¢t­�¶�¢+¨»º «q¸y¹j°�¯®¢t¡z­�«¼¶!¢�½�«s¾Mª�¡z­O´

ρ̈ = −
¶
V «D·¶
ρ

= 2ρ − 4

ρ
+

L2

ρ3

¿ �ÁÀs�s�^ÂÃ�Ä���Á���!ÂÃ��Åz�K�!ÀsÀq��Åy�Á���q���






ρ̇ = y

ẏ = −
¶
V «D·¶
ρ

= 2ρ − 4

ρ
+

L2

ρ3

���y� Æy��Ç±���$�s�È�/Ék�^�+���ÁÊ���Ë�Ì_�����ÎÍ/¡y­�Ï#¢}¶�«sÐ¬°�ª�¡Ñ¢k¨µÏ#¢}Ï#ª�«®Ò³°Ó¶�¢t­�°zÒÔ¢}£D¡Ã°yÏ�Ï�¡�£D¢}°Õª¬¡ § ¢)©!¹!­�ª�¢)¢k­<£®¹!¢)Ï�¢�°z­!­^¹!¨k¨}°Ñ¢t¨)£®°zÒ
©j¡Ö «®ª#ª¬¡zÐ¬¢t°z¨k«
Ï#¡y­!¡?ª�¹�ª�ª�¢�«³Ï�¡z¨t¢�¢�©!¹!­�ª�¢/¶�«®¨t¨t°?×�¡yÐ�Ò³° (ρ0, 0)
£D¡z­

ρ0

©!¹!­�ª�¡Ä£®Ð�¢kª�¢}£D¡Ø¶�«®¨�©j¡zª�«®­�¯®¢}°�¨t«Ô«®²È£®°z£®«zÙg©j«sÐ#ª¥°�­�ª�¡
¶�¡yÚ!Ú!¢}°�Ò
¡
Ð�¢}Ï#¡y¨ Ö «®Ð¬«�¨»º «q¸�¹�°�¯s¢k¡y­!«

−2ρ− 4

ρ
− L2

ρ3
= 0

«R¸�¹!«sÏ#ª¬°Ô¤�°
Ï�¡z¨t¹!¯®¢t¡z­�«µÏ�«±«±Ï#¡y¨k¡³Ï�«

2ρ4 − 4ρ2 + L2 = 0
£¥¤!«¼¤�°³Ï�¡z¨t¹!¯®¢t¡z­�«µÏ�«¼«RÏ#¡y¨k¡
Ï#«

L2 ≤ 2
��Ûc­O©�°zÐ#ª¬¢t£®¡z¨}°�Ð¬«µ° Ö Ð¬«®Ò
¡

•
©j«sÐ

L2 > 2
­!«qÏ�Ï�¹!­O©!¹!­�ª�¡È¶�º «q¸y¹�¢k¨t¢kÚ�Ð�¢t¡��

•
©j«sÐ

L2 = 2
¹!­�Ï�¡z¨t¡Ü©�¹!­�ª�¡³¶+º «s¸�¹!¢t¨k¢tÚ!Ð¬¢k¡
¢t­

(1, 0)
�

• ©j«sÐ L2 ≤ 2
¶�¹�«µ©�¹!­�ª�¢�¶+º «s¸�¹!¢t¨t¢kÚ!Ð¬¢t¡�Ý

P1 = (ρ1, 0) =





√

1 −
√

1 − 1

2
L2, 0



 P2 = (ρ2, 0) =





√

1 +

√

1 − 1

2
L2, 0





¿ �s��Ë1�ÁÊ����sÞ��g�^�Pß1�g�$�q�/�/Ék�^�+���ÁÊÁ�ÁËgÌÕ�����Pà�«sÐ�¢ Ö °�­�¶�¡
¹!¨kª�«sÐ�¢t¡zÐ¬Ò
«®­�ª�«µ¢t¨�©j¡zª�«s­!¯®¢}°�¨t«¼¡�ª#ª¬«®­!¢}°�Ò
¡
¶
2V «D·¶
ρ2

= −2− 4

ρ2
+

3L2

ρ4

¸�¹!¢t­�¶�¢ § Ï#« L2 = 2
° Ö Ð�«sÒÔ¡È£¥¤�« [

¶
2V «®· / ¶ ρ2](1) = 0

«
[
¶
V «®· / ¶ ρ] < 0

©\«®Ð¼¡záy­!¢ Ö °�¨t¡zÐ¬«Ü¶!¢ ρ 6= 1
©\«®Ð¥£D¢tâ

ρ = 1
´

¹!­�©!¹!­�ª�¡Ø¶�¢�Ï#«s¨k¨}°ã¶!«®¨1©j¡zª�«s­!¯®¢}°�¨t«Ü«®²È£®°z£®«A«
¸�¹!¢k­j¶�¢1¢k¨1©!¹!­�ª¬¡O¶+º «s¸�¹!¢t¨t¢kÚ!Ð¬¢t¡
(1, 0)

´Ü¢t­�Ï#ª¬°zÚ!¢k¨t«z�± 1«sÐ
L2 ≤ 2

¢k­ Ö «s£D« §Ï�¢�¤�°
[
¶
2V «®· / ¶ ρ2](ρ1) > 0

¸�¹!¢k­j¶�¢
ρ = ρ1

´Ô¹!­Ñ©!¹!­�ª�¡Ø¶�¢�Ò
¢k­�¢kÒ
¡�¶�«®¨�©\¡�ª¬«®­!¯s¢t°z¨k« § ©\«®Ð�ª¬°�­�ª¬¡ P1

Ï�°zÐ¬äã¹!­�©�¹!­�ª�¡
¶+º «s¸�¹!¢t¨k¢tÚ!Ð¬¢k¡?Ï�ª¥°�Ú!¢t¨k«A©j«sÐ�¢t¨gÏ�¢tÏ#ª�«sÒ
°��Må�¢}£D«s£®«®Ð¥Ï�°

[
¶
2V «®· / ¶ ρ2](ρ2) < 0

¸y¹�¢k­�¶!¢
ρ = ρ2

´R¹!­a©!¹!­�ª�¡ã¶!¢�Ò³°zÏ¬Ï#¢tÒ
¡³©j«sÐ
¢t¨�©j¡zª�«s­!¯®¢}°�¨t« § ¸�¹!¢t­�¶�¢ P2

Ï¬°�Ð¥äA¹!­Ø©!¹�­yª¬¡È¶+º «s¸�¹!¢t¨k¢tÚ!Ð¬¢k¡
¢t­�Ï�ª¥°�Ú!¢t¨t«z�
���y� æ��Pçã���g�!Â*���$�q�Ñ�!ÊÁÊ#Ék�Á�gè1�g�Á�s�g�

lim
ρ→+∞

V «D· (ρ) = −∞
«

lim
ρ→0

V «®· (ρ) = +∞
¢t­�¶�¢t©j«s­�¶�«®­�ª¬«®Ò
«®­�ª�«R¶�°�¨ Ö °�¨t¡zÐ¬«¼¶�¢ ρ

�



� ÌÕ��è1Åz�Ã���^Ê�ß��j�s�^���z���!ÊÁ�\�
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L2 > 2
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L2

= 2
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�
L2 < 2

���y� %^�µÇ±�Á�!���(�g�^Ê�ÊÁ��& �!Às�#�?àµ°
E = y2/2 + V «D· (ρ)

¡�ª#ª¬«®­!¢}°�Ò
¡
y = ±

√

2(E − V «®· (ρ))
�Ô 1«®Ð¥£D¢tâ?­!«s¨�©!¢}°�­!¡Ø¶�«s¨k¨t«

×Á°zÏ�¢�° Ö Ð¬«®Ò
¡³£D¹!Ð Ö «RÏ�¢kÒ
Ò
«Dª¬Ð�¢}£¥¤!«±Ð¬¢tÏ�©\«Dª#ª¬¡ã°�¨t¨»º °yÏ�Ï�« ρ
�PÛc­!¡z¨kª�Ð¬« § ©j¡y¢t£¥¤(' £© ¢t¨�©\¡�ª¬«®­!¯s¢t°z¨k«R«®²È£®°z£®«±­!¡z­Ø´R¨t¢tÒÔ¢kª¬°�ª�¡È¶!°z¨Ú�°yÏ�Ï�¡ § ¢t¨�Ò
¡�ª�¡³Ï¬°�Ð¥äA©\¡yÏ¬Ï�¢kÚ!¢t¨t«µ©\«®Ð�¡záz­�¢ Ö °z¨k¡yÐ�«¼¶�¢�«s­!«®Ð¬áz¢}°!�*)^¹�¶�¶�¢ Ö ¢}¶�¢}°�Ò
¡È¶�¹!­�¸�¹!«¼¢t¨�©!Ð¬¡zÚ!¨t«®Ò³°Ô¢t­?ª¬Ð�«±£s°zÏ�¢��+ �!Àq�-,j�

L2 > 2
�� 1«®ÐN¡záy­!¢ Ö °�¨t¡zÐ¬«µ¶!¢ E ° Ö Ð¬«®Ò
¡Ü¹!­�°³£D¹�Ð Ö °
°�©\«®Ð�ª¬°Ô£D¡y­ limρ→+∞ y(ρ) = ±∞

�
+ �!Àq�/.+�

L2 = 2
�

•
 �«sÐ

E < V «D· (1) = 0
¹�­�°Ôª�Ð¥°�¢t«Dª�ª�¡zÐ¬¢}°Ü°z©j«sÐ#ª¥°Ô£®¡z­

limρ→+∞ y(ρ) = ±∞
�

•  �«sÐ E = 0
¶�¹!«±ª¬Ð¬°z¢k«®ª#ª¬¡zÐ¬¢k«±°�©\«®Ð�ª�«R£®¡z­

limρ→+∞ y(ρ) = ±∞ Ð�¢}Ï#©\«Dª�ª�¢ Ö °�Ò
«®­�ª�«A«R£D¡z­ limρ→1 y(ρ) = 0
£®¡z­

ª¬°�­�áz«®­�¯s°Ü¡zÐ¬¢k¯s¯®¡z­�ª¥°�¨t«)«¼¢t¨�©!¹!­�ª�¡³¶+º «s¸�¹!¢t¨t¢kÚ!Ð¬¢t¡Ô¢t­�Ï#ª¬°zÚ!¢k¨t«
(1, 0)

•  �«sÐ E > 0
¹!­�°Üª�Ð¥°�¢t«Dª�ª�¡zÐ¬¢}°Ü°z©j«sÐ#ª¥°Ô£®¡z­

limρ→+∞ y(ρ) = ±∞ �
+ �!Àq�10��

L2 < 2

•
 �«sÐ

E < V «D· (ρ1)
¹!­j°Aª¬Ð¬°z¢k«®ª#ª¬¡zÐ¬¢t°Ô°�©\«®Ð�ª¬°
£D¡y­

limρ→+∞ y(ρ) = ±∞
�

•
 �«sÐ

E = V «D· (ρ1)
¹!­j°Aª¬Ð�¢t«Dª�ª�¡yÐ�¢}°
°�©\«®Ð�ª¬°
£D¡y­

limρ→+∞ y(ρ) = ±∞
«¼¢t¨�©!¹!­�ª�¡ÈÏ#ª¬°zÚ!¢t¨k«

P1

�

•
 �«sÐ

V «®· (ρ1)E < V «D· (ρ2)
¹!­j°ãª¬Ð¬°z¢k«®ª#ª¬¡zÐ¬¢t°?°�©\«®Ð�ª¬°O£D¡z­

limρ→+∞ y(ρ) = ±∞
«Ô¹�­�°O©j«sÐ�¢t¡�¶�¢t£s°ã¢t­�ª�¡yÐ�­!¡O°�¨

©!¹!­�ª�¡³Ï#ª¬°�Ú�¢k¨t«
P1

•
 �«sÐ

E = V «D· (ρ2)
¶�¹!«�ª�Ð¥°�¢t«Dª#ª¬¡zÐ¬¢k«�°z©j«sÐ#ª¬«�£D¡y­

limρ→+∞ y(ρ) = ±∞
Ð¬¢tÏ�©\«Dª#ª¬¢ Ö °zÒÔ«s­�ª�« § ¢t¨�©!¹!­�ª¬¡R¢k­jÏ�ª¥°�Ú!¢t¨k« P2«µ¹�­�°Ôª�Ð¥°�¢t«Dª�ª�¡zÐ¬¢}°A¡yÒÔ¡�£®¨k¢t­�°Ô£¥¤!«±¢k­�ª¬«®Ð¥Ï#«q£®°Ü¨k«±¶�¹!«R°z©j«sÐ#ª¬«¼­!«®¨�©�¹!­�ª�¡³¢t­�Ï�ª¥°�Ú!¢t¨t«¼£®¡z­?ª¬°z­!áz«s­yª¬¢+¡zÚ!¨t¢}¸y¹�«z�

•
 �«sÐ

E > V «D· (ρ2)
¹!­j°Aª¬Ð¬°z¢k«®ª#ª¬¡zÐ¬¢t°Ô°�©\«®Ð�ª¬°
£D¡y­

limρ→+∞ y(ρ) = ±∞
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������56��7��8�$�
�
L2 > 2
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� ¢táz¹�Ð¬°:9�Ý32;�������<���
�����=5>��7��?���
�
L2

= 2

1 2 3 4

-4

-2

2

4

� ¢káy¹!Ð¥°A@�Ý=2;�������4�B�"�����=56��7��8���"�
L2 < 2

���y� 9y�DC/ÌÕ�!�Á���s�s�jÌ_���Oß���Ì_�������ÁÅ�Eg�\�� 1«sÐM¸�¹�°z­�ª�¡ Ö ¢}Ï�ª¬¡Ô°z¨$©!¹!­�ª�¡Ô©!Ð¬«s£D«q¶�«®­�ª¬« § ° Ö Ð¬«®Ò
¡Aª�Ð¥°�¢t«Dª#ª¬¡zÐ¬¢k«�©j«sÐ�¢t¡�¶�¢t£¥¤�«µÏ�¡z¨t¡A­!«s¨£®°yÏ#¡
L2 < 2

�1Ûc­Ø©�°�Ð�ª�¢}£D¡y¨t°zÐ�«µ£D¢tâÈ° Ö^Ö «®Ð¬Ð¥ä±©j«sÐ V «D· (ρ1) < E < V «D· (ρ2)
«

ρ < ρ2

�

~)�s�!�$�\�������GF+�
��Æ!�k�_�P�)�+���!�z���j���Ä���/�����
�s�\�/�<H�Ï¬Ï�«®­�¶�¡

m = 1 § ¢t¨�©\¡�ª�«s­!¯®¢}°�¨t«¼«D²È£®°y£D«¼´R¶!°�ª�¡³¶!°

V «D· (ρ) = − ln ρ − 2

ρ
+

L2

2ρ2
L2 6= 0

«R¸�¹!¢t­�¶�¢+¨»º «q¸y¹j°�¯®¢t¡z­�«¼¶!¢�­!«®¾Mª¬¡z­Ø¶�«®¨gÏ#¢}Ï�ª¬«®Ò³°Ô´

Æ



ρ̈ = −
¶
V «®·¶
ρ

=
1

ρ
− 2

ρ2
+

L2

ρ3

¿ �ÁÀs�s�^ÂÃ�����Á���!ÂÃ�ÁÅy����ÀsÀq��Åz�����s�g��� Ö «®­�¶�¡
©\¡yÏ#ª�¡ y = ρ̇ § ¡zª#ª¬«®­!¢}°�Ò
¡
¢k¨gÏ#¢}Ï�ª¬«®Ò³°
¶�¢t­�°�Ò
¢}£D¡






ρ̇ = y

ẏ =
1

ρ
− 2

ρ2
+

L2

ρ3

��Æ!� Æy�Pçã���g�!Â*���$�q�Ñ�!ÊÁÊ#Ék�Á�gè1�g�Á�s�g�

lim
ρ→+∞

V «D· (ρ) = −∞
«

lim
ρ→0

V «®· (ρ) = +∞
¢t­�¶�¢t©j«s­�¶�«®­�ª¬«®Ò
«®­�ª�«R¶�°�¨ Ö °�¨t¡zÐ¬«¼¶�¢ ρÇ±���$�s�MÅ�ÌÕ���q�ÁÅy��� )^¢+ª�Ð¥°Õª�ª¬°
¶�¢�Ð¬¢}Ï#¡y¨ Ö «®Ð¬«�¨»º «q¸y¹j°�¯®¢t¡z­�«

−1

ρ
+

2

ρ2
− L2

ρ3
= 0

£¥¤!«¼¤�°³Ï�¡z¨t¹!¯®¢t¡z­�«µÏ�«¼«RÏ#¡y¨k¡
Ï#«

ρ2 − 2ρ + L2 = 0
«R¸�¹!«sÏ#ª¬°
°zÒÔÒ
«®ª#ª�«±Ï�¡z¨t¹!¯®¢t¡z­�«¼Ï�«¼«RÏ#¡y¨k¡
Ï�«

L2 < 1
���)¹�¢k­�¶!¢�° Ö Ð�«sÒÔ¡

•  �«sÐ L2 > 1
­!«qÏ�Ï�¹!­Ø©!¹!­�ª¬¡
£®Ð�¢kª�¢}£D¡

•
 �«sÐ

L2 = 1
¹!­�Ï�¡z¨t¡
©!¹!­�ª�¡³£DÐ¬¢kª�¢}£D¡
¢k­

ρ0 = 1

•
 �«sÐ

L2 < 1
¶�¹�«±©!¹!­�ª�¢�£®Ð�¢kª�¢}£D¢�¢k­

ρ± = 1 ±
√

1 − L2
�

Ûc­!¡y¨iª¬Ð�« § Ï�« L2 = 1
­!¡zª�¢}°�Ò
¡Ä£¥¤!«

[
¶
V «D· / ¶ ρ] < 0

©\«®ÐA¡yáz­!¢ Ö °�¨t¡zÐ¬«È¶�¢ ρ 6= 1
«O¸y¹�¢k­�¶!¢�¢t¨ Ö °�¨t¡zÐ¬« ρ = 1

´È¹!­
©!¹!­�ª¬¡O¶�¢1Ï�«®¨t¨t°ã©j«sÐµ¢t¨1©j¡zª�«s­!¯®¢}°�¨t«A«®²³£s°z£®«z�µ �«sÐ

L2 ≤ 1
¢k­ Ö «s£D« § Ï�¢1¤�° [

¶
2V «®· / ¶ ρ2](ρ−) > 0

¸�¹!¢k­j¶�¢
ρ = ρ−

´Ô¹!­
©!¹!­�ª¬¡Ô¶�¢$Ò
¢t­!¢kÒ
¡³¶�«s¨\©\¡�ª¬«®­!¯s¢t°z¨k«y�1å�¢}£D«s£®«®Ð¥Ï�°

[
¶
2V «D· / ¶ ρ2](ρ+) < 0

¸�¹!¢k­j¶�¢
ρ = ρ+

´)¹!­?©!¹!­�ª�¡
¶�¢+Ò³°zÏ¬Ï�¢kÒ
¡A©\«®ÐM¢t¨
©\¡�ª�«s­!¯®¢}°�¨t«z�
� ÌÕ��è1Åz�Ã���^Ê�ß��j�s�^���z���!ÊÁ�\�
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�
L2 > 1

2 4 6 8 10 12 14

-2

-1

1

2

3
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L2

= 1
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� ¢táz¹!Ð¥°��!Ý*2 �����"�B�"�������3���
�
L2 < 1

��Æ!� æ���Ç±���$�s�¼�/Ék�^�+���ÁÊÁ�ÁËgÌÕ���*�ÓÀs�s��Ë1�ÁÊ����sÞ��ÔÛc­Káz«s­!«®Ð¥°�¨t«A¢1©!¹�­yª¬¢�¶+º «s¸�¹!¢t¨k¢tÚ!Ð¬¢k¡ØÏ#¡y­!¡Èª¬¹�ª#ª¬¢�«
Ï#¡y¨k¢�¶�«s¨k¨}°È×�¡yÐ�Ò³°
(ρ0, 0)£D¡y­

ρ0

©!¹!­�ª�¡a£®Ð�¢kª�¢}£D¡�¶�«®¨/©j¡zª�«®­�¯®¢}°�¨t« § ¸�¹!¢k­j¶�¢/Ï�¹�¶!¶�¢ Ö ¢t¶!¢t°zÒÔ¡a­!«®¢�ª�Ð¬«ã£®°yÏ#¢»� )^« L2 > 1
¢t¨/Ï�¢}Ï�ª¬«®Ò³°�­!¡y­Ã°�Ò
Ò
«Dª#ª¬«

©!¹!­�ª¬¢�£DÐ¬¢iª¬¢t£®¢���)^«
L2 = 1 § «qÏ#¢}Ï�ª¬«Ü¹�­KÏ�¡z¨t¡È©!¹!­�ª¬¡O¶+º «s¸�¹!¢t¨t¢kÚ!Ð¬¢t¡ P0 = (1, 0)

¢k­�Ï#ª¬°zÚ!¢t¨k«y�RÛc­
	�­!«
Ï�«
L2 < 1

¢t¨�Ï#¢}Ï�ª¬«®Ò³°
°�Ò
Ò
«Dª�ª�«R¶�¹�«±©!¹!­�ª�¢�¶�º «q¸y¹�¢k¨t¢kÚ�Ð�¢t¡

P− = (ρ−, 0) =
(

1 −
√

1 − L2, 0
)

P+ = (ρ+, 0) =
(

1 +
√

1 + L2, 0
)

«
P+

´¼¢t­�Ï�ª¥°�Ú!¢t¨t«±ÒÔ«s­�ª�Ð¬«
P−

´±Ï�ª¥°�Ú!¢t¨k«y�
��Æ!� %^�µÇ±�Á�!���(�g�^Ê�ÊÁ��& �!Às�#�?àµ°

E = y2/2 + V «D· (ρ)
¡�ª#ª¬«®­!¢}°�Ò
¡

y = ±
√

2(E − V «®· (ρ))
�Ô 1«®Ð¥£D¢tâ?­!«s¨�©!¢}°�­!¡Ø¶�«s¨k¨t«

×Á°zÏ�¢�° Ö Ð¬«®Ò
¡³£D¹!Ð Ö «RÏ�¢kÒ
Ò
«Dª¬Ð�¢}£¥¤!«±Ð¬¢tÏ�©\«Dª#ª¬¡ã°�¨t¨»º °yÏ�Ï�« ρ
�PÛc­!¡z¨kª�Ð¬« § ©j¡y¢t£¥¤(' £© ¢t¨�©\¡�ª¬«®­!¯s¢t°z¨k«R«®²È£®°z£®«±­!¡z­Ø´R¨t¢tÒÔ¢kª¬°�ª�¡È¶!°z¨Ú�°yÏ�Ï�¡ § ¢t¨�Ò
¡�ª�¡³Ï¬°�Ð¥äA©\¡yÏ¬Ï�¢kÚ!¢t¨t«µ©\«®Ð�¡záz­�¢ Ö °z¨k¡yÐ�«¼¶�¢�«s­!«®Ð¬áz¢}°!�*)^¹�¶�¶�¢ Ö ¢}¶�¢}°�Ò
¡È¶�¹!­�¸�¹!«¼¢t¨�©!Ð¬¡zÚ!¨t«®Ò³°Ô¢t­?ª¬Ð�«±£s°zÏ�¢��+ �!Àq�-,j�

L2 > 1
�� 1«®ÐN¡záy­!¢ Ö °�¨t¡zÐ¬«µ¶!¢ E ° Ö Ð¬«®Ò
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