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Eserizio 1.(1.1) Trasformazione rigida. Cerhiamo intanto la legge del moto di O′. Per individuare la urvalungo ui si muove O′ notiamo he le sue omponenti sono soluzione del problema di Cauhy

{

γ̇ = Aγ

γ(0) = (1, 0, 0)
γ ∈ R3, A =





0 −ω 0
ω 0 0
0 0 0



e tale sistema, ome sappiamo, ha per soluzione
γ(t) = γ(0)exp(At), exp(At) =





cosωt − sin ωt 0
sin ωt cosωt 0

0 0 1



e quindi r(t) = γ(t) = (cosωt, sinωt, 0). L'angolo di rotazione è dato da θ(t) = ω0t. Pertantopossiamo srivere la trasformazione rigida ome




x
y
z



 = B





ξ
η
ζ



 +





cosωt
sin ωt

0



dove
B = B(3)(t) =





cosω0t − sinω0t 0
sin ω0t cosω0t 0

0 0 1



(1.2) Legge del moto in K. Poihé P si muove lungo l'asse η la legge del moto sarà del tipoQ = (0, η(t), 0) on η(t) he veri�a l'equazione η̈ + λη = 0 e quindi η(t) = a0 cos
√

λt + b0 sin
√

λtdove a0 è la oordinata lungo l'asse η della posizione iniziale di P , mentre b0 è tale he b0

√
λ è lasua veloità iniziale. Indihiamo α =

√
λ.Legge del moto in κ. Per determinare la legge del moto nel sistema assoluto basterà appliarela trasformazione D a Q(t), ovveroq(t) = B





0
η(t)
0



 +





cosωt
sinωt

0





=





−η(t) sin ω0t
η(t) cos ω0t

0



 +





cosωt
sin ωt

0





=





−η(t) sin ω0t + cosωt
η(t) cosω0t + sin ωt

0



(1.3) Veloità assoluta. Derivando il vettore q(t) troviamov(t) =





−η̇(t) sin ω0t − ω0η(t) cos ω0t − ω sin ωt
η̇ cosω0t − ω0η(t)sinω0t + ω cosωt

0



dove naturalemente η̇(t) = b0α cosαt − a0α sin αt.Veloità relativa. Derivando il vettore he individua P in K troviamo Q̇ = (0, η̇(t), 0), periò laveloità relativa è v′ = BQ̇ =





−η̇(t) sin ω0t
η̇(t) cosω0t

0



1



(1.4) Componente traslatoria. Da v0 = ṙ0 troviamo v0 = (−ω sin ωt, ω cosωt, 0)(1.5) Componente rotatoria. Poihé l'asse di rotazione del sistema è parallelo all'asse z di κ, ab-biamo ω = (0, 0, ω0). Da iò otteniamo quindi vT = [ω,q−r] = (−ω0η(t) cosω0t,−ω0η(t) sin ω0t, 0).(1.6) Forza entrifuga. Sappiamo he Fcf = −m[Ω, [Ω,Q]] dove Ω = Bω e quindi nel nostro asoavremo Ω(t) = ω(t). Periò otteniamo Fcf = (0, ω2
0η(t), 0).Forza di Coriolis. Da Fcor = −2m[Ω, Q̇] troviamo he nel nostro aso vale Fcor = (2ω0η̇(t), 0, 0).Eserizio 2.(2.1)Trasformazione rigida. Il vettore he individua O′ nel sistema κ è dato da r(t) = (t sin t, t2 sin2 t, 0)mentre la rotazione può essere rappresentata da una matrie della forma

B = B(3)(t) =





cos θ(t) − sin θ(t) 0
sin θ(t) cos θ(t) 0

0 0 1



dove θ(t) è tale he tgθ(t) = ẏO′/ẋO′ on ẏO′ = 2t sin t(sin t + t cos t) e ẋO′ = sin t + t cos t, e quindi
θ(t) = arctg(2t sin t)dunque la trasformazione rigida è data da





x
y
z



 = B





ξ
η
ζ



 +





t sin t
t2 sin2 t

0



(2.2) Legge del moto. Poihé P si muove in K lungo una ironferenza, la legge del moto in Ksarà data da Q(t) = (cos 4t, η(t), 0) dove η(t) = ± sin 4t a seonda he il punto si muova in sensoantiorario o orario. Per ottenere la legge del moto in κ basterà appliare la trasformazione D a Q,ottenendo quindi q(t) = B





cos 4t
η(t)
0



 +





t sin t
t2 sin2 t

0





=





cos 4t cos θ(t) − η(t) sin θ(t)
cos 4t sin θ(t) + η(t) cos θ(t)

0



 +





t sin t

t1
2
sin2 t
0





=





cos 4t cos θ(t) − η(t) sin θ(t) + t sin t
cos 4t sin θ(t) + η(t) cos θ(t) + t2 sin2 t

0





=





cos(4t ± θ(t)) + t sin t
sin(4t ± θ(t)) + t2 sin2 t

0



(2.3) Veloità assoluta. Sappiamo he la veloità assoluta è v = q̇ e quindi basta sempliementederivare il vettore he individua P in κ, ovveroq̇(t) =





−(4 ± θ̇(t)) sin(4t ± θ(t)) + sin t + t cos t

(4 ± θ̇(t)) cos(4t ± θ(t)) + 2t sin t(sin t + t cos t)
0



dove ovviamente
θ̇(t) =

2(sin t + t cos t)

1 + 4t2 sin2 tVeloità relativa. Derivando il vettore he individua P nel sistema K, otteniamo Q̇ = (−4 sin 4t, η̇(t), 0)periò la veloità relativa è data dav′ = BQ̇ =





−4 sin4t cos θ(t) − η(t) sin θ(t)
−4 sin4t sin θ(t) + η(t) cos θ(t)

0



 =





−4 sin(4t ± θ(t))
4 cos(4t ± θ(t))

0



2



(1.4) Componente traslatoria. Da v0 = ṙ troviamo v0 = (sin t + t cos t, 2t sin t(sin t + t cos t), 0).(1.5) Componente rotatoria. Sappiamo he vT = [ω,q− r], on |ω| = θ̇. D'altra parte, poihél'asse di rotazione del sistema è parallelo all'asse z di κ, avremo ω = (0, 0, θ̇(t)). Da iò otteniamoquindi vT = (−θ̇(t) sin(4t ± θ(t)), θ̇(t) cos(4t ± θ(t)), 0)(1.6) Forza entrifuga. Sappiamo he Fcf = −[Ω, [Ω,Q]] dove Ω = Bω e quindi, nel nostro aso
Ω = ω. Periò troviamo Fcf = (θ̇2(t) cos 4t, θ̇2(t)η(t), 0) = θ̇2(t)Q(t).Forza di Coriolis. Da Fcor = −2[Ω, Q̇] troviamo Fcor = 2θ̇(t)(η̇(t), 4 sin 4t, 0) = ±4θ̇(t)Q doveavremo segno positivo se il punto si muove in senso antiorario e negativo altrimenti.Eserizio 3.(3.1) Trasformazione rigida. Notiamo subito he O′ è fermo nel sistema κ, periò la trasfor-mazione rigida è data solo da una rotazione he può essere rappresentata da una matrie dellaforma

B = B(3)(t) =





cos θ(t) − sin θ(t) 0
sin θ(t) cos θ(t) 0

0 0 1



dove θ(t) è tale he θ̇ = ω0 e quindi, poihé all'istante iniziale i due sistemi oinidono, avremo
θ(t) = ω0t.(3.2) Legge del moto. Poihé P si muove in K lungo una ironferenza, la legge del moto in Ksarà sempliemente Q(t) = (ξ(t), η(t), ζ(t)) = (cosω1t, sinω1t, 0). Per ottenere la legge del moto in
κ basterà appliare la trasformazione B a Q, ottenendoq(t) = B





cosω1t
sin ω1t

0



 =





cos((ω0 + ω1)t)
sin((ω0 + ω1)t)

0



(3.3)Veloità assoluta. Sappiamo he la veloità assoluta è v = q̇, quindi basta derivare il vettorehe individua P nel sistema K: v =





−(ω0 + ω1) sin((ω0 + ω1)t)
(ω0 + ω1) cos((ω0 + ω1)t)

0



Veloità relativa. Derivando il vettore he individua P in K otteniamo Q̇ = (−ω1 sin ω1t, ω1 cosω1t, 0),periò la veloità relativa sarà data dav′ = BQ̇ =





−ω1 sin((ω0 + ω1)t)
ω1 cos((ω0 + ω1)t)

0



(3.4) Componente traslatoria. Da v0 = ṙ troviamo immediatamente v0 = 0.Componente rotatoria. Sappiamo he vT = [ω,q−r], on |ω| = ω0. D'altra parte, poihé l'assedi rotazione del sistema è parallelo all'asse z di κ, avremo ω = (0, 0, ω0). Da iò otteniamo quindivT = (−ω0 sin((ω0 + ω1)t), ω0 cos((ω0 + ω1)t), 0)(3.5) Forza entrifuga. Sappiamo he Fcf = −m[Ω, [Ω,Q]] dove Ω = Bω e quindi, nel nostroaso Ω = ω. Periò troviamo Fcf = 2ω2
0Q(t).Forza di Coriolis. Da Fcor = −2m[Ω, Q̇] troviamo Fcor = 4ω0ω1Q(t).(3.6) Parametri per ui P è fermo in κ. A�nhé P risulti fermo in κ deve valere q̇(t) = 0 ∀tovvero

{

− (ω0 + ω1) sin((ω0 + ω1)t) = 0

(ω0 + ω1) cos((ω0 + ω1)t) = 0indipendentemente da t e questo può aadere se e solo se ω1 = −ω0.(3.7) Moto globalmente periodio. Sappiamo he il periodo della rotazione del sistema K è
T0 = 2π/ω0 mentre il periodo del moto di P in K è T1 = 2π/ω1. A�nhé il moto sia globalmente3



periodio deve esistere un tempo T in ui K oinide on κ e il punto si trova nella posizioneiniziale in K. Segliamo per sempliità q(0) = (1, 0, 0). Poihé il periodo della rotazione di K è T0,i possibili periodi del moto omplessivo dovranno neessariamente essere della forma tn = nT0 perqualhe n ∈ Z. D'altra parte se t = tn alloraq(tn) =





cos(ω1nT0)
sin(ω1nT0)

0



 =

















cos
(

ω1

ω0

2nπ
)

sin
(

ω1

ω0

2nπ
)

0















Ma allora, a�nhé esista un n ∈ Z tale he q(tn) = q(0) deve valere ω1/ω0 ∈ Q.
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