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Eserizio 1.(1.1) Costante del moto. Condizione su�iente a�nhé una funzione H(x, y) sia ostante del moto è















∂H

∂y
= ẋ

∂H

∂x
= −ẏDalla prima equazione troviamo quindi

H(x, y) =

∫

dy2xy = xy2 + f(x)on f(x) anora da determinare. Derivando rispetto a x otteniamo
−ẏ =

∂H

∂x
= y2 + f ′(x)e quindi deve valere f ′(x) = 3x2 − 1 ovvero f(x) = x3 − x + c dove c è una ostante arbitraria he peromodità imponiamo essere nulla. Allora una ostante del moto è

H(x, y) = xy2 + x3 − x(1.2) Punti d'equilibrio. Risolviamo il sistema
{

2xy = 0

1 − 3x2 − y2 = 0Dalla prima otteniamo x = 0 e y = 0. Sostituendo x = 0 nella seonda avremo y = ±1, mentresostituendo y = 0 troviamo x = ±1/
√

3. Periò i punti d'equilibrio del sistema sono
P1 = (0, 1) P2 = (0,−1) P3 = (1/

√
3, 0) P4 = (−1/

√
3, 0)Stabilità dei punti d'equilibrio. La matrie del sistema linearizzato è, in ogni punto,

A(x, y) =

(

2y 2x
−6x −2y

)In partiolare avremo quindi
A(0, 1) =

(

2 0
0 −2

)he è già in forma diagonale on autovalori λ± = ±2 e quindi P1 è instabile. Analogamente
A(0, 1) =

(

−2 0
0 2

)e quindi anhe P2 è instabile. Invee
A = (1/

√
3, 0) =

(

0 2/
√

3

−6/
√

3 0

)i ui autovalori sono λ± = ±2i e dunque non possiamo determinare la stabilità di P3 dal sistemalinearizzato. Allo stesso modo
A = (−1/

√
3, 0) =

(

0 −2/
√

3

6/
√

3 0

)1



ha gli stessi autovalori di A(1/
√

3, 0) e quindi neanhe in questo aso il sistema linearizzato i onsente dideidere la natura del punto d'equilibrio. D'altra parte se aloliamo la matrie hessiana della ostantedel moto troviamo
H =

(

6x 2y
2y 2x

)quindi in partiolare det(H(±1/
√

3, 0)) = 4 e H11(±1/
√

3, 0) = ±6/
√

3 e quindi (1/
√

3, 0) è un puntodi minimo per H(x, y) mentre (−1/
√

3, 0) è un punto di massimo. Osserviamo quindi he W1(x, y) =
H(x, y) − H(P3) soddisfa le prime due ipotesi del teorema di Ljapunov per P3 mentre W2(x, y) =
H(P4) − H(x, y) le soddisfa per P4 e quindi i due punti sono stabili.(1.3)Curve di livello. Notiamo intanto he H(Pi) = 0 ∀ i = 1, 2 e quindi studiamo la urva

Γ0 = {(x, y) ∈ R
2 : x(x2 + y2 − 1) = 0} = C1 ∪ C2on C1 = {(x, y) ∈ R

2 : x = 0}, C2 = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 = 1} periò avremo 5 possibili traiettoriedi ui 2 punti instabili, e 5 traiettorie he tendono asintotiamente ai punti instabili nel futuro o nelpassato.
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Figura 1: Gra�o della urva di livello Γ0Versi di perorrenza. Vediamo immediatamente he lungo C1 si ha
ẏ = 1 − y2 > 0 ⇔ |y| < 1Lungo C2 invee si ha

ẏ = −2x2 < 0 ∀xPossiamo ottenere un gra�o qualitativo delle altre urve di livello, on i rispettivi versi di perorrenza,per dipendenza ontinua e di�erenziabile dal dato iniziale.
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Figura 2: Piano delle fasi del sistema2



(1.4) Traiettorie periodihe. Sappiamo he se esiste una regione U he sia rahiusa all'interno diuna omponente onnesa di una urva di livello hiusa di H e ontenga un unio punto d'equilibrio x0he sia stabile, allora ogni traiettoria ϕ(t, x), on x ∈ U\ {x0} è periodia e si svolge su un orbita heontiene x0 al suo interno. Quindi gli insiemi dei dati iniziali he danno origine a traiettorie periodihesono
U1 = {(x, y) ∈ R

2 : x > 0, x2 + y2 < 1}
U2 = {(x, y) ∈ R

2 : x < 0, x2 + y2 < 1}(1.5) Soluzione espliita. Osserviamo immediatamente he il dato iniziale si trova su C1 dove vale
ẋ = 0 e quindi x(t) ≡ x = 0. Dobbiamo quindi risolvere il problema di Cauhy

{

ẏ = 1 − y2

y(0) = 2he si risolve failmente per separazione di variabili, e quindi
y(t) =

1 + 3e2t

3e2t − 1Eserizio 2.(2.1) Costante del moto. A�nhé H(x, y) sia ostante del moto, deve valere Ḣ = 0. Tenuto ontohe la derivata totale di H(x, y) è
d

dt
H(x, y) = 〈∇H, (ẋ, ẏ)〉e osservando he valgono















∂H

∂y
= ẋ

∂H

∂x
= −ẏvediamo immeditamente he Ḣ = 0.(2.2) Punti d'equilibrio. Risolviamo il sistema

{

2y = 0

8x3(x2 − 4)(x2 − 2) = 0he notiamo essere disaoppiato e le soluzioni sono nei punti
P0 = (0, 0) P1 = (2, 0) P2 = (−2, 0) P3 = (

√
2, 0) P4 = (−

√
2, 0)he sono tutti e soli i punti d'equilibrio del sistema.Stabilità dei punti d'equilibrio. La matrie del sistema linearizzato è, in ogni punto,

A(x, y) =

(

0 2
8x2(7x4 − 30x2 + 24) 0

)Vediamo quindi he
A(P0) =

(

0 2
0 0

)he ha entrambi gli autovalori uguali a zero e quindi il sistema linearizzato non i aiuta a stabilire lanatura di P0. D'altra parte
A(±2, 0) =

(

0 2
512 0

)i ui autovalori sono λ± = ±32 e dunque entrambi i punti P1 e P2 sono instabili. In�ne
A(±

√
2, 0) =

(

0 2
−128 0

)

3



e gli autovalori sono λpm = ±16i quindi di nuovo non riusiamo a stabilire la natura dei punti P3 e P4.D'altra parte la matrie hessiana di H è
H =

(

−8x2(7x4 − 30x2 + 24) 0
0 2

)quindi in partiolare det(H(±
√

2, 0)) = 256 > 0 e H11 = 128 > 0 quindi i punti P3, P4 sono entrambipunti di minimo per H . Inoltre H(P3) = H(P4) = −16 e dunque la funzione W (x, y) = H(x, y) + 16è funzione di Ljapunov per entrambi i punti he quindi sono stabili. Per quanto riguarda P0 invee,abbiamo
H(P0) =

(

0 0
0 2

)quindi P0 è un punto di sella per H quindi non possiamo anora dire se si tratta di un punto stabileoppure no. Cerheremo quindi un approio gra�o.(2.3) Curve di livello. Poihé H(Pi) = 0 ∀ i = 1, 2 studiamo per prima la urva
Γ0 = {(x, y) ∈ R

2 : (y − x2(x2 − 4))(y + x2(x2 − 4)) = 0} = C1 ∪ C2Dove le urve C1, C2 sono
C1 = {(x, y) ∈ R

2 : y = x2(x2 − 4)}
C2 = {(x, y) ∈ R

2 : y = −x2(x2 − 4)}
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Figura 3: Gra�o della urva di livello Γ0Versi di perorrenza. Notiamo he lungo ogni urva di livello si ha ẋ > 0 se e solo se y > 0 quindiavremo verso di perorrenza da sinistra verso destra in x in tutto il semipiano superiore, e al ontrariolungo il semipiano inferiore. A questo punto possiamo dire he il punto P0 è un punto d'equilibrioinstabile dato he esiste una direzione lungo ui i si allontana da esso. Possiamo quindi ottenereun gra�o qualitativo delle altre urve di livello, on i rispettivi versi di perorrenza, per dipendenzaontinua e di�erenziabile dal dato iniziale.
-2 -1 1 2

-4

-2

2

4

Figura 4: Piano delle fasi del sistema
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(1.4) Traiettorie periodihe. Per gli stessi argomenti usati in (1.4) gli insiemi dei dati iniziali hedanno origine a traiettorie periodihe sono
U1 = {(x, y) ∈ R

2 : −2 < x < 0, x2(x2 − 4) < y < −x2(x2 − 4)}
U2 = {(x, y) ∈ R

2 : 0 < x < 2, x2(x2 − 4) < y < −x2(x2 − 4)}Eserizio 3.(3.1) Costante del moto. A�nhé H(x, y) sia ostante del moto, deve valere Ḣ = 0. Tenuto ontohe la derivata totale di H(x, y) è
d

dt
H(x, y) = 〈∇H, (ẋ, ẏ)〉e osservando he valgono















∂H

∂y
= ẋ

∂H

∂x
= −ẏvediamo immeditamente he Ḣ = 0.(3.2) Punti d'equilibrio. Risolviamo il sistema

{

2y(x4 − 2x2y2 + 1) = 0

− 2x(2x2y2 − y4 − 1) = 0Intanto vediamo he se x = 0 allora y = 0 e vieversa. Se invee xy 6= 0 sriviamo
{

x4 − 2x2y2 + 1 = 0

2x2y2 − y4 − 1 = 0he sommate danno x4 − y4 = 0 ovvero |x| = |y|. sostituendo in una delle due (ad esempio la seonda)avremo x4 − 1 = 0 ovvero x = ±1 e quindi i punti d'equilibrio sono
P0 = (0, 0), P1 = (1, 1), P2 = (1,−1), P3 = (−1, 1), P4 = (−1,−1)Stabilità dei punti d'equilibrio. La matrie del sistema linearizzato è

A(x, y) =

(

8xy(x2 − y2) 2(x4 − 6x2y2 + 1)
2(y4 − 6x2y2 + 1) −8xy(x2 − y2)

)Avremo quindi he
A(0, 0) =

(

0 2
2 0

)i ui autovalori sono λ± = ±
√

2 quindi P0 è instabile. D'altra parte
A(Pi) =

(

0 −8
−8 0

)per i = 1, 2, 3, 4, e gli autovalori sono λ± = ±2
√

2 quindi anhe i punti Pi on i = 1, 2, 3, 4 sono instabili.(3.3) Curve di livello. Notiamo immediatamente he H(Pi) = 0 ∀ i = 0, . . . , 4 quindi studiamo perprima la urva
Γ0 = {(x, y) ∈ R

2 : (x2y2 − 1)(x2 − y2) = 0} = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4dove
C1 = {(x, y) ∈ R

2 : y = x}
C2 = {(x, y) ∈ R

2 : y = −x}
C3 = {(x, y) ∈ R

2 : y = 1/x}
C4 = {(x, y) ∈ R

2 : y = −1/x}5
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Figura 5: Gra�o della urva di livello Γ0Versi di perorrenza. Si vede failmente he lungo C1 si ha ẋ = 2x(1− x4) e quindi ẋ > 0 se x < −1oppure 0 < x < 1 e negativo altrimenti. Vieversa lungo C2 si ha ẋ = 2x(x4 − 1) e quindi ẋ > 0 se
x > 1 oppure −1 < x < 0 e negativo altrimenti. Lungo C3 si ha ẋ = 2(x4 − 1)/x e quindi ẋ > 0 per
x > 1 e −1 < x < 0 e negativo altrimenti. In�ne lungo C4 si ha ẋ = 2(1 − x4)/x e dunque ẋ > 0 per
x < −1 oppure 0 < x < 1 e negativo altrimenti. Possiamo quindi ottenere un gra�o qualitativo dellealtre urve di livello, on i rispettivi versi di perorrenza, per dipendenza ontinua e di�erenziabile daldato iniziale.
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Figura 6: Piano delle fasi del sistema(3.4) Traiettorie periodihe. Una traiettoria periodia si svolge su un'orbita hiusa: mostriamoquindi he non possono esistere orbite hiuse. La urva di livello Γ0 divide il piano in regioni apertesonnesse. In tali regioni il segno di una delle due omponenti del ampo vettoriale (ẋ oppure ẏ) ha
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sempre lo stesso segno, tranne he nelle regioni
A1 = {(x, y) ∈ R

2 : |x| < 1, |x| < y < 1/|x|}
A2 = {(x, y) ∈ R

2 : |x| < 1, −1/|x| < y < −|x|}
A3 = {(x, y) ∈ R

2 : |y| < 1, |y| < x < 1/|y|}
A4 = {(x, y) ∈ R

2 : |y| < 1, −1/|y| < x < −|y|}Però nelle regioni A1 e A2 si ha he ẏ < 0 per x < 0 e ẏ > 0 per x > 0; inoltre le traiettorie attraversanol'asse x = 0 una sola volta. Quindi anhe in tali regioni le traiettorie non si possono hiudere. Unragionamento analogo si può fare per le regioni A3 e A4 dove si ha ẋ > 0 per y > 0 e ẋ < 0 per y < 0 ele traiettorie attraversano l'asse y = 0 una sola volta.
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