
Corso di laurea in Matemati
a - Anno A

ademi
o 2006/2007FM1 - Equazioni di�erenziali e me

ani
aTutorato VII - Livia Corsi (Soluzioni degli eser
izi)
Eser
izio 1.(1.1) Sistema dinami
o asso
iato. Posto y = ẋ otteniamo il sistema







ẋ = y

ẏ = −dVdx = x2(x2 − 6x + 6)e−x(1.2) Intersezioni 
on gli assi. Si vede fa
ilmente 
he V (x) = 0 se e solo se x = 0, x = 2.Andamento all'in�nito.
lim

x→+∞
V (x) = 0, lim

x→−∞
V (x) = +∞Punti 
riti
i. Risolvendo [dV/dx](x) = 0 troviamo 
he i punti 
riti
i sono x0 = 0 e x± = 3 ±

√
3.Inoltre si vede 
he il segno della derivata 
ambia solo nei punti x± e in parti
olare V (x) 
res
e per

3 −
√

3 ≤ x ≤ 3 +
√

3 quindi x0 è un punto di minimo, x+ è un punto di massimo e x− è una sella.Gra�
o del potenziale.
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Figura 1: Gra�
o del potenziale V (x)(1.3) Punti d'equilibrio. Sappiamo in generale 
he i punti d'equilibrio del sistema sono tutti e solidella forma (x, 0) dove x è un punto 
riti
o del potenziale; quindi in parti
olare avremo 
he i puntid'equilibrio sono
P0 = (0, 0), P− = (3 −

√
3, 0), P+ = (3 +

√
3, 0)Stabilità dei punti d'equilibrio. Dal teorema di Diri
hlet sappiamo 
he i punti stabili sono tuttie soli i punti della forma (x, 0) 
on x punto di minimo del potenziale, per
iò avremo 
he P− è stabilementre P0 e P+ sono instabili.(1.4) Piano delle fasi. Da E = y2/2 + V (x) otteniamo y = ±

√

2(E − V (x)). Per
iò nel piano dellefasi avremo 
urve simmetri
he rispetto all'asse x; inoltre osserviamo 
he x− = 3 −
√

3 è un minimoassoluto del potenziale, quindi il moto nel piano delle fasi sarà possibile solo per E ≥ V (3 −
√

3) e letraiettorie saranno de�nite per ogni tempo; in parti
olare avremo
• Per E = V (3 −

√
3) il solo punto d'equilibrio stabile P−.

• Per V (3 −
√

3) < E < 0 una traiettoria periodi
a intorno al punto stabile P−.
• Per E = 0 una traiettoria omo
lina a 
uspide intorno a P− e lo stesso P−.
• Per 0 < E < V (3 +

√
3) una traiettoria periodi
a intorno a P− e una aperta 
on limx→+∞ y(x) =

±
√

2E.
• Per E = V (3+

√
3) una traiettoria omo
lina 
he si autointerse
a trasversalmente in P+ (si osservi
he nel punto x+ si ha V ′′(3 +

√
3) = −12(3 + 2

√
3)e−3−

√
3 6= 0), una traiettoria aperta 
on

limx→+∞ y(x) =
√

2E, una spe
ulare 
on limx+∞ y(x) = −
√

2E e il punto instabile P−.1



• Per E > V (3 +
√

3) una traiettoria aperta 
on limx→+∞ y(x) = ±
√

2E.
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Figura 2: Piano delle fasi.Versi di per
orrenza. Da y = ẋ sappiamo 
he il verso di per
orrenza nella direzione x sarà positivonel semipiano {y > 0} e negativo altrimenti.(1.5) Traiettorie periodi
he. Per quanto visto al punto pren
edente si hanno traiettorie periodi
hein
A = {(x, y) ∈ R

2 : xm < x < 3 +
√

3, V (3 −
√

3) < E < V (3 +
√

3), E 6= 0}dove xm 6= 3 +
√

3 è tale 
he V (xm) = V (3 +
√

3)Eser
izio 2.(2.1) Sistema dinami
o asso
iato. Posto y = ẋ otteniamo il sistema






ẋ = y

ẏ = −dVdx
= − sin 2x(2.2) Notiamo subito 
he V (x) ≥ 0 e V (x) = 0 se e solo se x = 0, x = π.Punti 
riti
i. Risolvendo [dV/dx](x) = 0 troviamo 
he i punti 
riti
i sono x0 = 0, x1 = π e x± = ±π/2.Derivando una se
onda volta troviamo V ′′(x) = 2 cos 2x e quindi x0 e x1 sono punti di minimo mentre

x± sono punti di massimo in 
ui vale V ′′(x±) 6= 0.Gra�
o del potenziale.
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Figura 3: Gra�
o del potenziale V (x)(2.3) Punti d'equilibrio. Sappiamo in generale 
he i punti d'equilibrio del sistema sono tutti e solidella forma (x, 0) dove x è un punto 
riti
o del potenziale; quindi in parti
olare avremo 
he i puntid'equilibrio sono
P0 = (0, 0), P1 = (π, 0), P+ = (π/2, 0), P− = (−π/2, 0)Stabilità dei punti d'equilibrio. Dal teorema di Diri
hlet sappiamo 
he i punti stabili sono tutti esoli i punti della forma (x, 0) 
on x punto di minimo del potenziale, per
iò avremo 
he P0 e P1 sonostabili mentre P± sono instabili.(2.4) Piano delle fasi. Da E = y2/2+V (x) otteniamo y = ±

√

2(E − V (x)). Per
iò nel piano delle fasiavremo 
urve simmetri
he rispetto all'asse x; inoltre osserviamo 
he il potenziale è limitato dal basso,2



quindi le traiettorie saranno de�nite per ogni tempo e in parti
olare il moto nel piano delle fasi saràpossibile solo per E ≥ 0. Avremo quindi
• Per E = 0 i due punti stabili P0 e P1.
• Per 0 < E < 1 una traiettoria periodi
a intorno a P0 e una intorno a P1.
• Per E = 1 quattro traiettorie etero
line 
he si interse
ano trasversalmente e i punti instabili.
• Per E > 1 due traiettorie periodi
he, una tutta 
ontenuta in {y < 0} e l'altra in {y > 0}.
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Figura 4: Piano delle fasi.Versi di per
orrenza. Da y = ẋ sappiamo 
he il verso di per
orrenza nella direzione x sarà positivonel semipiano {y > 0} e negativo altrimenti.(2.5) Traiettorie periodi
he. Per quanto visto al punto pren
edente si hanno traiettorie periodi
heper ogni dato iniziale e

etto i punti d'equilibrio e la separatri
e, ovvero in
A = {(x, y) ∈ T × R : E 6= 1, (x, y) 6= (0, 0), (x, y) 6= (π, 0)}(2.6) Soluzione espli
ita. Sappiamo 
he deve valere ẋ2 = 2(1 − sin2 x) = 2 cos2 x dalla legge di
onservazione dell'energia, e se ad esempio s
egliegliamo la traiettoria 
ontenuta in {y > 0} avremo

ẋ =
√

2| cosx|; Inoltre sappiamo 
he la soluzione dovrà essere 
ontenuta in (−π/2, π/2) e in tale intervallosi ha | cosx| = cosx. Si tratta quindi di risolvere il problema di Cau
hy
{

ẋ =
√

2 cosx

x(0) = 0Separando le variabili otteniamo
∫

x

0

dx

cosx
=

√
2tInoltre poi
hé sappiamo 
he il verso di per
orrenza è positivo abbiamo an
he 0 < x < π/2. Cal
olandol'integrale troviamo

log

(

cos(x/2) + sin(x/2)

cos(x/2) − sin(x/2)

)

=
√

2tdunque la soluzione è x(t) de�nita impli
itamente dall'equazione sopra.Eser
izio 3.(3.1) Sistema dinmi
o asso
iato. Posto y = ẋ otteniamo il sistema






ẋ = y

ẏ = −dVdx = 2x(x2 − 2)e−x
2(3.2) Studiamo la funzione W (x) = V (x) − 1 = (x2 − 1)e−x

2 
he si 
omporta qualitativamente 
ome ilpotenziale. Vediamo subito 
he gli uni
i zeri di W (x) sono in x = ±1 e 
he W (x) < 0 per |x| < 1 epositiva altrimenti; notiamo inoltre 
he l'andamento all'in�nito di W (x) è dato da
lim

x→±∞
(x2 − 1)e−x

2

= 03



Punti 
riti
i. Risolvendo [dW/dx](x) = 0 troviamo 
he i punti 
riti
i sono x0 = 0 e x± = ±
√

2.Derivando una se
onda volta troviamo W ′′(x) = 2(2x4−7x2 +2)e−x
2 e quindi x0 è un punto di minimomentre x± sono punti di massimo in 
ui vale W ′′(x±) = −8e−2 6= 0.Gra�
o del potenziale.
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Figura 5: Gra�
o di W (x)Otteniamo quindi il gra�
o del potenziale sempli
emente 
onsiderando una traslazione verso l'alto:
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Figura 6: Gra�
o del potenziale V (x)(3.3) Punti d'equilibrio. Sappiamo in generale 
he i punti d'equilibrio del sistema sono tutti e solidella forma (x, 0) dove x è un punto 
riti
o del potenziale; quindi in parti
olare avremo 
he i puntid'equilibrio sono
P0 = (0, 0), P+ = (

√
2, 0), P− = (−

√
2, 0)Stabilità dei punti d'equilibrio. Dal teorema di Diri
hlet sappiamo 
he i punti stabili sono tuttie soli i punti della forma (x, 0) 
on x punto di minimo del potenziale, per
iò avremo 
he P0 è stabilementre P± sono instabili.(3.4) Piano delle fasi. Da E = y2/2+V (x) otteniamo y = ±

√

2(E − V (x)). Per
iò nel piano delle fasiavremo 
urve simmetri
he rispetto all'asse x; inoltre osserviamo 
he il potenziale è limitato dal basso,quindi le traiettorie saranno de�nite per ogni tempo e in parti
olare il moto nel piano delle fasi saràpossibile solo per E ≥ 0. Avremo quindi
• Per E = 0 il punto stabile P0.
• Per 0 < E ≤ 1 una traiettoria periodi
a intorno a P0.
• Per 1 < E < V (

√
2) una traiettoria periodi
a intorno a P0, una aperta 
on limx→+∞ y(x) =

±
√

2(E − 1) e una aperta 
on limx→−∞ y(x) = ±
√

2(E − 1)

• Per E = V (
√

2) due traiettorie etero
line 
he si interse
ano trasversalmente, quattro traiettorieaperte di 
ui una 
on limx→+∞ y(x) =
√

2(V (1) − 1), una 
on limx→+∞ y(x) = −
√

2(V (1) − 1),una 
on limx→−∞ y(x) =
√

2(V (1) − 1) e una 
on limx→−∞ y(x) = −
√

2(V (1) − 1), e i puntiinstabili. 4



• Per E > V (
√

2) due traiettorie aperte, una tutta 
ontenuta in {y < 0} 
on limx→±∞ y(x) =
√

2(E − 1) e l'altra in {y > 0} 
on limx→±∞ y(x) = −
√

2(E − 1).
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Figura 7: Piano delle fasi.Versi di per
orrenza. Da y = ẋ sappiamo 
he il verso di per
orrenza nella direzione x sarà positivonel semipiano {y > 0} e negativo altrimenti.(3.5) Traiettorie periodi
he. Per quanto visto al punto pren
edente si hanno traiettorie periodi
hein
A = {(x, y) ∈ R × R : −

√
2 < x <

√
2, 0 < E < V (

√
2)}(3.6) Periodo 
ome integrale deinito. Per quanto visto ai punti pre
endenti deve esistere unatraiettoria periodi
a per E = 1 e possiamo s
rivere il periodo 
ome

T =
√

2

∫

x+

x
−

dx
√

1 − V (x)dove x−, x+ sono le soluzioni di V (x) = 1 ovvero gli zeri della funzione W (x) usata pre
edentemente,quindi x± = ±1. Avremo pertanto
T =

√
2

∫ 1

−1

dx
√

(1 − x2)e−x
2Stima del periodo. Notiamo 
he E − V (x) = −W (x) = (1 − x2)e−x

2

= (x + 1)(1 − x)e−x
2 
he èquindi della forma (x − x−)(x+ − x)Φ(x) 
on Φ(x) = e−x

2 e inoltre e−1 ≤ Φ(x) ≤ 1 ∀x ∈ [−1, 1] per
iòuna stima del periodo è data da √
2π ≤ T ≤

√
2eπSi osservi 
he non si tratta 
erto di una stima ottimale dato 
he numeri
amente risulta del tipo

4, 443 ≤ T ≤ 7, 325
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