Corso di laurea in Matematica - Anno Accademico 2007/2008

FM1 - Equazioni differenziali e meccanica
TuTORATO X - Livia CORSI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

ESERCIZIO 1.
(1.1) Equazioni di Newton. Poiché m = 1 il potenziale efficace & dato da

1 L2
3p3  2p%

1
- L+#0
p
e quindi ’equazione di Newton &
dveﬁ B 1 1 4 L?
dp— p* pt o PP
Sistema dinamico associato.

_ e + =
dp p* pt o p?

(1.2) Punti d’equilibrio. Sappiamo che i punti in cui si annulla il campo vettoriale sono tutti e soli i punti

della forma (po,0) con pg punto critico del potenziale efficace; pertanto risolvendo I'equazione Ve’ﬁ(p) =0

vediamo che questa ha soluzione se e solo se L? > 2. In particolare avremo quindi

e per L? < 2 nessun punto d’equilibrio.

e per L? =2 un solo punto d’equilibrio in Py = (1,0).

e per L? > 2 due punti d’equilibrio in Py = (p+,0), con py = % (L2 + \/m)
Staibilita dei punti d’equilibrio. Derivando ulteriormente il potenziale efficace otteniamo

PV 1wt 2
dp? P PE 03

quindi se L? = 2 avremo che [dVg/dp] > 0 Vp # 1 cioé p = 1 ¢ una sella del potenziale, dunque P, ¢
instabile. Per L? > 2 invece si ha [d*Vg/dp?](p—) < 0 quindi p_ ¢ un massimo del potenziale e dunque P_

¢ instabile; viceversa [d?V g /dp?](p4) > 0 quindi p4 ¢ un minimo e percio Py ¢ stabile.
(1.3) Andamento all’infinito. Indipendentemente dal valore di L si ha

lim Vog(p) =0 e hm Vuff(p) = —o0

p—-+o00

Grafico del potenziale efficace.
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Figura 1: Grafico del potenziale ~ Figura 2: Grafico del potenziale ~ Figura 3: Grafico del potenziale
per L2 < 2 per L2 =2 per L2 > 2

(1.4) Piano delle fasi. Da E = y?/2+ V,g(p) otteniamo y = £./2(E — Vg(r)). Percio nel piano delle fasi
avremo curve simmetriche rispetto all’asse p. Suddividiamo il problema in tre casi.
Caso 1. L? < 2.

e Per F < 0 avremo una curva aperta con lim, o+ y(p) = Fo0.

e Per E > 0 due traiettorie aperte, una con lim, .1 y(r) = V2E e lim, o+ y(p) = +oo, laltra
simmetrica alla prima rispetto all’asse p



Caso 2. [? =2.

e Per E < V(1) avremo una curva aperta con lim,_o+ y(p) = Fo0.

e Per E = V(1) due traiettorie aperte con lim, o+ y(p) = o0, e con lim, 1 y(p) = 0 con tangenza
orizzontale e il punto d’equilibrio instabile (1,0).

e Per V,g(1) < E < 0 una traiettoria aperta con lim,_,+ y(p) = F00.

e Per £ > 0 due traiettorie aperte, una con lim, .o y(r) = V2E e lim, o+ y(p) = +oo, l'altra
simmetrica alla prima rispetto all’asse p

Figura 4: Piano (p, p) per L? < 2 Figura 5: Piano (p, p) per L? =2

Caso 3. L? > 2. In questo caso dobbiamo considerare tre sottocasi; infatti risolvendo Veff(p—) = 0 rispetto

al momento angolare L troviamo L? = 4/4/3 > 2 e questo fara variare il comportamento delle curve di livello
per valori di energia maggiori di zero.

Caso 3a.

Caso 3b.

2 < L? <4/V/3.

Per E < V,g(p+) una traiettoria aperta con lim,_o+ y(p) = Foo.
Per E = V,g(p4) una traiettoria aperta con lim,_,o+ y(p) = oo e il punto stabile P, .

per Veg(py) < E < Veg(p—) una traiettoria aperta con lim, o+ y(p) = Zoo e una periodica
intorno al punto stabile P;.

Per E = Vgg(p—) il punto instabile P_, due traiettorie aperte tali che lim, ., y(y) = 0 e
lim, o+ y(p) = £oo rispettivamente, e una traiettoria omoclina al punto instabile con tangenza
obliqua.

Per Vg(p—) < E <0 una traiettoria aperta con lim, o+ y(p) = +oo0.

Per E > 0 due traiettorie aperte, una con lim, . y(r) = V2E e lim, o+ y(p) = +oo, l'altra
simmetrica alla prima rispetto all’asse p

L2 =4/\3

Per E < V,g(p4) una traiettoria aperta con lim,_o+ y(p) = Foo.
Per E = Vg(p4) una traiettoria aperta con lim,_,o+ y(p) = oo e il punto stabile P, .

per Vog(p1) < E < 0 una traiettoria aperta con lim,_,o+ y(p) = £00 e una periodica intorno al
punto stabile P;.

Per E = 0 il punto instabile P_ e quattro traiettorie aperte tali che lim,,, y(y) = 0; in partico-
lare due di queste sono tali che lim,_o+ y(p) = £oo rispettivamente, e le altre due sono tali che
lim, . o y(r) = 0 rispettivamente;



e Per £ > 0 due traiettorie aperte, una con lim, . y(r) = V2E e lim, o+ y(p) = +oo, l'altra
simmetrica alla prima rispetto all’asse p

Caso 3¢ L2 > 43

e Per E < Vog(py) una traiettoria aperta con lim,_ o+ y(p) = Foo.

e Per E = Vog(py4) una traiettoria aperta con lim, o+ y(p) = o0 e il punto stabile Py.

e per Vog(py) < E < 0 una traiettoria aperta con lim,_,o+ y(p) = £00 e una periodica intorno al
punto stabile P;.

eper 0 < F < Veff(p_) una traiettoria aperta con lim,_ o+ y(p) = +oo e una, sempre aperta, con
lim, 1o y(r) = £V2E

e Per £ = Vog(p-) il punto instabile P_ e quattro traiettorie aperte tali che lim, ., y(y) = 0; in
particolare due di queste sono tali che lim,_,q+ y(p) = Foo rispettivamente, e le altre due sono
tali che lim, .y y(r) = £V2F rispettivamente;

e Per E > Vg(p—) due traiettorie aperte, una con lim, . y(r) = V2E e lim, o+ y(p) = 400,
Ialtra simmetrica alla prima rispetto all’asse p
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Figura 6: Piano delle fasi per ~ Figura 7: Piano delle fasi per ~ Figura 8: Piano delle fasi per
2< L% <4/V3 L2 =4/3 L2 >4/V3

(1.5) Traiettori periodiche. Per quanto visto al punto precedente si hanno traiettorie periodiche solo nel
caso L? > 2 e solo per dati iniziali p_ < p < p;. In particolare, se 2 < L? < 4/4/3 avremo traiettorie
periodiche per valori di energia Vog(py) < E < Vog(p—), mentre se L? > 4/+/3 le traiettorie periodiche
saranno possibili per valori di energia Vog(p1) < £ <O0.

(1.6) Moto complessivo. Avremo moto complessivo periodico in accordo con le condizioni date al punto
precedente, e nei punti d’equilibrio. Inoltre se Tj é il periodo della variabile p e

To L
Al = / ds
o P(s)

deve valere che A6 é commensurabile con 27. In particolare se N é 'intero minimo tale che NAf = 27 M
per qualche M intero, allora il periodo del moto complessivo é dato da NTj.

Esercizio 2. (2.1) Descrizione del moto. Ricordiamo che nel sistema del centro di massa, il sistema si
disaccoppia, in coordinate polari, nei due problemi

/m=—§&ﬂ -
dp ~ 2up?

e quindi, essendo 1/p = 1/my 4+ 1/my = 1, diventa

.« n 1 n L? . L
pP= 5T T 3, =53
2 p PP 2p?
Poiché la parte angolare dipende esclusivamente dalla parte radiale ci concentreremo solo sulla prima delle
due equazioni, il cui sistema dinamico associato &

pP=y
« 1 L?
y=—5+-+—3
P p PP



(2.2) Punti d’equilibrio. Sappiamo che i punti d’equilibrio del sistema dinamico associato sono tutti e soli i
punti della forma (pg,0) con py punto critico del potenziale efficace, pertanto dobbiamo risolvere I’equazione
e’ﬁ(p) = 0. Si verifica immediatamente che tale equazione ha soluzioni

o Va2 —4L2
pr=—gE g

Si vede quindi che se @ > 0 ’equazione non ammette soluzioni reali positive (ricordiamo che p & un raggio
e quindi non pud essere un numero negativo). Se invece o < 0 scriviamo aw = —f3 con b > 0. In questo caso
lequazione ammette soluzioni se e solo se |L| < 3/2. In particolare avremo quindi

e per |L| > (/2 nessun punto d’equibrio.

e per |L| = 3/2 un solo punto d’equilibrio in Py = (5/2,0).

e per |L| < 4/2 due punti d’equilibrio in Py = (p4,0) con py = % (6 + /62— 4L2).

Stabilita dei punti d’equilibrio. Innanzitutto osserviamo che [dV,g/dp] < 0 Vp # (/2, cioe p = (/2 ¢
una sella del potenziale e quindi Py é instabile. Derivando ulteriormente il potenziale efficace otteniamo

dp? PP

PVep 26 1 3L
2 T

e quindi se |L| < #/2 avremo che [d?V ,g/dp?](p—) > 0 quindi p_ ¢ un minimo del potenziale e dunque P_

¢ stabile; viceversa [d?Vg/dp?](p+) < 0 quindi p4 ¢ un massimo, percid Py ¢ instabile.

(2.3) Andamento all’infinito del potenziale efficace. Osserviamo innanzitutto che

pE%h Vett(p) = 400, pglfoo Ve (r) = —o0

indipendentemente dalla scelta dei parametri.
Grafico del potenziale efficace.
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per a > 0 oppure |L| > 3/2 le per |L| = 3/2 le per |L| < 3/2

Piano delle fasi. Da E = y?/2 + Vog(p) otteniamo y = £,/2(E — Vg(p)). Percid nel piano delle fasi
avremo curve simmetriche rispetto all’asse p. Suddividiamo il problema in tre casi.

Caso 1. « > 0 oppure |L| > /2. Per ogni valore di E avremo una traiettoria aperta, simmetrica rispetto
all’asse p, con lim, 4 y(p) = £o0.

Caso 2. |L| = 3/2.

e Per E < Vg(6/2) una traiettoria aperta con lim, .,y y(p) = £o0.

e Per E = V,(8/2) due traiettorie aperte con lim, . . y(p) = Foo, e con lim,_g/2y(p) = 0 con
tangenza orizzontale e il punto d’equilibrio instabile F.

e Per £ > V(3/2) una traiettoria aperta con lim, 1 y(p) = £o0.
Caso 3. |L| < 3/2.
e Per £ < V,g(p—) una traiettoria aperta con lim, ., 1 y(p) = £oo.
e Per E = Vog(p—) una traiettoria aperta con lim, . 4o y(p) = £oo e il punto stabile P_.

e Per Vog(p—) < E < Veg(p+) una traiettoria aperta con lim, o y(p) = o0 e il punto stabile P_ e
una periodica intorno al punto stabile.
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Figura 12: Piano delle fasi per ~ Figura 13: Piano delle fasi per ~ Figura 14: Piano delle fasi per
o> 0 oppure || > B/2 LI = 3/2 L1< B2

e Per E = Vog(py) una traiettoria omoclina con lim,_.,, y(p) = 0, due traiettorie aperte con lim, . y o y(p) =

+o0 e il punto instabile Py.
e Per E > Vog(py) una traiettoria aperta con lim,_ o y(p) = oo0.

(2.4) Per quanto visto al punto precedente avremo traiettorie periodiche solo nel caso |L| < 3/2 e solo per
dati iniziali p_ < p < py e valori di energia Vog(p—) < E < Vog(p+)-
(2.5) Variabile angolare. Come visto al punto (2.1) il moto della variabile angolare ¢ dato da

_ L
=57

Moto complessivo. Avremo moto complessivo periodico in accordo con le condizioni date al punto (2.4),
e nei punti d’equilibrio. Inoltre se Tj é il periodo della variabile p e

To
AG:/ ds 2L
0 p?(s)

deve valere che Af ¢ commensurabile con 27. In particolare se N é I'intero minimo tale che NAO = 27 M
per qualche M intero, allora il periodo del moto complessivo é dato da NTj.

Esercizio 3. (3.1) Equazione di Newton. Essendo m = 1, il potenziale efficace ¢ dato da

2
Vogg(p) = —Inp — ; + — L?#0

22

e quindi ’equazione di newton del sistema &

dVeg 1 2 L2

p = - = - — — —
dpp p* P
Sistema dinamico associato. Avendo posto y = p, otteniamo il sistema dinamico

p=1y

o1 2+H

y=-—-—5+—=
p PP

(3.2) Andamento all’infinito.

Jm Veg(p) =—c0 e 1lim Vog(p) = +o0
indipendentemente dal valore di p
Punti critici. Si tratta di risolvere I’equazione

12 L2

+ -
p PP

che ha soluzione se e solo se
PP =20+ L*=0
e questa ammette soluzione se e solo se L? < 1. Quindi avremo

e Per L? > 1 nessun punto critico



e Per L2 =1 un solo punto critico in py = 1
e Per L? < 1 due punti critici in px =1+ 1 — L2

Inoltre, se L? = 1 notiamo che [dVg/dp] < 0 per ogni valore di p # 1 e quindi il valore p = 1 ¢ un
punto di sella per il potenziale efficace. Per L? < 1 invece, si ha [d*V,g/dp?](p—) > 0 quindi p = p_ ¢ un

punto di minimo del potenziale. Vicecersa [d*Vog/dp®](p+) < 0 quindi p = p4 ¢ un punto di massimo per il
potenziale.
Grafico del potenziale.
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Figura 15: Potenziale per L? > 1 Figura 16: Potenziale per L? =1 Figura 17: Potenziale per L? < 1

(3.3) Punti d’equilibrio e stabilita. In generale i punti d’equilibrio sono tutti e soli della forma (po,0)
con po punto critico del potenziale, quindi suddividiamo nei tre casi. Se L? > 1 il sistema non ammette
punti critici. Se L? = 1, esiste un solo punto d’equilibrio Py = (1,0) instabile. Infine se L? < 1 il sistema
ammette due punti d’equilibrio

P_:(p_,O)z(l— 1—L2,o) P+:(p+,0)=(1+ 1+L2,0)

e P, é instabile mentre P_ é stabile.

(3.4) Piano delle fasi. Da E = y?/2 4 V,g(p) otteniamo y = £,/2(E — V g(p)). Percio nel piano delle
fasi avremo curve simmetriche rispetto all’asse p. Inoltre, poichA@ il potenziale efficace non ¢ limitato dal

basso, il moto sara possibile per ogni valore di energia. Suddividiamo dunque il problema in tre casi.
Caso 1. L? > 1. Per ogni valore di E avremo una curva aperta con lim,_,{ y(p) = £o0.
Caso 2. L2 =1.

e Per E < V(1) = —3/2 una traiettoria aperta con lim, . 4o y(p) = Foo.

e Per £ = —3/2 due traiettorie aperte con lim, ;. y(p) = %oo rispettivamente e con lim, .; y(p) =0
con tangenza orizzontale e il punto d’equilibrio instabile (1,0)

e Per E > 0 una traiettoria aperta con lim,_, 1 y(p) = £oo.
Caso 3. L2 <2
e Per E < Vog(p—) una traiettoria aperta con lim, . 4o y(p) = Fo0.
e Per ' = V,g(p—) una triettoria aperta con lim, . y(p) = £00 e il punto stabile P_.

e Per Vog(p—)E < Vog(py) una traiettoria aperta con lim, ., y(p) = £00 e una periodica intorno al
punto stabile P_

e Per E = Vg(py) due traiettorie aperte con lim, . 1 y(p) = Foo rispettivamente, il punto instabile
P; e una traiettoria omoclina che interseca le due aperte nel punto instabile con tangenti oblique.

e Per £ > Vog(py+) una traiettoria aperta con lim, o y(p) = too

(3.5) Traiettorie periodiche. Per quanto visto al punto precedente, avremo traiettorie periodiche solo nel
caso L? < 1. In particolare cid avverra per Vog(p—) < E < Vog(p+) e p < py.

(3.6) Moto complessivo. Avremo moto complessivo periodico in accordo con le condizioni date al punto
precedente, e per p = p_. Inoltre, essendo

P2 d
AG =2 / P {p1.p2} C VG (E)
P g2\ [2L72 (B = Vegp(p))

dovra valere anche Af = 27q per qualche ¢ € Q.
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Figura 18: Piano delle fasi per L? > 1
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Figura 19: Piano delle fasi per L? = 1
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Figura 20: Piano delle fasi per L2 < 1



