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Eser
izio 1.(1.1) Equazioni di Newton. Poi
hé m = 1 il potenziale e�
a
e è dato da

Ve�(ρ) = −1

ρ
− 1

3ρ3
+

L2

2ρ2
, L 6= 0e quindi l'equazione di Newton è

ρ̈ = −dVe�
dρ

= − 1

ρ2
− 1

ρ4
+

L2

ρ3Sistema dinami
o asso
iato.






ρ̇ = y

ẏ = −dVe�
dρ

= − 1

ρ2
− 1

ρ4
+

L2

ρ3(1.2) Punti d'equilibrio. Sappiamo 
he i punti in 
ui si annulla il 
ampo vettoriale sono tutti e soli i puntidella forma (ρ0, 0) 
on ρ0 punto 
riti
o del potenziale e�
a
e; pertanto risolvendo l'equazione V ′e�(ρ) = 0vediamo 
he questa ha soluzione se e solo se L2 ≥ 2. In parti
olare avremo quindi
• per L2 < 2 nessun punto d'equilibrio.
• per L2 = 2 un solo punto d'equilibrio in P0 = (1, 0).
• per L2 ≥ 2 due punti d'equilibrio in P± = (ρ±, 0), 
on ρ± = 1

2

(

L2 ±
√

L4 − 4
)Staibilità dei punti d'equilibrio. Derivando ulteriormente il potenziale e�
a
e otteniamo

d2Ve�
dρ2

= − 4

ρ5
+

3L2

ρ4
− 2

ρ3quindi se L2 = 2 avremo 
he [dVe�/dρ] > 0 ∀ρ 6= 1 
ioè ρ = 1 è una sella del potenziale, dunque P0 èinstabile. Per L2 > 2 inve
e si ha [d2Ve�/dρ2](ρ−) < 0 quindi ρ− è un massimo del potenziale e dunque P−è instabile; vi
eversa [d2Ve�/dρ2](ρ+) > 0 quindi ρ+ è un minimo e per
iò P+ è stabile.(1.3) Andamento all'in�nito. Indipendentemente dal valore di L si ha
lim

ρ→+∞
Ve�(ρ) = 0 e lim

ρ→0+
Ve�(ρ) = −∞Gra�
o del potenziale e�
a
e.
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Figura 1: Gra�
o del potenzialeper L2 < 2
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Figura 2: Gra�
o del potenzialeper L2 = 2
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Figura 3: Gra�
o del potenzialeper L2 > 2(1.4) Piano delle fasi. Da E = y2/2+Ve�(ρ) otteniamo y = ±
√

2(E − Ve�(r)). Per
iò nel piano delle fasiavremo 
urve simmetri
he rispetto all'asse ρ. Suddividiamo il problema in tre 
asi.Caso 1. L2 < 2.
• Per E < 0 avremo una 
urva aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞.
• Per E ≥ 0 due traiettorie aperte, una 
on limρ→+∞ y(r) =

√
2E e limρ→0+ y(ρ) = +∞, l'altrasimmetri
a alla prima rispetto all'asse ρ 1



Caso 2. L2 = 2.
• Per E < Ve�(1) avremo una 
urva aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞.
• Per E = Ve�(1) due traiettorie aperte 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞, e 
on limρ→1 y(ρ) = 0 
on tangenzaorizzontale e il punto d'equilibrio instabile (1, 0).
• Per Ve�(1) < E < 0 una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞.
• Per E ≥ 0 due traiettorie aperte, una 
on limρ→+∞ y(r) =

√
2E e limρ→0+ y(ρ) = +∞, l'altrasimmetri
a alla prima rispetto all'asse ρ
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Figura 4: Piano (ρ, ρ̇) per L2 < 2
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Figura 5: Piano (ρ, ρ̇) per L2 = 2Caso 3. L2 > 2. In questo 
aso dobbiamo 
onsiderare tre sotto
asi; infatti risolvendo Ve�(ρ−) = 0 rispettoal momento angolare L troviamo L2 = 4/
√

3 > 2 e questo farà variare il 
omportamento delle 
urve di livelloper valori di energia maggiori di zero.Caso 3a. 2 < L2 < 4/
√

3.
• Per E < Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞.
• Per E = Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞ e il punto stabile P+.
• per Ve�(ρ+) < E < Ve�(ρ−) una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞ e una periodi
aintorno al punto stabile P1.
• Per E = Ve�(ρ−) il punto instabile P−, due traiettorie aperte tali 
he limρ→ρ

−

y(y) = 0 e
limρ→0+ y(ρ) = ±∞ rispettivamente, e una traiettoria omo
lina al punto instabile 
on tangenzaobliqua.

• Per Ve�(ρ−) < E < 0 una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = +∞.
• Per E ≥ 0 due traiettorie aperte, una 
on limρ→+∞ y(r) =

√
2E e limρ→0+ y(ρ) = +∞, l'altrasimmetri
a alla prima rispetto all'asse ρCaso 3b. L2 = 4/

√
3

• Per E < Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞.
• Per E = Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞ e il punto stabile P+.
• per Ve�(ρ+) < E < 0 una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞ e una periodi
a intorno alpunto stabile P1.
• Per E = 0 il punto instabile P− e quattro traiettorie aperte tali 
he limρ→ρ

−

y(y) = 0; in parti
o-lare due di queste sono tali 
he limρ→0+ y(ρ) = ±∞ rispettivamente, e le altre due sono tali 
he
limρ→+∞ y(r) = 0 rispettivamente; 2



• Per E > 0 due traiettorie aperte, una 
on limρ→+∞ y(r) =
√

2E e limρ→0+ y(ρ) = +∞, l'altrasimmetri
a alla prima rispetto all'asse ρCaso 3
 L2 > 4
√

3

• Per E < Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞.
• Per E = Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞ e il punto stabile P+.
• per Ve�(ρ+) < E < 0 una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞ e una periodi
a intorno alpunto stabile P1.
• per 0 < E < Ve�(ρ−) una traiettoria aperta 
on limρ→0+ y(ρ) = ±∞ e una, sempre aperta, 
on

limρ→+∞ y(r) = ±
√

2E

• Per E = Ve�(ρ−) il punto instabile P− e quattro traiettorie aperte tali 
he limρ→ρ
−

y(y) = 0; inparti
olare due di queste sono tali 
he limρ→0+ y(ρ) = ±∞ rispettivamente, e le altre due sonotali 
he limρ→+∞ y(r) = ±
√

2E rispettivamente;
• Per E > Ve�(ρ−) due traiettorie aperte, una 
on limρ→+∞ y(r) =

√
2E e limρ→0+ y(ρ) = +∞,l'altra simmetri
a alla prima rispetto all'asse ρ
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Figura 6: Piano delle fasi per
2 < L2 < 4/

√
3
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Figura 7: Piano delle fasi per
L2 = 4/

√
3
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Figura 8: Piano delle fasi per
L2 > 4/

√
3(1.5) Traiettori periodi
he. Per quanto visto al punto pre
edente si hanno traiettorie periodi
he solo nel
aso L2 > 2 e solo per dati iniziali ρ− < ρ < ρ+. In parti
olare, se 2 < L2 < 4/

√
3 avremo traiettorieperiodi
he per valori di energia Ve�(ρ+) < E < Ve�(ρ−), mentre se L2 ≥ 4/

√
3 le traiettorie periodi
hesaranno possibili per valori di energia Ve�(ρ+) < E < 0.(1.6) Moto 
omplessivo. Avremo moto 
omplessivo periodi
o in a

ordo 
on le 
ondizioni date al puntopre
edente, e nei punti d'equilibrio. Inoltre se T0 è il periodo della variabile ρ e

∆θ =

∫ T0

0

ds
L

ρ2(s)deve valere 
he ∆θ è 
ommensurabile 
on 2π. In parti
olare se N è l'intero minimo tale 
he N∆θ = 2πMper qual
he M intero, allora il periodo del moto 
omplessivo è dato da NT0.Eser
izio 2. (2.1) Des
rizione del moto. Ri
ordiamo 
he nel sistema del 
entro di massa, il sistema sidisa

oppia, in 
oordinate polari, nei due problemi
µρ̈ = −dVe�

dρ
, θ̈ =

L

2µρ2e quindi, essendo 1/µ = 1/m1 + 1/m2 = 1, diventa
ρ̈ =

α

ρ2
+

1

ρ
+

L2

ρ3
, θ̇ =

L

2ρ2Poi
hé la parte angolare dipende es
lusivamente dalla parte radiale 
i 
on
entreremo solo sulla prima delledue equazioni, il 
ui sistema dinami
o asso
iato è






ρ̇ = y

ẏ =
α

ρ2
+

1

ρ
+

L2

ρ33



(2.2) Punti d'equilibrio. Sappiamo 
he i punti d'equilibrio del sistema dinami
o asso
iato sono tutti e soli ipunti della forma (ρ0, 0) 
on ρ0 punto 
riti
o del potenziale e�
a
e, pertanto dobbiamo risolvere l'equazione
V ′e�(ρ) = 0. Si veri�
a immediatamente 
he tale equazione ha soluzioni

ρ± = −α

2
±

√
α2 − 4L2

2Si vede quindi 
he se α ≥ 0 l'equazione non ammette soluzioni reali positive (ri
ordiamo 
he ρ è un raggioe quindi non può essere un numero negativo). Se inve
e α < 0 s
riviamo α = −β 
on b > 0. In questo 
asol'equazione ammette soluzioni se e solo se |L| ≤ β/2. In parti
olare avremo quindi
• per |L| > β/2 nessun punto d'equibrio.
• per |L| = β/2 un solo punto d'equilibrio in P0 = (β/2, 0).
• per |L| < β/2 due punti d'equilibrio in P± = (ρ±, 0) 
on ρ± = 1

2

(

β ±
√

β2 − 4L2

).Stabilità dei punti d'equilibrio. Innanzitutto osserviamo 
he [dVe�/dρ] < 0 ∀ρ 6= β/2, 
ioè ρ = β/2 èuna sella del potenziale e quindi P0 è instabile. Derivando ulteriormente il potenziale e�
a
e otteniamo
d2Ve�
dρ2

= −2β

ρ3
+

1

ρ2
+

3L2

ρ4e quindi se |L| < β/2 avremo 
he [d2Ve�/dρ2](ρ−) > 0 quindi ρ− è un minimo del potenziale e dunque P−è stabile; vi
eversa [d2Ve�/dρ2](ρ+) < 0 quindi ρ+ è un massimo, per
iò P+ è instabile.(2.3) Andamento all'in�nito del potenziale e�
a
e. Osserviamo innanzitutto 
he
lim

ρ→0+
Ve�(ρ) = +∞, lim

ρ→+∞
Ve�(r) = −∞indipendentemente dalla s
elta dei parametri.Gra�
o del potenziale e�
a
e.
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Figura 9: Gra�
o del potenzialeper α ≥ 0 oppure |L| > β/2
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Figura 10: Gra�
o del potenzia-le per |L| = β/2
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Figura 11: Gra�
o del potenzia-le per |L| < β/2Piano delle fasi. Da E = y2/2 + Ve�(ρ) otteniamo y = ±
√

2(E − Ve�(ρ)). Per
iò nel piano delle fasiavremo 
urve simmetri
he rispetto all'asse ρ. Suddividiamo il problema in tre 
asi.Caso 1. α > 0 oppure |L| > β/2. Per ogni valore di E avremo una traiettoria aperta, simmetri
a rispettoall'asse ρ, 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞.Caso 2. |L| = β/2.
• Per E < Ve�(β/2) una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞.
• Per E = Ve�(β/2) due traiettorie aperte 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞, e 
on limρ→β/2 y(ρ) = 0 
ontangenza orizzontale e il punto d'equilibrio instabile P0.
• Per E > Ve�(β/2) una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞.Caso 3. |L| < β/2.
• Per E < Ve�(ρ−) una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞.
• Per E = Ve�(ρ−) una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞ e il punto stabile P−.
• Per Ve�(ρ−) < E < Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞ e il punto stabile P− euna periodi
a intorno al punto stabile. 4
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Figura 12: Piano delle fasi per
α ≥ 0 oppure |L| > β/2
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Figura 13: Piano delle fasi per
|L| = β/2
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Figura 14: Piano delle fasi per
|L| < β/2

• Per E = Ve�(ρ+) una traiettoria omo
lina 
on limρ→ρ+
y(ρ) = 0, due traiettorie aperte 
on limρ→+∞ y(ρ) =

±∞ e il punto instabile P+.
• Per E > Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞.(2.4) Per quanto visto al punto pre
edente avremo traiettorie periodi
he solo nel 
aso |L| < β/2 e solo perdati iniziali ρ− < ρ < ρ+ e valori di energia Ve�(ρ−) < E < Ve�(ρ+).(2.5) Variabile angolare. Come visto al punto (2.1) il moto della variabile angolare è dato da

θ̇ =
L

2ρ2Moto 
omplessivo. Avremo moto 
omplessivo periodi
o in a

ordo 
on le 
ondizioni date al punto (2.4),e nei punti d'equilibrio. Inoltre se T0 è il periodo della variabile ρ e
∆θ =

∫ T0

0

ds
L

ρ2(s)deve valere 
he ∆θ è 
ommensurabile 
on 2π. In parti
olare se N è l'intero minimo tale 
he N∆θ = 2πMper qual
he M intero, allora il periodo del moto 
omplessivo è dato da NT0.Eser
izio 3. (3.1) Equazione di Newton. Essendo m = 1, il potenziale e�
a
e è dato da
Ve�(ρ) = −lnρ − 2

ρ
+

L2

2ρ2
L2 6= 0e quindi l'equazione di newton del sistema è

ρ̈ = −dVe�
dρ

=
1

ρ
− 2

ρ2
+

L2

ρ3Sistema dinami
o asso
iato. Avendo posto y = ρ̇, otteniamo il sistema dinami
o






ρ̇ = y

ẏ =
1

ρ
− 2

ρ2
+

L2

ρ3(3.2) Andamento all'in�nito.
lim

ρ→+∞
Ve�(ρ) = −∞ e lim

ρ→0
Ve�(ρ) = +∞indipendentemente dal valore di ρPunti 
riti
i. Si tratta di risolvere l'equazione

−1

ρ
+

2

ρ2
− L2

ρ3
= 0
he ha soluzione se e solo se

ρ2 − 2ρ + L2 = 0e questa ammette soluzione se e solo se L2 < 1. Quindi avremo
• Per L2 > 1 nessun punto 
riti
o 5



• Per L2 = 1 un solo punto 
riti
o in ρ0 = 1

• Per L2 < 1 due punti 
riti
i in ρ± = 1 ±
√

1 − L2.Inoltre, se L2 = 1 notiamo 
he [dVe�/dρ] < 0 per ogni valore di ρ 6= 1 e quindi il valore ρ = 1 è unpunto di sella per il potenziale e�
a
e. Per L2 ≤ 1 inve
e, si ha [d2Ve�/dρ2](ρ−) > 0 quindi ρ = ρ− è unpunto di minimo del potenziale. Vi
e
ersa [d2Ve�/dρ2](ρ+) < 0 quindi ρ = ρ+ è un punto di massimo per ilpotenziale.Gra�
o del potenziale.
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Figura 15: Potenziale per L2 > 1
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Figura 16: Potenziale per L2 = 1
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Figura 17: Potenziale per L2 < 1(3.3) Punti d'equilibrio e stabilità. In generale i punti d'equilibrio sono tutti e soli della forma (ρ0, 0)
on ρ0 punto 
riti
o del potenziale, quindi suddividiamo nei tre 
asi. Se L2 > 1 il sistema non ammettepunti 
riti
i. Se L2 = 1, esiste un solo punto d'equilibrio P0 = (1, 0) instabile. In�ne se L2 < 1 il sistemaammette due punti d'equilibrio
P− = (ρ−, 0) =

(

1 −
√

1 − L2, 0
)

P+ = (ρ+, 0) =
(

1 +
√

1 + L2, 0
)e P+ è instabile mentre P− è stabile.(3.4) Piano delle fasi. Da E = y2/2 + Ve�(ρ) otteniamo y = ±

√

2(E − Ve�(ρ)). Per
iò nel piano dellefasi avremo 
urve simmetri
he rispetto all'asse ρ. Inoltre, poi
h� 
© il potenziale e�
a
e non è limitato dalbasso, il moto sarà possibile per ogni valore di energia. Suddividiamo dunque il problema in tre 
asi.Caso 1. L2 > 1. Per ogni valore di E avremo una 
urva aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞.Caso 2. L2 = 1.
• Per E < Ve�(1) = −3/2 una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞.
• Per E = −3/2 due traiettorie aperte 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞ rispettivamente e 
on limρ→1 y(ρ) = 0
on tangenza orizzontale e il punto d'equilibrio instabile (1, 0)

• Per E > 0 una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞.Caso 3. L2 < 2

• Per E < Ve�(ρ−) una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞.
• Per E = Ve�(ρ−) una triettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞ e il punto stabile P−.
• Per Ve�(ρ−)E < Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞ e una periodi
a intorno alpunto stabile P−

• Per E = Ve�(ρ+) due traiettorie aperte 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞ rispettivamente, il punto instabile
P2 e una traiettoria omo
lina 
he interse
a le due aperte nel punto instabile 
on tangenti oblique.

• Per E > Ve�(ρ+) una traiettoria aperta 
on limρ→+∞ y(ρ) = ±∞(3.5) Traiettorie periodi
he. Per quanto visto al punto pre
edente, avremo traiettorie periodi
he solo nel
aso L2 < 1. In parti
olare 
iò avverrà per Ve�(ρ−) < E < Ve�(ρ+) e ρ < ρ+.(3.6) Moto 
omplessivo. Avremo moto 
omplessivo periodi
o in a

ordo 
on le 
ondizioni date al puntopre
edente, e per ρ = ρ−. Inoltre, essendo
∆θ = 2

∫ ρ2

ρ1

dρ

ρ2

√

2L−2
(

E − Ve�(ρ)
)

{ρ1, ρ2} ⊂ V −1e� (E)dovrà valere an
he ∆θ = 2πq per qual
he q ∈ Q. 6
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Figura 18: Piano delle fasi per L2 > 1
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Figura 19: Piano delle fasi per L2 = 1
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Figura 20: Piano delle fasi per L2 < 1
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