Corso di laurea in Matematica - Anno Accademico 2007/2008
FM1 - Equazioni differenziali e meccanica
TuTORATO II - LiviA CORSI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

Esercizio 1. Cominciamo col risolvere ’equazione omogenea associata. Il polinomio caratte-
ristico &

P(X\) = M\ — 4\ +29,

le cui radici sono
A =2+ 51, Ay = 2 — 5i.

La soluzione generale dell’omogenea ¢ quindi
20(t) = e*(c; cos 5t + cosin 5t).

Cerchiamo la soluzione del problema di Cauchy con il metodo di variazione delle costanti.
Cerchiamo quindi due funzioni ¢;(t), ca(t) tali che

Z(t) = €% (c1(t) cos 5t + co(t) sin 5t)
risolve il problema differenziale non omogeneo. Derivando tale espressione otteniamo
Z(t) = €2(2(c1(t) cos 5t + co(t) sin 5t) + é1(t) cos 5t — Hey (t) sin 5t + ¢éo(t) sin 5t + 5ea(t) cos 5t).
Poiché cerchiamo una soluzione particolare del problema, possiamo imporre (ad esempio)
¢1(t) cos 5t + ¢éo(t) sin 5t = 0,
in modo tale che risulti
Z(t) = e*((2¢1(t) 4 5ea(t)) cos 5t + (2¢2(t) — 5e(t)) sin 5t).
Derivando una seconda volta otteniamo
Z(t) = 2 ((2¢1(t) 4+ 5éa(t) — 211 (t) +20ca(t)) cos 5t 4 (2¢a(t) — 5éq (t) — 20c (t) — 21ca(t)) sin 5t).
Sostituendo Z nell’equazione non omogenea troviamo
e*!((2¢1(t) + 5éa(t)) cos 5t + (2é2(t) — 5éy(t) sin5t)) = 1.
Per la condizione imposta, possiamo sostituire
¢1(t) = —éa(t)tght

e quindi troviamo

1
éo(t) = 56_% cos bt.

Integrando ambo i membri troviamo

1
——e 2 (5sin 5t — 2cos5t) + ¢

(t) = 145

e possiamo porre ¢ = 0 dato che cercavamo una soluzione particolare. Ma allora

1
é(t) = *56_% sin 5t



e quindi, integrando ambo i membri

1 ~
——e 2 (5cos 5t + 2sin5t) + ¢

alt) =15

e di nuovo possiamo porre ¢ = 0. Pertanto la soluzione generale del problema differenziale non

omogeneo €

1
x(t) = 20 + egt(cl cos bt + ¢o sin 5t).

Imponendo il dato iniziale, allora, avremo

1

x(O):?g+C1:0
. 1 2
e quindi
1 2
AT 79 2T s

Sostituendo tali valori nell’espressione di x(t) otteniamo la soluzione del problema di Cauchy,
ovvero

1 1 2
z(t) = 2 + 2t <—29 cos 5t + 145sinSt) )

EsERCIZIO 2. Osserviamo che A si scrive facilmente come somma di una matrice diagonale e

una nilpotente, ovvero
2 0 0 2
amsen=(5 0)+ (0 7)

ma si vede che [S, N] # 0 e quindi questa decomposizione non permette di risolvere il problema
del calcolo dell’esponenziale di A. Il polinomio caratteristico di A &

det(A — M) = (A —2)(A+ 1)

quindi ¥(A4) = {2, —-1}. Ora E*(2) = Ker(A — 21) ¢ dato da

2y =10
—3y=0

e quindi E*(2) = {(s,0) € R? : 5 € R}. Invece E*(—1) = Ker(A4 + 1) ¢ dato da
{ 3z +2y =0

e dunque E*(—1) = {(2s,—3s) € R? : s € R}. Avremo quindi

(0 () = e

e osserviamo che A = Q‘1§ Q@ e quindi

exp(At) = Q" 'exp(St)Q
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La soluzione é quindi data da

<a:1(t)> B <e2t 2(e2 — )3

()

)
e?t 2(e2tet)/3> '<1 t 5e~% — 2e2%)/3
o ") e ()
)6 (5]
e

Esercizio 3. 1l polinomio caratteristico dell’equazione &
P\) =X\ +a)+4

le cui radici sono

2-16

caso 1. |a| > 4. In questo caso la soluzione generale &

a2 —16

| o
o

x(t) = cre™Mt + cpe?t
e sostituendo le condizioni al bordo troviamo
z(0)=c1+c2=0
z(7) = 1M + e =0

e questo é possibile se e solo se ¢; = ¢o = 0, quindi 'unica soluzione é la soluzione identicamente
nulla.

caso 2. |a| =4. In questo caso la soluzione generale ¢
o(t) = c1e7? 4 cote /2
e imponendo le condizioni al bordo troviamo

{m(O):q:O

—am/2 —am/2

x(m) = cre + come

e di nuovo otteniamo ¢; = ¢3 = 0 ovvero la soluzione identicamente nulla.

caso 3. |a| < 4. In questo caso scriviamo gli autovalori nella forma

@ V16 — a2

At =a=xb =——, b=
+ a =10, a 97 2

quindi la soluzione generale sara

z(t) = e™(cy cos bt + co sin bt)



Imponendo le condizioni al bordo avremo
{ 2(0) = ¢; =0

x(m) = e (c1 cos b + co sin brr)

e quindi avremo una soluzione non identicamente nulla per b = k, Vk € 7Z, ovvero per

la| < 4, V16 —a?2 =k, keZ,

ossia

o€ {£V7,£V12,+V15}

e in tal caso la soluzione sara

t =
z(t) =c sin 5

V16 — o2
e M2 gi (Mt), ceR.

Esercizio 4. Cominciamo considerando il caso semplice in cui € = 0. In questo caso infatti
avremo

z(0) =1
#(0) = 0

e considerata la sostituzione & = y troviamo quindi il sistema lineare

§=Af,  £eRY, A= <(1) é)
con dato iniziale £(0) = (1,0). Il polinomio caratteristico di A ¢ dato iniziale
P(\) =det(A— M) =X -1
e quindi ¥(A) = {1, —1}. Gli autospazi sono quindi

E*(1) = {(t,t) eR? : t € R}
E*(—1)={(t,—t) e R? : t e R}

5:(}) _01> e le(} _11) — @:(iﬁ _11//22)

e osserviamo che A = Q‘1§ Q@ e quindi
exp(At) = Q71SQ
(1 1 et 0 /2 1/2
1 =1/ \o et)\1/2 —1/2
__ (cosht sinht
~ \sinht cosht

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy, che ¢ data dalla prima riga del vettore £(t) ¢

percio

x(t) = cosht



Vediamo quindi il caso € > 0. Di nuovo considerando la sostituzione & = y il sistema lineare
non omogeneo

—& ge

: 0 1 0
i-aceno. cern a-(] 1) Bo- ()
In questo caso il polinomio caratteristico del sistema omogeneo associato &

PA) =det(A— M) =X +eX—1

quindi X(A) = {—¢/2 + Ve? +4/2,—¢/2 — V&2 + 4/2} che sono reali e distinti indipendente-
mente dal valore assunto da e; calcoliamo quindi gli autospazi. E*(—e/2 + ve? +4/2) & dato

da
€ 244 N 0
- T4+ a0 =
5 5 1 2

N 3e g2 +4 0
x -= - rgy =
1 5 5 2

244
E*(—s/2+\/52+4/2):{(t,—;H— ety

quindi

cR? : tER}

e analogamente

E*(—¢/2 — /22 + 4/2) = {(t,—gt— 82+4t> cR? : teR}

2 2

Avremo quindi

- <—5/2 + Ve 4/2 0 ) o' — < 1 1 )
- 0 —e/2-E2r4/2) ¢ T \—e/24+ V2 T4/2 —/2— 2+ 4)2

o

e si vede che A = Q71(9)Q e quindi

N |— N[

+ 13 1

2v/e2+4 \/€2ir4

_ 8 J—
2v/e2+4 Ve2Z44

e (Ve tayt/2 (eemtfer\/m(lJremt)) o—(e=VEZHD)t/2_ —(c+V/2Fa)t/2
2244 Ve24+4
exp(At) =
e (e+VeZHaye/2 (e\/mt_l) e (e+VeZHa)e/2 <€_€e\/@t+m(1+e\/@t»
VeZ+d 2224
e quindi

f@:mmw@+£@mwMW@)

da cui troviamo che la soluzione del problema di Cauchy corrisponde alla prima riga del vettore
&(t), ovvero

e—(€+\/4+€2)t/2

_ 2( 44-€2¢ 2 442t
x(t)—2(3+2€)\/m<e (=14 /) 4 3vat e (14 V)
e—(€+\/4+€2)t/2

2(3 +25)V4 + &2 (5 (1 +V4+e2+ (—1 +V4+ 52> eVt L9 /4 ¢ 526(4+s+\/4+7)t/2))
€ €



Esercizio 5. 1l sistema é del tipo

(an” ew 4G 3) o-(i22)

Consideriamo intanto il sistema omogeneo associato i.e.

{ 2= Az
2(0) = (1,0)

e osserviamo immediatamente che A & della forma

= 7)

quindi possiamo calcolare immediatamente il suo esponenziale ottenendo

sint cost

exp(At) = (cost —smt>

Inoltre riconosciamo in exp(At) una matrice di rotazione e quindi la sua inversa @&

sptan = (3, )

—sint cost
La soluzione del sistema non-omogeneo sara quindi

2(t) = exp(At) [e(t) + 2(0)]
con c¢(t) tale che

() = [exp(AL)] ! B(t) = exp(~ A1) B(1)
[ cost sint sin 2¢
~ \—sint cost/) \3cos2t
o 5sintcos?t — 3sin’ ¢
~ \—5sin?tcost + 3cos® t

ovvero

. . 2 1
S sin s cos 8—351n38> cl(t):cost—gcos?)t—*

J ~ ;
(

! : 2 .
/ ds(—5sin® s cos s + 3 cos® s) ca(t) = sint 4 3 sin 3t
0

2

C1 (t)
C2 (t)
Quindi la soluzione del sistema &
z(t) = exp(At) [c(t) + 2(0)]
_ [cost —sint cost—%coth—%
~ \sint cost sint + %sin 3t
[ (2cost+cos2t)/3
~ \2sint(1+ 5cost)/3

ovvero



x(t) = (2cost + cos2t)/3
y(t) = 2sint(1 4+ 5cost)/3

ESERCIZIO 6. Si tratta di una semplice generalizzazione di quanto descritto nel file
hittp:/ /www.mat.uniroma3.it /users/gentile /2008 /FM1 /tutorato /var_const.pdf



