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Eserizio 1.(1.1) Costante del moto. Condizione su�iente a�nhé una funzione H(x, y) sia ostante del moto è















∂H

∂y
= ẋ

∂H

∂x
= −ẏDalla prima equazione otteniamo quindi

H(x, y) =

∫ dy 2y = y2 + f(x)on f(x) da determinare. Derivando rispetto a x otteniamo
∂H

∂x
= f ′(x)e quindi avremo f ′(x) = −ẏ ioè, integrando,

f(x) = −
∫

dx 8x(x2 − 1)3 = −(x2 − 1)4 + c, c ∈ RPeriò una ostante del moto è
H(x, y) = y2 − (x2 − 1)4avendo imposto c = 0.(1.2) Punti d'equilibrio. Risolviamo il sistema
{

2y = 0

8x(x + 1)3(x − 1)3 = 0Dalla prima otteniamo y = 0 mentre dalla seonda troviamo x = 0, x = ±1, periò i punti d'equilibriodel sistema saranno
P0 = (0, 0) P1 = (1, 0) P2 = (−1, 0)Stabilità dei punti d'equilibrio. La matrie del sistema linearizzato è

A(x, y) =

(

0 2
8(x2 − 1)2(7x2 − 1) 0

)Vediamo quindi osa aade intorno ai punti d'equilibrio.
A(0, 0) =

(

0 2 −8 0
)il ui polinomio aratteristio à P (λ) = λ2 + 16; gli autovalori della matrie A(0, 0) hanno quindi partereale nulla e dunque non possiamo anora dire niente sulla stabilità di P0.

A(1, 0) =

(

0 2
0 0

)il ui polinomio aratteristio è P (λ) = λ2 e quindi gli autovalori hanno entrambi parte reale nulla equindi non possiamo dire nulla sulla stabilità di P1. Analogamente
A(−1, 0) =

(

0 2
0 0

)1



e di nuovo non possiamo deidere la stabilità di P2.Vediamo quindi se è possibile determinare una funzione di Ljapunov he i permetta di deidere lastabilità dei punti d'equilibrio.Per quanto riguarda P0, osserivamo he la matrie hessiana di H , alolata in P0 è in forma diagonaleon autovalori positivi; quindi posto W (x, y) = H(x, y) − H(0, 0) avremo he W è una funzione diLjapunov per P0 he quindi risulta essere stabile via il teorema di Ljapunov. Vieversa per quantoriguarda i punti P1,2 vediamo he la matrie hessiana di H alolata in tali punti è
H(±1, 0) =

(

0 0
0 2

)

,Poihé tale matrie ha determinante nullo, non possiamo deidere la stabilità dei punti Pi utilizzando unafunzione W he sia un'opportuna modi�a di H . Tenteremo quindi un approio gra�o per determinarela stabilità di tali punti.(1.3) Curve di livello. Cominiamo studiando la urva
Γ0 = {(x, y) ∈ R

2 : y2 − (x2 − 1)4 = 0} = C1 ∪ C2dove le urve Ci sono
C1 = {(x, y) ∈ R

2 : y = (x2 − 1)2}
C2 = {(x, y) ∈ R

2 : y = −(x2 − 1)2}periò avremo 8 possibili traiettorie di ui 2 punti instabili e 6 traiettorie he tendono asintotiamenteai punti instabili nel futuro o nel passato.
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Figura 1: Gra�o della urva di livello Γ0Per dipendenza ontinua dal dato iniziale troviamo quindi le altre urve di livelloVersi di perorrenza. Analizziamo i versi di perorrenza a partire dalla urva Γ0. Su C1, poihé
y = (x2 − 1)2 avremo

{

ẋ = 2(x2 − 1)2

ẏ = 8x(x2 − 1)3da ui si vede immediatamente he ẋ > 0 ∀x 6= ±1. Su C2, poihè y = −(x2 − 1)2, avremo invee
{

ẋ = −2(x2 − 1)2

ẏ = 8x(x2 − 1)3e quindi ẋ < 0 per ogni x 6= ±1. Dallo studio dei versi di perorrenze su Γ0 possiamo dire, inoltre,he i punti d'equilibrio P1,2 sono instabili perhé (per iasuno di essi) esistono due traiettorie he siallontanano. Possiamo ottenere le veloità sulle altre urve di livello per dipendenza di�erenziabile daidati iniziali.(1.4) Traiettorie periodihe. Sappiamo he se esiste una regione U he sia rahiusa all'interno diuna omponente onnessa di una urva di livello hiusa di H e ontenga un unio punto d'equilibrio z0he sia stabile, allora ogni traiettoria ϕ(t, x), on x ∈ U \ {z0} è periodia, e si svolge su un orbita2
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Figura 2: Piano delle fasi per il sistemahe ontiene z0 al suo interno1. Quindi, i dati iniziali he danno origine a traiettorie periodihe sononell'aperto
U = {(x, y) ∈ R

2 : −1 < x < 1, −(x2 − 1)2 < y < (x2 − 1)2}\{P3}(1.5) Soluzione espliita. Osserviamo immediatamente he il dato iniziale si trova sulla urva di livello
C1 dove vale y = (x2 − 1)2. Cominiamo quindi risolvendo il problema di Cauhy

{

ẋ = 2(x2 − 1)2

x(0) = 2Separando le variabili, otteniamo
2 =

ẋ

(x2 − 1)2quindi, integrando ambo i membri
2t =

∫ x

0

dξ

(ξ2 − 1)2

= − x

2(x2 − 1)
+

1

4
ln

|1 + x|
|x − 1|Periò la soluzione espliita è x(t) tale he

− x

(x2 − 19
+

1

2
ln

|1 + x|
|x − 1| = t.e sostituendo y(t) = (x2(t) − 1)2 troviamo la omponente y della urva.Eserizio 2.(2.1) Punti d'equilibrio. Dobbiamo risolvere il sistema

{

− 2x − y2 = 0

− y − x2 = 0trovando quindi i due punti P0 = (0, 0) e P1 = (− 3
√

2,− 3
√

4).1fr. Teorema 20.36 sulle dispense del orso. 3



Stabilità. Cominiamo on lo studio del sistema linearizzato, he è dato dalla matrie
A(x, y) =

(

∂ẋ
∂x

∂ẋ
∂y

∂ẏ
∂x

∂ẏ
∂y

)

=

(

−2 −2y

−2x −1

)e vediamo osa suede intorno ai punti d'equilibrio.
A(0, 0) =

(

−2 0
0 −1

)he è già in forma diagonale on autovalori reali strettamente negativi e quindi P0 è un punto asintoti-amente stabile.
A
(

− 3
√

2,− 3
√

4
)

=

(

−2 2 3
√

4

2 3
√

2 −1

)il ui polinomio aratteristio è P (λ) = λ2 + 3λ − 2 e quindi le sue radii sono
λ± =

−3

2
±

√
17

2e quindi esiste una radie reale strettamente positiva; periò P1 è un punto instabile.(2.2) Baino d'attrazione. De�niamo la funzione
W (x, y) =

x2 + y2

2e osserviamo he W è una funzione di Ljapunov per P0; infatti W (P0) = 0 e hiaramente W (x, y) > 0
∀(x, y) ∈ R

2\{P0}. Inoltre
Ẇ (x, y) = −2x2 − y2 − xy2 − x2y = −x2(y + 2) − y2(x + 1)e quindi Ẇ (0, 0) = 0 mentre Ẇ < 0 se x > −1 e y > −2. Pertanto abbiamo he Ẇ < 0 su B1(0)\{0}periò, per il teorema di Ljapunov, B1(0) è ontenuto nel baino d'attrazione di P0.Eserizio 3.(3.1) Costante del moto. Condizione su�iente a�nhé una funzione H(x, y) sia ostante del moto è















∂H

∂y
= ẋ

∂H

∂x
= −ẏDalla prima equazione otteniamo quindi

H(x, y) =

∫ dy
(

2xy − x4 + x2
)

= xy2 − x4y + x2y + f(x)on f(x) da determinare. Derivando rispetto a x otteniamo
−ẏ =

∂H

∂x
= y2 − 4x3y + 2xy + f ′(x)e quindi avremo f ′(x) = 0 ioè f(x) è una ostante arbitraria he, per omodità imponiamo nulla.Periò una ostante del moto è

H(x, y) = xy2 − x4y + x2y(3.2) Punti d'equilibrio. Risolviamo il sistema
{

x(2y − x3 + x) = 0

y(4x3 − y − 2x) = 0Dalla seonda otteniamo y = 0 e y = 4x3−2x. Sostituendo y = 0 nella prima, troviamo x2(1−x2) = 0e quindi x = 0, x = ±1. Sostituendo invee y = 4x3 − 2x, avremo x2(7x2 − 3) ioè x = 0, x = ±
√

3

7
equindi, rispettivamente, y = 0, y = − 2

7

√

3

7
, y = 2

7

√

3

7
. Periò i punti d'equilibrio del sistema saranno4



P0 = (0, 0) P1 = (1, 0) P2 = (−1, 0) P3 =

(

√

3

7
,−2

7

√

3

7

)

P4 =

(

−
√

3

7
,
2

7

√

3

7

)Stabilità dei punti d'equilibrio. La matrie del sistema linearizzato è
A(x, y) =

(

2y − 4x3 + 2x 2x

12x2y − 2y 4x3 − 2y − 2x

)Vediamo quindi osa aade viino ai punti d'equilibrio. A(0, 0) = (0)i,j he è già in forma diagonaleon autovalori nulli, e quindi non si può dire nulla a proposito della stabilità di P0 studiando il sistemalinearizzato.
A(1, 0) =

(

−2 2
0 2

)il ui polinomio aratteristio è P (λ) = λ2 − 4 e quindi gli autovalori sono λ = ±4. Periò onludiamohe P1 è un punto d'equilibrio instabile.
A(−1, 0) =

(

2 −2
0 −2

)e quindi anhe P2, on le stesse argomentazioni di prima, risulta essere instabile.
A

(

√

3

3
,−2

7

√

3

7

)

=





− 2

7

√

3

7
2
√

3

7

− 44

49

√

3

7

2

7

√

3

7



il ui polinomio aratteristio è P (λ) = λ2 + 36

49
e quindi gli autovalori hanno entrambi parte reale nulla.Periò non possiamo dire nulla sulla stabilità di P3. Analogamente

A

(

−
√

3

3
,
2

7

√

3

7

)

=





2

7

√

3

7
−2
√

3

7

44

49

√

3

7
− 2

7

√

3

7



e il suo polinomio aratteristio è di nuovo P (λ) = λ2 + 36

49
, periò non possiamo dire nulla sulla stabilitàdi P4. Dobbiamo studiare, quindi, la stabilità di P0, P4 e P4. Per quanto riguarda P0, osserivamo hela matrie hessiana di H , alolata in P0 è la matrie nulla. Quindi non possiamo trovare una fonzionedi Ljapunov per P0 a partire da H , periò lo sudio della stabilità di P0 è rimandato. Riguardo a P3,invee, avemo he

H
(

√

3

3
,−2

7

√

3

7

)

=





44

49

√

3

7
− 2

7

√

3

7

− 2

7

√

3

7
2
√

3

7



e, poihé det(H) > 0 e H1,1 > 0, allora P3 è un punto di minimo isolato per H . De�nita quindi lafunzione
W (x, y) = H(x, y) − H(P3)si osserva immediatamente he W (x, y) soddisfa le ipotesi del teorema di Ljapunov per P3 he quindi èun punto d'equilibrio stabile. Analogamente avremo he

H
(

−
√

3

3
,
2

7

√

3

7

)

=





− 44

49

√

3

7

2

7

√

3

7

2

7

√

3

7
−2
√

3

7



e, poihé det(H) > 0 e H1,1 < 0, allora P4 è un punto di massimo isolato per H . De�nita quindi lafunzione
W (x, y) = H(x, y) − H(P4)5



si osserva immediatamente he W (x, y) soddisfa le ipotesi del teorema di Ljapunov per P4 he quindi èun punto d'equilibrio stabile. Studieremo la stabilità di P0 solo dopo aver traiato un gra�o qualitativonel piano delle fasi e determinato i versi di perorrenza lungo le traiettorie.(3.3) Curve di livello. Cominiamo on il alolare il valore di H nei punti instabili. Osserviamo he
H(Pi) = 0 ∀ i = 1, 2 ossia H = 0 nei punti instabili. Studiamo quindi la urva

Γ0 = {(x, y) ∈ R
2 : xy(y − x3 + x) = 0} = C1 ∪ C2 ∪ C3dove le urve Ci sono

C1 = {(x, y) ∈ R
2 : x = 0}

C2 = {(x, y) ∈ R
2 : y = 0}

C3 = {(x, y) ∈ R
2 : y = x3 − x}periò avremo 13 possibili traiettorie di ui 3 punti instabili e 10 traiettorie he tendono asintotiamenteai punti instabili nel futuro o nel passato.
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Figura 3: Gra�o della urva di livello Γ0Versi di perorrenza. Analizziamo quindi i versi di perorrenza. Su C1, poihé x ≡ 0 avremo
{

ẋ = 0

ẏ = −y2da ui si vede immediatamente he ẏ < 0 ∀y 6= 0. Su C2, poihè y ≡ 0, avremi invee
{

ẋ = x2(1 − x2)

ẏ = 0e quindi ẋ > 0 per −1 < x < 1 e x 6= 0. In�ne, su C3, analizzando solo il verso di perorrenza nelladirezione x per sempliità.
ẋ = x2(x2 − 1)e quindi ẋ > 0 per x− < 1 e x > 1. Possiamo ottenere un gra�o qualitativo delle altre urve di livelloper dipendenza ontinua dai dati iniziali.(3.4) Traiettorie periodihe. Per gli stessi argomenti usati in (1.4) sappiamo he i dati iniziali hedanno origine a traiettorie periodihe sono negli aperti

U1 = {(x, y) ∈ R
2 : 0 < x < 1, x3 − x < y < 0}\{P3}

U2 = {(x, y) ∈ R
2 : −1 < x < 0 0 < y < x3 − x}\{P4}(3.5) Soluzione espliita. Osserviamo immediatamente he il dato iniziale si trova sulla urva di livello

C2 dove vale ẏ = 0. Pertanto si tratta di risolvere il problema di Cauhy
{

ẋ = x2 − x4

x(0) = 2Separando le variabili, otteniamo 6
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Figura 4: Piano delle fasi per il sistema
1 =

ẋ

x2 − x4quindi, integrando ambo i membri
t =

∫ x

2

dy

y2 − y4

=

∫ x

2

dy

(

1

y2
+

1

2(1 − y)
+

1

2(1 + y)

)

=
1

2
ln

( |1 + x|
3|x − 1|

)

+
1

2
− 1

xPeriò la soluzione espliita è x(t) tale he
1

2
ln

( |1 + x|
3|x − 1|

)

+
1

2
− 1

x
= t

7


