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Eser
izio 1. Innanzitutto vediamo 
he il sistema è

{

ẋ = −4x(x2 + y2)

ẏ = 4y(2 − x2 − y2).(1.1) Punti d'equilibrio. Risolviamo il sistema ∇V = 0, ovvero a meno di fattori moltipli
ativi nonnulli
{

x(x2 + y2) = 0

y(x2 + y2 − 2) = 0.Dalla prima equazione troviamo l'origine (0, 0), 
he risolve an
he la se
onda, e la 
ondizione x = 0
he sostituita nella se
onda equazione da y = 0 o y = ±
√

2. Pertanto i punti d'equilibrio del sistemagradiente saranno
P0 = (0, 0), P+ = (0,

√
2), P− = (0,−

√
2).Stabilità. La matri
e del sistema linearizzato è, in ogni punto

A(x, y) =

(

−4(3x2 + y2) −8xy
−8xy 4(2 − x2 − 3y2)

)

.In parti
olare avremo quindi
A(P0) =

(

0 0
0 8

)e quindi P0 è un punto d'equilibrio instabile del sistema dato 
he la matri
e A(P0) ammette un autovalore(reale) strettamente positivo.D'altra parte
A(P±) =

(

−8 0
0 −24

)e quindi, poi
hé entrambi gli autovalori sono (reali) strettamente negativi, i due punti saranno asintoti-
amente stabili.(1.2) Curve di livello. Studiamo intanto le 
urve di livello di V (z) a partire dall'altezza del puntoinstabile P0. Si vede fa
ilmente 
he V (P0) = −2 quindi s
riviamo
V (x, y) + 2 = x4 − 2x2 + 2(y2 + 1)(x2 − 1) + y4 − 2y2 + 2

= x4 − 2x2 + 1 + (2y2 + 2)(x2 − 1) + y4 − 2y2 + 1

= (x2 − 1)2 + [(y2 − 2y + 1) + (y2 + 2y + 1)](x2 − 1) + (y2 − 1)2

= (x2 − 1)2 + [(y − 1)2 + (y + 1)2](x2 − 1) + (y − 1)2(y + 1)2

= (x2 − 1 + (y − 1)2)(x2 − 1 + (y + 1)2),e studiamo la 
urva
Γ0 = {(x, y) ∈ R

2 : (x2 − 1 + (y − 1)2)(x2 − 1 + (y + 1)2) = 0} = C1 ∪ C2,dove C1, C2 sono le due 
ir
onferenze
C1 = {(x, y) ∈ R

2 : x2 + (y − 1)2 = 1},
C2 = {(x, y) ∈ R

2 : x2 + (y + 1)2 = 1}ovvero sono due 
ir
onferenze di raggio unitario e 
entro in (0, 1) e (0,−1) rispettivamente. Per 
onti-nuità otteniamo le altre 
urve di livello. Sappiamo in�ne 
he nei punti regolari del sistema si ha 
he ∇V1
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Figura 1: Curve di livello di
V (x, y). Figura 2: Piano delle fasi.è ortogonale alle 
urve di livello di V . Per
iò poi
hé le velo
ità sono uguali a −∇V in ogni punto, letraiettorie saranno ortogonali alle 
urve di livello di ∇V e saranno dirette in senso opposto al gradiente.(1.3) Ba
ino d'attrazione. Notiamo intanto 
he V (0,

√
2) = V (0,−

√
2) = −4. Per stimare il ba
inod'attrazione 
onsideriamo la funzione

W (x, y) = V (x, y) + 4 =dato 
he si veri�
a fa
ilmente 
he W è funzione di Ljapunov per P±. Studiamo intanto il ba
ino d'at-trazione di P+. Dal teorema di Barba²in-Krasovskij sappiamo 
he un qualunque 
ompatto K 
hiusuradi un aperto tale 
he P+ ∈ K, positivamente invariante e non esistono traiettorie in K\{P+} 
ostituiteuni
amente dai punti z in 
ui Ẇ (z) = 0 allora K è 
ontenuto nel ba
ino d'attrazione di P+. Ma allora
on W 
ome funzione di Ljapunov, ogni 
ompatto 
ontenuto nel semipiano {y > 0} soddisfa le ipotesi diBarba²in-Krasovskij quindi il ba
ino d'attrazione è tutto il semipiano {y > 0}. Analogamente si veri�
a
he il ba
ino d'attrazione di P− è tutto il semipiano {y < 0}.Eser
izio 2.(2.1) Costante del moto. Condizione su�
iente a�n
hé una funzione H(x, y) sia 
ostante del moto è














∂H

∂y
= ẋ

∂H

∂x
= −ẏDalla prima equazione troviamo quindi

H(x, y) = x

∫

dy (x2 + 3y2 − 4) = xy(x2 + y2 − 4) + f(x)
on f(x) an
ora da determinare. Derivando rispetto a x otteniamo
∂H

∂x
= y(3x2 + y2 − 4) + f ′(x)e quindi deve valere f ′(x) = 0 ovvero f(x) = c dove c è una 
ostante arbitraria 
he per 
omoditàimponiamo uguale a zero. Allora una 
ostante del moto è

H(x, y) = xy(x2 + y2 − 4)(2.2) Punti d'equilibrio. Risolviamo il sistema
{

x(x2 + 3y2 − 4) = 0

y(4 − 3x2 − y2) = 02



Dalla prima equazione troviamo x = 0 e x2 = 4 − 3y2. Sostituendo x = 0 nella se
onda equazionetroviamo y = 0 e y = ±2. Sostituendo inve
e x2 = 4− 3y2 troviamo y = 0 e quindi x = ±2, e y = ±1 equindi x = ±1. Pertanto i punti d'equilibrio del sistema sono
P0 = (0, 0), P 1

± = (0,±2) P 2
± = (±2, 0)

P 3
± = (1,±1), P 4

± = (−1,±1)Stabilità. La matri
e del sistema linearizzato è, in ogni punto,
A(x, y) =

(

3(x2 + y2) − 4 6xy
−6xy 4 − 3(x2 + y2)

)quindi in parti
olare
A(P0) =

(

−4 0
0 4

)
he è già in forma diagonale 
on autovalori ±4 quindi il punto è instabile. Per quanto riguarda P 1
± e siha

A(P 1±) =

(

2 0
0 −2

)e di nuovo i due punti sono instabili. Allo stesso modo si vede 
he an
he i punti P 2
± sono instabili: infattibasta s
ambiare il ruolo di x e y. Per quanto riguarda inve
e i punti P 3

± e P 4
± avremo

A(P 3
±) =

(

2 ±6
∓6 −2

)mentre
A(P 4

±) =

(

2 ∓6
±6 −2

)e in entrambi i 
asi gli autovalori sono λ± = ±i
√

2 quindi non possiamo dire nulla sulla stabilità ti talipunti attraverso lo studio del sistema linearizzato. D'altra parte se 
al
oliamo la matri
e hessiana della
ostante del moto troviamo
H(x, y) =

(

6xy 3(x2 + y2) − 4
3(x2 + y2) − 4 6xy

)quindi in parti
olare
H(P 3

±) =

(

±6 2
2 ±6

)quindi P 3
+ è un punto di minimo mentre P 3

− è un punto di massimo e quindi le funzioni W1,±(x, y) =
±H(x, y)−H(P 3

±) sono funzioni di Ljapunov intorno ai punti P 3
± 
he quindi sono stabili. Analogamente,

H(P 4
±) =

(

∓6 2
2 ∓6

)e dunque P 4
+ è un punto di massimo mentre P 4

− è un punto di minimo, e quindi le funzioni W2,±(x, y) =
∓H(x, y) − H(P 4

±) sono funzioni di Ljapunov intorno ai punti P 4
± 
he quindi (di nuovo) sono stabili.(2.3) Curve di livello. Notiamo intanto 
he H(P0) = H(P 1

±) = H(P 2
±) = 0 quindi studiamo per primala 
urva

Γ0 = {(x, y) ∈ R
2 : xy(x2 + y2 − 4) = 0}quindi avremo 
he Γ0 = C1 ∪ C2 ∪ C3 dove

C1 = {(x, y) ∈ R
2 : y = 0}

C2 = {(x, y) ∈ R
2 : x = 0}

C3 = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 = 4}Versi di per
orrenza. Lungo C1 avremo 
he ẋ = x(x2 − 4) e quindi ẋ > 0 per x > 2 e −2 < x < 0e negativo altrimenti. Vi
eversa lungo C2 si ha ẏ = y(4 − y2) e dunque ẏ > 0 per 0 < y < 2 e y < −2e negativo altrimenti. Lungo C3 in�ne avremo 
he se x > 0 allora ẋ > 0 se y >

√
2 mentre se y < 03
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Figura 3: Gra�
o della 
urva di livello Γ0
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Figura 4: Piano delle fasi del sistemaallora ẋ < 0. Possiamo ottenere un gra�
o qualitativo delle altre 
urve di livello, 
on i rispettivi versidi per
orrenza, per dipendenza 
ontinua e di�erenziabile dale dato iniziale.(2.4) Traiettorie periodi
he. Sappiamo 
he se esiste una regione U 
he sia ra

hiusa all'interno diuna 
omponente 
onnessa di una 
urva di livello 
hiusa di H e 
ontenga un uni
o punto d'equilibrio z0
he sia stabile, allora ogni traiettoria ϕ(t, z), 
on z ∈ U\{z0} è periodi
a e si svolge su un'orbita 
he
ontiene z0 al suo interno1. Quindi gli insieme dei dati iniziali 
he danno origine a traiettorie periodi
hesono
∗

U1 = {(x, y) ∈ R
2 : x > 0, y > 0, x2 + y2 < 4}

U2 = {(x, y) ∈ R
2 : x > 0, y < 0, x2 + y2 < 4}

U3 = {(x, y) ∈ R
2 : x < 0, y > 0, x2 + y2 < 4}

U4 = {(x, y) ∈ R
2 : x < 0, y < 0, x2 + y2 < 4}*(2.5) Sistema perturbato. Il sistema è ora dato da

{

ẋ = x(x2 + 3y2 − 4) − αx

ẏ = y(4 − 3x2 − y2) − αye la matri
e del linearizzato, intorno all'origine, è quindi
A(P0) =

(

−4 − α 0
0 4 − α

)i 
ui autovalori sono λ± = −α±4 
he sono entrambi strettamente negativi per α > α0 = 4. Per stimareil ba
ino d'attrazione mostriamo 
he la funzione
W (x, y) =

1

2
‖(x, y)‖2 =

x2 + y2

21
fr. Teorema 20.36 sulle dispense del 
orso. 4



de�nita in U soddisfa le tre 
ondizioni del teorema di Ljapunov. Infatti è ovvio 
he W (x, y) ≥ 0 e
W (x, y) = 0 se e solo se x = y = 0. Inoltre in U\{(0, 0)} si ha

Ẇ = xẋ + yẏ

= x2(x2 + 3y2 − 4 − α) + y2(4 − 3x2 − y2 − α)

= x4 + 3x2y2 − 4x2 − αx2 + 4y2 − 3x2y2 − y4 − αy2

= (x2 + y2)(x2 − y2) − 4(x2 − y2) − α(x2 + y2)

< −α(x2 + y2)

< −4α

< −16quindi U è 
ontenuto nel ba
ino d'attrazione dell'origine.Eser
izio 3.(3.1) Costante del moto. A�n
hé H(θ, y) sia 
ostante del moto, deve valere Ḣ = 0. Tenuto 
onto
he la derivata totale di H(θ, y) è
d

dt
H(θ, y) = 〈∇H, (θ̇, ẏ)〉e osservando 
he valgono















θ̇ =
∂H

∂y
ey

ẏ = −∂H

∂θ
eyvediamo immeditamente 
he Ḣ = 0.(3.2) Punti d'equilibrio. Risolviamo il sistema

{

(2y − sin θ)ey = 0

yey cos θ = 0
he, poi
hé ey 6= 0 per ogni y, è equivalente al sistema
{

2y − sin θ = 0

y cos θ = 0Dalla se
onda equazione troviamo y = 0 e θ = ±π/2. Sostituendo nella prima equazione y = 0troviamo θ = 0, π, mentre sostituendo θ = ±π/2 troviamo rispettivamente y = ±1/2. Pertanto i puntid'equilibrio del sistema sono
P0 = (0, 0), P1 = (π, 0), P± = (±π/2,±1/2).Stabilità. La matri
e del sistema linarizzato è data, in ogni punto da

A(θ, y) =

(

−ey cos θ ey(2 + 2y − sin θ)
−yey sin θ ey(y + 1) cos θ

)In parti
olare quindi si ha
A(P0) =

(

−1 2
0 1

)e quindi P0 è instabile. Analogamente
A(P1) =

(

1 2
0 −1

)pertanto an
he P1 è instabile. In�ne
A(P±) =

(

0 2e±1/2

−e±1/2/2 0

)5



e in entrambi i 
asi gli autovalori hanno parte reale nulla e quindi non possiamo dire an
ora nulla sullastabilità di P±. D'altra parte, per quanto detto sopra, i punti d'equilibrio 
oin
idono 
on i punti 
riti
idella 
ostante del moto nonostante il sistema non sia della forma














θ̇ =
∂H

∂y

ẏ = −∂H

∂θe questo dipende dal fatto 
he il fattre ey non si annulla mai. Ma allora possiamo sperare di direqual
osa sulla stabilità dei punti P± usando H(θ, y) (o più pre
isamente una sua opportuna modi�
a)
ome funzione di Ljapunov. Per fare 
iò vediamo se i punti P± sono dei punti di massimo o di minimoper la 
ostante del moto. La matri
e hessiana di H(θ, y) è
H(θ, y) =

(

y sin θ − cos θ
− cos θ 2

)e quindi
H(P±) =

(

1/2 0
0 2

)ossia entrambi sono punti di minimo per H(θ, y). Inoltre si vede 
he H(P+) = H(P−) = −1/4, pertantola funzione W (θ, y) = H(θ, y) + 1/4 è funzione di Ljapunov per entrambi i punti P± 
he quindi sonostabili.(3.3) Curve di livello. Comin
iamo studiando le 
urve di livello all'altezza dei punti instabili. Siveri�
a immediatamente 
he H(P0) = H(P1) = 0, pertanto studiamo la 
urva
Γ0 = {(θ, y) ∈ T × R : y(y − sin θ) = 0} = C1 ∪ C2dove

C1 = {(θ, y) ∈ T × R : y = 0}
C2 = {(θ, y) ∈ T × R : y = sin θ}
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Figura 5: Gra�
o della 
urva di livello Γ0Le altre 
urve di livello si ottengono per dipendenza 
ontinua dal dato iniziale.
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Figura 6: Piano delle fasi del sistemaVersi di per
orrenza. Lungo C1 avremo 
he θ̇ = − sin θ e quindi θ̇ > 0 per −π < θ < 0 e negativoaltrimenti. Vi
eversa lungo C2 si ha θ̇ = esin θ sin θ e dunque θ̇ > 0 per 0 < θ < π e negativo altrimenti.I versi di per
orrenza sulle altre 
urve di livello si ottengono per dipendenza di�erenziabile dal datoiniziale.(3.4) Per gli stessi argomenti usati in (2.4) sappiamo 
on 
ertezza 
he i dati iniziali 
he danno origine atraiettorie periodi
he sono negli aperti 6



U1 = {(θ, y) ∈ T × R : 0 < θ < π, 0 < y < sin θ}\{P+}
U2 = {(θ, y) ∈ T × R : −π < θ < 0 sin θ < y < 0}\{P−}Questo argomento non 
i permette di dire nulla a proposito delle regioni
U3 = {(θ, y) ∈ T × R : −π < θ < π, y > max{0, sin θ}}
U4 = {(θ, y) ∈ T × R : −π < θ < π, y < min{0, sin θ}}dato 
he tali regioni sono illimitate. D'altra parte si può mostrare 
he an
he in tali regioni ogni datoiniziale da origine a traiettorie periodi
he, ragionando 
ome segue.Sia (θ0, y0) ∈ U3. Allora H(θ0, y0) = y2

0 − y0 sin θ0 = c0 > 0 dato 
he in U3 si ha y > max{0, sin θ},quindi la 
urva su 
ui si svolge il moto sarà
C = {(θ, y) ∈ T × R : y2 − y sin θ = c0}ovvero, espli
itando la varabile y in funzione di θ,

y =
1

2
sin θ +

1

2

√

sin2 θ + 4c0dove abbiamo s
elto la determinazione positiva data la 
ondizione y > max{0, sin θ}. Allora è evidente
he
lim
θ→π

y(θ) = lim
θ→−π

y(θ) =
√

c0e quindi la 
urva C de�nita sul 
ilindro T×R è 
hiusa e quindi è periodi
a. Si osservi 
he il ragionamentosi ripete in maniera del tutto analoga per la regione U4.(3.5) S
egliendo (θ0, 0) 
ome dato iniziale, la soluzione deve ne
essariamente rimanere sulla 
urva C1de�nita in (3.3). Pertanto sarà soluzione del problema di Cau
hy
{

θ̇ = − sin θ

θ(0) = θ0Sappiamo già 
he se θ0 = 0, π allora il dato iniziale 
oin
ide rispettivamente 
on i punti d'equilibrioinstabile P0, P1. Supponiamo quindi 
he θ0 6= 0, π. Per quanto visto �n'ora 
i aspettiamo 
he indipen-dentemente dalla s
elta di θ0 ∈ T\{0, π} la soluzione tenda ad avvi
inarsi al punto P0 in tempi in�niti(e quindi ad allontanarsi da π in tempi in�niti).Altrimenti possiamo pro
edere mediante un 
al
olo espli
ito. Risolvendo per separazione di variabiliotteniamo
∫ θ

θ0

dx

sin x
= −tossia

θ(t) = 2arctg

(

e−ttg
θ0

2

)

.Pertanto si ha
lim

t→+∞
θ(t) = 0, e lim

t→−∞
θ(t) = πin a

ordo 
on quanto detto sopra.
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