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PRIMA PROVA D’ESONERO (13-04-2010)

ESERCIZIO 1. [8] Sia & = f(x) un sistema dinamico in R", con f di classe C* tale che |f(z)| < Clz| Vo € R"
e C>0.

(1.1) [5] Si dimostri che le soluzioni ¢(t, Z) sono definite globalmente in ¢ per ogni & € R".

(1.2) [3] Si dimostri che |e~Ctp(t, )| < oo per ogni & € R™ ¢ ogni t € R.

ESERCIZIO 2. [12] Si consideri il sistema dinamico planare

i=2y+ax(z®-1),
y=— (32 —1) (y— 4z (2 - 1)).
(2.1) [1] Si dimostri che la funzione

H(z,y) = (yf:c(zQ — 1)) (y+2:c (z2 — 1))
€ una costante del moto.
(2.2) [3] Si determinino i punti d’equilibrio.
(2.3) [4] Se ne studi la stabilita.
(2.4) [4] Si studino qualitativamente le traiettorie del sistema.

EsERCIZIO 3. [8] Sia ¢ un punto d’equilibrio per il sistema dinamico & = f(x), con f: R" — R" di classe
C*. Sia W : R" — R una funzione di classe C! tale che

(1) W(zo) =0e W(z) >0 Ve € R"\ {zo},

(i) W(z) < —W(z) vz € R".

(3.1) [3] Si dimostri che zp ¢ un punto d’equilibrio asintoticamante stabile.

(3.2) [5] Se ne stimi il bacino d’attrazione.

ESERCIZIO 4. [8] Sia dato il sistema gradiente planare

i= J?)—Z, = 7%_‘;7 Vi(z,y) = (® +1)y°.
] Si determinino i punti d’equilibrio.
2] Se ne studi la stabilita.
] Si studino le curve di livello della funzione V.
]

Si studi qualitativamente il sistema.

ESERCIZIO 5. [6] Sia 2p un punto d’equilibrio asintoticamente stabile per il sistema dinamico & = f(x), con
f e C*(R",R"™). Siindichi con L, (%) I'insieme w-limite del punto #. Si dimostri che se g € L, () allora
L, (Z) = {xo} (ovvero L, (Z) consiste del solo punto xg). [Suggerimento. Si pud procedere per assurdo.]

ESERCIZIO 6. [10] Sia n > 2. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

21 =0, T = Th—1, k=2,...,n.

(6.1) [4] Si dimostri che le soluzioni divergono al pit polinomialmente nel tempo t. [Suggerimento. Si pud
scrivere esplicitamente la matrice del sistema e calcolarne gli autovalori.]
(6.2) [6] Si calcolino esplicitamente le soluzioni.



