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1

I numeri reali

1.1 Notazioni

Introduciamo le seguenti notazioni:

1.
2.
3.

e » N>

10.

Dato un insieme X, x € X significa che x ¢ un elemento di X.
Dato un insieme X, se Y € un sottoinsieme di X scriveremo Y C X.

Dati due insiemi A ¢ B, AU B (unione di A e B) indica I'insieme i cui elementi
appartengono ad A oppure a B oppure a entrambi A e B, ie. AUB ={x:x €
Ao x € B}.

Dati due insiemi A e B, ANB (intersezione di A e B) indica I'insieme i cui elementi
appartengono sia ad A siaa B, ie. AUB={z:x€ Aex € B}.

Dato un sottoinsieme Y di un insieme X, indicheremo con X \Y (differenza tra X e
Y') I'insieme dei punti di X che non appartengonoa Y, ie. X\Y ={r e X: 2 ¢ Y}.

YV significa “per ogni x”.
Jx significa “esiste x”, mentre 3! x significa “esiste un unico x”.
Indichiamo con () I'insieme vuoto (I'insieme che non contiene alcun elemento).

Dato un sottoinsieme Y C X, si dice complementare di Y in X l'insieme Y° dei
punti di X che non appartengono a Y, ie. Ye={rx e X :z ¢ Y}

Dati due insiemi A e B, A x B (prodotto cartesiano di A e B) indica 'insieme
ottenuto prendendo tutte le coppie ordinate (x,y), con x € A ey € B.

Osservazioni:

1.

i noti che, nella definizione di unione, la disgiunzione “o” ha carattere inclusivo
S ti che, nella defi d , la d “0” h tt 1 ,
non esclusivo: un elemento appartiene all’'unione di due insiemi anche nel caso in
cui appartenga a entrambi.
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2. Confrontando le definizioni ai punti [ e [ si vede subito che se Y C X si ha
X\Y=XnYe

Esercizi:

1. Si determinino unione e intersezione dei due insiemi A = {1,2,4,6,8, 10} e B =
{1,3,5,6,9}

2. Dato l'insieme A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} si determino due insiemi B e C tali che BUC =
AeBnNnC =0.

Soluzioni:
1. AUB=1{1,2,3,4,5,6,8,9,10}, AN B = {1,6}.

2. Per esempio B = {0,2,4,6,8} e C ={1,3,5,7,9}.

1.2 Numeri naturali

L’insieme dei numeri naturali & 'insieme IN = {0,1,2,3,...}. Sui numeri naturali si pos-
sono definire un’operazione di addizione o somma (+) e un’operazione di moltiplicazione
o prodotto (+): Vp,q € IN si possono considerare la loro somma p+¢q € N e il loro prodotto
p-q € NN.

Proprieta dei numeri naturali:
1. Proprieta commutativa dell’addizione: Vp,q € IN si ha p+ g = q + p.
2. Proprieta associativa dell’addizione: Vp,q,m € N si hap+ (¢ +m) = (p+ q) + m.
3. Proprieta commutativa del prodotto: Vp,q € Nsihap-q=q-p.
4. Proprieta associativa del prodotto: Vp,q,m € Nsihap-(¢-m) = (p-q)-m.
5. Proprieta distributiva: ¥p,q,n € Nsihap-(¢+n)=p-q+p-n.

Osservazione: nel seguito il prodotto di due numeri qualsiasi z, y sara indicato indifferen-
temente come x -y oppure, pill semplicemente, come xy.

Dato un numero n € IN, n > 1, il prodotto dei primi n numeri interi 1,2,...,n
si chiama fattoriale di n e si indica con il simbolo n!. Si ha 1! =1, 2! =1-2 = 2,
31=1-2-3=6,41=1-2-3-4=24,5!=1-2-3-4-5=24-5=120, e cosi via. Si pone
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per definizione 0! = 1. Si vede immediatamente che n! =n-(n—1)! ¥n € N, n > 1. Dati
n,k € N, con k < n, si definisce coefficiente binomiale il numero

n n!
Chk = =
& <k> kl(n —k)!
Si ha per esempio

(Z):l’ (nT—ll):n’ (n7—12):w (Tll):n C)L):L
Si vede subito che i i
(0) = (")

Ricordiamo infine la formula del binomio (o formula di Newton)

(a+b)" = zn: (Z) a"rpk = <g) a" + GL) A"+ <nﬁ 1) ab" !+ <Z> b,

k=0

Per n = 2 si ha (a +b)? = a® + 2ab + b2, per n = 3 si ha (a +b)? = a® + 3a2b + 3ab® + b3,
e cosl via.

Osservazioni:

1. Dato un insieme di n elementi, n! rappresenta il numero di permutazioni degli
elementi dell’insieme: in altre parole n! esprime in quanti modi diversi si possano
ordinare n elementi. Per esempio, se A = {1, 2, 3}, allora ci sono 3! modi di ordinare
i tre elementi di A: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) e (3,2,1).

2. Dato un insieme di n elementi, il coefficiente binomiale (), ; rappresenta il numero
di modi di scegliere k£ elementi nell'insieme (numero di combinazioni di n elementi
presi k alla volta), ovvero il numero di sottoinsiemi costituiti da k elementi. Per
esempio se A = {1,2, 3} i sottoinsimi costituiti da due elementi sono C55 = 3: (1,2),
(1,3) e (2,3).

Esercizi:

5
1. Si scriva esplicitamente e si calcoli la somma E K.
k=1
5

2. Si scriva esplicitamente e si calcoli la somma Z (1+ 2k).
k=1
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3. Si dimostri che per ogni k,n € IN, k < n, si ha <Z> < 2™

4. Si sviluppi la formula del binomio (a 4 b)" per n =4 e n = 5.

5. Si riscriva utilizzando le notazioni introdotte in §1.1 la seguente affermazione: per ogni ele-
mento dell’insieme A esiste un elemento dell’insieme B tale che la somma dei due elementi
¢ uguale al loro prodotto.

6. Si riscriva utilizzando le notazioni introdotte in §1.1 la seguente affermazione: comunque
siano presi un elemento dell’insieme A e un elemento dell’insieme B la somma dei loro
quadrati ¢ minore o uguale a 13.

7. Si determino due sottoinsiemi A e B di IN per cui valga I'affermazione dell’esercizio

8. Si mostri che l'affermazione dell’esercizio [l puo valere se A, B C IN solo se A = B = {2}
oppure A = B = {0}.

Soluzioni:
5

LY K =1+4+9+16+25=55.

k=1
5

2. (14+2k)=3+5+7+9+11 =35

k=1
n " /n " /n
) < _ kin—k _ n_ on

3 <k>_z<k> Z<k>11 1+1)"=2

k=0 k=0

4. (a+b)* = a* +4a>b+6a%b? +4ab® + b* e (a+b)° = a® + 5a*b+ 10a3b? + 10a%b> + 5ab* + b°.

5. YVae AdFbeB:a+b=a-b.

6. Y(a,b) € A x B a®+b> < 13.

7. Per esempio A ={0,1,2} e B ={1,3}.

8. Siano a,b € N tali che a +b =a-b. Sea=1sihal+b=1-b= b, che non ¢ mai

soddisfatta. Se a # 1 si ha (a —1)-b = a e dividendo per a — 1 # 0 si trova b = a/(a — 1),
che puo essere intero solo se a = 0 0 a — 1 = 1; corrispondentemente si ha b =0 se a =0
eb=2/1=2sea=2. Quindi sono possibili solo due casi: a = b =0 oppure a = b = 2.

1.3 Numeri interi

Un’equazione di primo grado = + p = ¢, con p,q € IN, non sempre ammette soluzione in
IN (per esempio l'equazione = + 2 = 1 non ammette soluzione in IN): da qui la necessita
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di ampliare 'insieme dei numeri per trovare soluzioni = insieme dei numer: interi 7, =
{..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}. Siha N C Z.

Un numero intero p si dice positivo se p € N, non negativo se p € N U {0}, negativo
se —p € IN e non positivo se —p € N U {0}. In particolare, se p & un numero positivo o
negativo, allora p non & mai nullo (i.e. p # 0), mentre, se p & un numero non positivo o
non negativo, allora puo essere nullo.

[ numeri interi ereditano le stesse proprietad (commutativa, associativa e distributiva)
dei numeri naturali. Inoltre esiste un elemento neutro dell’addizione: 'elemento 0 é tale
che per ogni p € Z si ha p+ 0 =0+ p = p ed esiste un unico ¢ € Q tale che p+q¢ = 0.
L’elemento ¢ si chiama 1’elemento opposto di p.

1.4 Numeri razional

Un’equazione di primo grado pz = ¢, con p,q € Z, in generale non ammette soluzione in
Z., a meno che ¢ non sia divisibile per p (per esempio l'equazione 2x = 3 non ammette
soluzione in Z), da qui la necessita di ampliare I'insieme dei numeri per trovare soluzioni
— insieme dei numeri razionali Q = {p/q : p,q € Z,q # 0}. Siha Z C Q. La
rappresentazione di un numero razionale non & unica: per esempio 2/3, 4/6, (—10)/(—15)
rappresentano lo stesso numero. Tuttavia diventa unica se imponiamo che i due numeri
siano primi tra loro (i.e. che non abbiano divisori comuni a parte 1): per esempio per
tutti i numeri considerati prima scegliamo la rappresentazione 2/3.

I numeri interi ereditano le proprieta commutativa, associativa e distributiva dei nu-
meri interi. Oltre all’elemento neutro dell’addizione, esiste anche un elemento neutro del
prodotto: I'elemento 1 é tale che per ogni p € Q si hap-1=1-p = p ed esiste un unico
q € Q tale che p- g = 1. L’elemento ¢ si chiama 1’elemento inverso di p.

Osservazione: il coefficiente binomiale ¢ stato introdotto in §I.2] come rapporto di due
numeri naturali (quindi come numero razionale). Si puo tuttavia dimostrare che in real-
ta & sempre un numero naturale: il numeratore del rapporto é sempre divisibile per il
denominatore.

1.5 Numeri reali

Un’equazioni di secondo grado ax? + bx + ¢ = 0, anche nel caso in cui i coefficienti a, b, ¢
siano sono numeri razionali, non necessariamente ammette soluzioni in Q (per esempio
'equazione 2 — 2 = 0 non ammette soluzione in Q): da qui la necessita di ampliare
'insieme dei numeri per trovare soluzioni = insieme dei numeri irrazionali (numeri che
non possono essere scritti sotto forma di frazione p/q, con p,q € Z, ¢ # 0) = insieme

dei numeri reali R. Si ha Q C R.
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Su R si possono ancora definire le operazioni di addizione (+) e moltiplicazione (),
che godono ancora delle proprieta commutativa, associativa e distributiva. L’insieme R ¢&
totalmente ordinato: Vx,y € R solo una delle tre possibilita puo verificarsi: x > y, © =y,
T <y.

In realta, come si vedra in §L.7] un’equazione di secondo grado puo non avere soluzioni
reali. Tuttavia, I'insieme dei numeri reali, ha delle proprieta notevoli, in particolare la
seguente proprieta di continuita.

Si chiama asse reale una retta sulla quale si siano fissati: un punto O (chiamato
origine), un senso positivo (indicato da una freccia) e un’unita di misura. Se si traccia la
retta in direzione orizzontale, usualmente si assume che 'orientamento sia da sinistra a
destra: i numeri positivi saranno a destra di O e i numeri negativi alla sua sinistra. A ogni
punto della retta é associato un numero reale e viceversa (corrispondenza biunivoca). Tale
proprieta implica che i numeri reali si possano rappresentare come un insieme continuo
ed ¢ percio indicata come proprieta di continuita der numeri reali.

[ numeri razionali sono “densi” sulla retta (comunque si fissa un intervallo si trova
un numero razionale dentro quell’intervallo), ma sono tanti quanti i naturali (si possono
mettere in corrispondenza biunivoca con i naturali).

L’insieme dei numeri reali puo essere caratterizzato astrattamente attraverso una serie
di assiomi, da cui discendono tutte le proprieta: questo sara discusso in §L.6

1.6 Definizione assiomatica del numeri reali

Definizione 1.1. [ numeri reali sono un insieme R con la sequente struttura:

1. Vz,y € R ¢ definito x +y € R (somma o addizione);

Vz,y € R e definito x - y € R (prodotto);

Vr,y € R si ha x +y =y + = (proprieta commutativa di +)

Va,y,z € R si ha x + (y+ 2) = (x +y) + 2z (proprieta associativa di +)
Vr,y € R si ha v -y =y-x (proprietd commutativa di -)

Vo,y,z€ R sihax-(y-z) = (x-y)-z (proprietd associativa di -)
Vo,y,z € R sia hax-(y+z) =x-y+x -z (proprieta distributiva);

31 0€R tale che x +0=0+ 2 =z Vo € R (elemento neutro di +);

AT T B A e R

Ve € R 3! y=—x tale che v +y =0 (opposto)

~
S

A'1eR tale chex-1=1-2 =1z Ve € R (elemento neutro di -);
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11. Ve eR, x#0, A y=1/z tale che y-x =z -y =1 (inverso o reciproco);

12. esiste un ordinamento totale, i.e. wuna relazione tra coppie di elementi che goda
delle sequenti proprieta:
o Vr,y € R si ha v <y oppure v >y (dicotomia);
e r <yey<z=— x <z (proprieta transitiva)
e v <yey<xz—=— z=y (proprieta antisimmetrica)

e Vr € R si ha x <z (proprieta riflessiva);
1. x<y=zx+z2z<y+zVzeR;
1. 0fze0<y=0<2x-v.
Dalle proprieta sopra seguono proprieta interessanti, e.g.

1. Ve Rsihaz-0=0.

Dimostrazione: ©-0=z-(1-1)=z-1—-z-1=x—2=0.

2. Se x>0 allora —z <0 .
Dimostrazione: t >0 —=z —x > -1 — 0> —=x.

3. Sex,y>0ez>0alloraxr>y=—z-2>y- 2z
Dimostrazione: se x > ysihax—y >0, quindi0 < (z—y)-z2=x-2—y 2= 22>y 2.

4. Sex,y>0ez<O0allorar>y=—z-2<y-z
Dimostrazione: se w > 0 allora x-w > y-w [per B]; se w = —z > 0 [per 2] allora
- (—2)>y(—2)= —x-2>—-y-z2=y-z2—2x-2>0[sommando y- 2] = y-2 > x-2
[sommando x - z]|.

5. Ya € R si ha a®? > 0.
Dimostrazione: se a > 0sihaa? =a-a>a-0=0 [perB]; se a < 0si ha —a > 0 [per @,
quindi usandoH con x = —a, y = 0, z = a si trova —a?> = (—a)-a=x-2<y-z=a-0=0
[per @] = a? > 0 [per 2.

In realta gli assiomi sopra non sono sufficienti a caratterizzare completamente I'insieme
dei numeri reali, in particolare ad assicurarne la continuita sull’asse reale: occorre un
ulteriore assioma. Diamo alcune definizioni preliminari.

Definizione 1.2. Siano A e B due sottoinsiemi non vuoti di R. Diremo che (A, B) é
una sezione di R se

1. AUB=ReANB=1
2.¥Ya€e AeVbe B sihaa<b.
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Definizione 1.3. Data una sezione (A,B) di R diremo che { € R ¢ un elemento
separatore della sezione sea < { <bVa e A eVb e B.

Agli assiomi della Definizione [[T] bisogna allora aggiungere il seguente assioma di
Dedekind: per ogni sezione (A, B) di R esiste un unico elemento separatore della sezione.
L’assioma di Dedekind (detto anche assioma di continuita o assioma di completezza)
garantisce che i numeri reali sono continui. In particolare ¢ I'assioma di Dedekind che
implica che i numeri reali sono in corrispondenza biunivoca con i punti di una retta.

1.7 Numeri complessi

Equazioni di secondo grado az?+bx+c =0 (z2+1 = 0): necessita di introdurre I'insieme
dei numeri complessi C. Si ha R C C.

I numeri complessi sono numeri della forma z = x + iy, dove i> = —1 (i ¢ chiamata
unita immaginaria). 1 numeri reali si ottengono prendendo y = 0. I numeri complessi
si possono rappresentare come coppie ordinate (z,y) di numeri reali nel piano (piano
complesso): I'asse reale ¢ individuata dai punti (z,0).

Il teorema fondamentale dell’algebra assicura che, per qualsiasi equazione algebrica di
grado n a coefficienti complessi, a, 2" +a,_12" ' +...+a;z+ay = 0, con a, # 0 esistono n
soluzioni nel campo complesso. Anche nel caso di coefficienti reali, in generale le soluzioni
sono complesse. Le soluzioni dell’equazione

Pu(2) = ap2" + ap 12" .. dayz+ag =0, a, # 0,

si chiamano radici o zeri dell’equazione (sono chiamate anxhe radici del polinomio P,(z)).

Dato un numero complesso z = = + iy si definisce il suo complesso coniugato come il
numero Z := x — iy. Le soluzioni che non sono reali si presentano in coppie di numeri
complessi coniugati. In particolare, un’equazione di secondo grado ha o due soluzioni reali
(eventualmente coincidenti) o due soluzioni complesse coniugate. Esempi: 22 —3x+2 = 0
ha due soluzioni reali distinte z; = 1 e 23 = 2, 22 — 1 ha due soluzioni reali coincidenti
1 = o9 = 1, %2 + 1 ha due soluzioni complesse coniugate z; = —i e x5 = i,

Il polinomio P, (z) si pud sempre scrivere nella forma (fattorizzazione)

s

Po(z) =an(z —2)™ ... (2 — 25)™ = a, H(z — )™,

i=1

dove zp,...,zs sono le radici (complesse) distinte del polinomio e my,...,ms sono le
corrispondenti molteplicita algebriche, tali che my + ... 4+ ms = n. La radici complesse z;
si possono scrivere nella forma z; = z; + iy, con x;,y; € R, quindi, tenendo conto che

(1) se x; + iy ¢ una radice, anche x; — iy ¢ una radice,

(2) (= — (w5 +1y)) (2 — (21 — 1)) = 2 — 25z + a2 + 2,
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se si definisce p; = —2x; e ¢; = x? + y?, la fattorizzazione di P,(z) si puo scrivere nella
forma

Po(2) = an(z—21)™ ... (2 — 2)" (2 + Drp12 + @)™ L (24 Dsjaz + Gsp2)™?
s/2

T
my my
= (T = 20m) (T v,
i= i=r+1
dove zq,...,2, sono le r radici reali e 2.41,...,252,Zr41,...,2s/2 000 le s — 1 radici

complesse.

1.8 Intervalli

Un intervallo I ¢ un sottoinsieme di R, I C R, formato da tutti i punti compresi tra due
estremi a e b, dove a,b € R, con a < b. Si dice chiuso se [ =[a,b] ={r € R:a <z <b}
e aperto se I = (a,b) = {xr € R:a < x < b}. Esistono anche intervalli che non sono né
aperti né chiusi: intervalli aperti a sinistra (I = (a,b] = {x € R:a < x < b}) e intervalli
aperti a destra (I =[a,b) ={x € R:a <z <b}).

Gli intervalli possono essere limitati (se sia a che b sono finiti) o llimitati: [a,+00),
(a, +00), (—00,b], (—00,b), con a,b finiti, oppure (—oo, +00) se né a né b sono finiti. In
particolare R = (—o0, +00).

Dato un qualsiasi intervallo I C Rsiha ITUI°=ReINI°=0.

Si possono considerare anche sottoinsiemi pitt generali di R, che non siano intervalli.
Anche la nozione di insieme aperto e insieme chiuso in R ¢ in realta pit generale di quella
data sopra.

Esercizi:
1. Si determinino 'unione e l'intersezione di I} = [—1,3) e I» = (2,5).
2. Si determinino I'unione e I'intersezione di I} = [—2,0) e Iy = (1,4).

3. Si determinino 'unione e U'intersezione di I} = (—4,3) e Iy = (—3,0).

4. Si determinino 'unione e U'intersezione di I} = [—4,3] e Iy = [3,5].

5. Si determinimo l'unione e I'intersezione di I} = [0, 4+00) e Iy = (—o0, 1)

6. Si determinimo 'unione e 'intersezione di I} = (—o0, +00) e Iy = (—00,0)
Soluzioni:

1. LUL =[-1,5), L NI = (23).

2. hUul,=[-2,00U(1,4), [ NI, =0.
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CLUL=1=(-4,3), [ NI, =1, =(-3,0).
. LUy =[-4,5], 1 NI = {3}.

. [1UIy = (—00,400), [ N 1o =10,1).
LUy = (—00,00) =R, I1 NIz = (—00,0).

CAPITOLO 1. I NUMERI REALI



2 Funzioni reali di variabile reale

2.1 Piano cartesiano

Si definisce RZ=R x R = {(x,y) : z € R, y € R}: quindi R? ¢ il prodotto cartesiano di
R con se stesso, i.e. I'insieme di tutte le possibili coppie ordinate (x,y) con x,y € R.

Se si considera un sistema di assi ortogonali nel piano sui quali sia stata introdotta la
stessa unita di misura (sistema di riferimento), si ha una corrispondenza biunivoca tra i
punti del piano e gli elementi di R?. In particolare possiamo supporre che una delle due
rette sia orizzontale e l'altra verticale: chiameremo asse x o asse delle ascisse la retta
orizzontale e asse y o asse delle ordinate la retta verticale. Il punto in cui l'asse = e ’asse
y si incontrano si chiama origine. Il piano reale in cui sia stato introdotto un sistema di
riferimento si chiama piano cartesiano. Si chiamano coordinate le coppie (x,y), dove x &
I’ascissa e y ¢ 'ordinata.

2.2 Estremo superiore ed estremo inferiore

Definizione 2.1. Dato un insieme A C R diremo che un elemento M € A ¢é il massimo
di A sea < M Va € A. Se il massimo di A esiste si indica con max A.

Definizione 2.2. Dato un insieme A C R diremo che un elemento m € A ¢ il minimo
di A sea>mVa € A. Se il minimo di A esiste si indica con min A.

Definizione 2.3. Dato un insieme A C R diremo che un elemento L € R ¢ un maggio-
rante di A sea < L Va € A. Se esiste un maggiorante di A diremo che A é superiormente
limitato

Definizione 2.4. Dato un insieme A C R diremo che un elemento ¢ € R ¢ un minorante
di A sea > {0Na e A. Se esiste un minorante di A diremo che A & inferiormente limitato.

Definizione 2.5. Diremo che S é l’estremo superiore di A se ¢ il minimo dei maggioranti
di A. St indica con sup A.

19
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Definizione 2.6. Diremo che s ¢ [’estremo inferiore di A se ¢ il massimo dei minoranti

di A. Si indica con inf A.
Esempi:
1. Se A=[0,1] st hamaxA=1eminA =0.
2. Se A= (0,1] si ha max A = 1, mentre non esiste minimo; tuttavia inf A = 0.

(
3. Se A= (—1,1) sihainf A= —1 e supA = 1 (massimo e minimo non esistono).
4. Se A = (0,400), si ha inf A = 0; tuttavia A non ¢é limitato superiormente.
5. Se A = (—o0,1], si ha max A = sup A = 1; tuttavia A non é limitato inferiormente.

Osservazioni:

1. Non & detto che I'estremo superiore di un insieme A esista (e.g. A = (1,400)).
Tuttavia se esiste ¢ unico.

2. Non ¢ detto che esista il massimo di un insieme A (e.g. A = [0,1)). Tuttavia se
esiste max A = sup A. Quindi, in particolare, se esiste il massimo ¢ unico.

3. Analoghe considerazioni valgono per minimo ed estremo inferiore.

Teorema 2.7. Se un insieme A C R ¢é limitato superiormente, allora esiste sup A. Se
un insieme A C R e limitato inferiormente, allora esiste inf A.

Osservazione: La dimostrazione del teorema consiste nel far vedere (1) che l'insieme dei

maggioranti di A e il suo complementare in R formano una sezione di R e (2) che I’elemento
separatore della sezione appartiene all’insieme dei maggioranti.

2.3 Modulo di un numero reale
Il modulo o valore assoluto di x ¢ definito come:
x, x >0,
2| =
—x, x<0.

Osservazioni:
1. Poiché |0] = 0, si puo anche definire |z| = 2 per z > 0 e |z| = —x per z < 0.

2. Dalla definizione e dall’osservazione precedente segue che:
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(a) Vo € Rsihal|z| =] —z|
(b) Ve e Rsihaz < |z|e —z < |z|.
(c) Dati z,y € R, se x <ye —x <y allora |z| <.

Esempi:

22 -1, x>1,

1—2%, x<1.

1. \x—1y(x+1):{

:174—x3—2:172—|—3:17—3, :Eg—\/goppurea:z\/g,

2. |22 =3l(a® -z +1)=
‘ ’( ) —x4+x3+2m2—3m+3, —\/§<m<\/§.

2

x4 —x— 2, x > 2 oppure x < —1,

3. |z =2z +1] = )
—xt+x+2, —-1<z<2.

xt —1, x> 1 oppure z < —1,

4. 22 + 1|22 -1 =
—zt 41, —l<z<l.

Proprieta del modulo:

1. Vz,y € Rsiha |z +y| < |z| + |y

2. Vz,y € Rsiha |z —y| > ||z] — |y]|.
3. Vo,y € Rsiha |z-y| <|z|- |yl

4. Vx,y € R, y #0, si ha |z/y| < |z|/]y].

5. Va,y,z€ Rsiha |z —y| <|z—z|+ |z —y|.
Osservazione: la diseguaglianza in [l ¢ nota come disequaglianza triangolare.

Dimostrazioni:

l.Sex+y>0siha|zt+yl=z+y<|z|+|y;sex+y<Osihalz+yl=—-(x+y) =
—z —y < |2 + [yl

2. Siaz =z—y =1 =y+z, quindi [z[ = [z+y[ < |2[+|y| = [z—y|+|y| = [z[-y| < [z—y]
Va,y € R. Scambiando tra loro x e y (i.e. ridefinendo z = y — x e ripetendo 'argomento)
si ottiene anche |y| — |z| < |y — z| Vx,y € R. Poiché¢ |z — y| = |y — 2| si ottiene quindi
£z = yl) < [z =yl = [|=[ = |yl| < |z — y| [per T'osservazione 2d.

3. Sex,y>0sihalr-y=z-y=|z| |yl;sex,y <O0siha |z -y =(—z) (—y) <|z| |y|; se
y<0<zsihalr -yl =—zy <|z|-|y|
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4. Segue daf3 prendendo 1/y invece di y.
5. Sihalr—y|=|lz—z+z—y|<|z—z|+]|z—y| [per .
Esercizi:

1. Rappresentare sul piano reale l'insieme dei punti (z,y) che verificano |z| < |y|.

2. Rappresentare sul piano reale I'insieme dei punti (x,y) che verificano || < 1, |y| < 1.

2.4 Funzione reale di variabile reale

Si definisce variabile una grandezza che puo assumere pit valori: per esempio x € I.

Definizione 2.8. Funzione reale di variabile reale é una legge f che associa a ogni numero
reale x € I un valore reale y = f(z).

Esempi: f(z) =2, f(z) ==, f(z) = V&, f(z) =1/z, f(z) =|z].

Definizione 2.9. L’insieme dei valori x per i quali il valore y é dato secondo la regola f
st chiama campo di definizione o campo di esistenza o dominio. Se I é il dominio di f
scriveremo f: I — R.

Se f ¢ assegnata senza specificare il suo campo di definizione si intende che va con-
siderato come dominio I'insieme D di tutti i valori su cui f ¢ definito. Per esempio: se
f(x) = z oppure f(x) = x? oppure f(z) = |z| il dominio ¢ R, se f(x) = /7 il dominio ¢
Ry={ze€R:2>0},se f(x) =1/z il dominio ¢ R\ {0} = {z € R: 2 # 0}.

Definizione 2.10. Si chiama codominio di f ["insieme Cy dei valori assunti da f al
variare di v € I: Cy ={y € R:3x € [ tale che y = f(x)}.

Per esempio: se f(x) = z il codominio ¢ R, se f(z) = 2? il codominio ¢ Ry, se
f(x) = /x il codominio & R4, se f(x) = 1/x il codominio ¢ R\ {0}. Se I e C sono il
dominio e il codominio di f scriveremo f : I — Cf.

E conveniente rappresentare le funzioni graficamente. Data f : [a,b] — R, che a
z € [a,b] associa f(x) € R, consideriamo per ogni z € [a,b] il punto P = (x, f(z)) € R
Chiameremo grafico di f Uinsieme graf(f) := {(z, f(z)) € R? : z € [a, b] }.
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Funzioni elementari principali

3.1 Funzioni elementari principali

Si chiamano funzioni elementari principali le seguenti funzioni:

1.

2.

funzione potenza x“, dove a € R & ’esponente;

funzioni trigonometriche: sinz (seno), cosx (coseno), tanz o tgx (tangente),
cotanz o cotgz (cotangente), secx = 1/cosx (secante), cosecx = 1/sinz
(cosecante);

funzione logaritmo: log, x, dove a & la base (se a = 10 si scrive log,,z = logx; se
a = e si scrive log, x = Inz);

funzione esponenziale: a*, dove a € R ¢ la base (particolaremente interessanti sono
icasia=10¢c a=e).

Osservazione: e ¢ il numero di Nepero che verra definito pit avanti (cfr. pagina [55]).

3.2 Domini e grafici delle funzioni potenze

Si consideri la funzione potenza f(x) = 2®. Se a = p/q, con ¢ dispari, si ha Dy = R. Se
a = p/q, con ¢ pari, oppure o € R\ Q (irrazionale) allora Cy = Ry. Se « & irrazionale z*
si calcola passando attraverso il logaritmo: z® = exp(alnz). Esempi di grafici di potenze
sono riportati in Figura B.11

Osservazioni:

1.

Sia f(x) = x*. Per x > 0 si ha f(x) > 0 per ogni valore di a. Per x < 0, quando
la funzione ¢ definita — ovvero per a = p/q, con ¢ dispari —, si ha f(z) > 0sep é
pari (esempi: f(x) = 22, f(z) = 272, f(x) = 2*3) e f(z) < 0se p ¢ dispari (esempi:
fl@) ==, fz) =2, f(z) =2').

23
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2172 3/2

5

Figura 3.1: Grafici di alcune potenze.

2. Se a = 1/n spesso si usa la notazione /z = z'/" (in particolare se n = 2 si scrive
semplicemente &z = /x). Inoltre si ha =% = 1/ per ogni a € R.

3.3 Equazioni di primo e secondo grado

3.3.1 Equazione di primo grado ax + b = 0, a # 0.

La soluzione dell’equazione ax +b = 0, a # 0, ¢ © = —b/a. Graficamente la funzione
f(x) = ax + b rappresenta una retta che attraversa I’asse x nel punto = —b/a e l'asse y
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nel punto y = b; ved. FiguraB.2l In particolare a ¢ il coefficiente angolare della retta: si
ha a = tgy, dove ¢ é 'angolo che la retta forma con 'asse x.

r+1 | 4y — 3 = T =2z +3

Figura 3.2: Grafici di alcune rette.

3.3.2 Equazione di secondo grado ax? + bx + ¢ =0, a # 0.

L’equazione az? + bx + ¢ = 0, a # 0, ha due soluzioni in C:

—b —Vb? — 4dac —b+Vb?% — 4ac
T = s T = .
2a 2a

In particolare, definendo il discriminante A = b* — 4ac, se A > 0 le due soluzioni sono
reali e distinte, se A = 0 le due soluzioni sono reali e coincidenti, se A < 0 non esistono
soluzioni reali. La funzione f(z) = ax? + bx + ¢ rappresenta una parabola, con concavita
rivolta verso ’alto se a > 0 e verso il basso se a < 0. A seconda del valore del discriminante
si hanno i casi rappresentati in Figura le soluzioni dell’equazioni ax? + bx + ¢ = 0
corrispondono ai punti in cui la parabola interseca 'asse x.

¥ x — 16 m—8x+16

22+ x+16

Figura 3.3: Grafici di alcune parabole.
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Osservazione: se I'equazione di secondo grado ¢ della forma az? + 2bpx + ¢ = 0 (i.e. il
coefficiente del termine di primo grado ¢ divisibile per 2) allora le radici si possono scrivere

nella forma:
—by — /% — ac . —by + /b —ac
pr— 2 pr— .
a

€ )
a

3.4 Disequazioni di primo grado

3.4.1 Disequazione di primo grado ax + b > 0, a # 0.

Sia xg = —b/a la soluzione di az + b = 0. Allora la disequazione é soddisfatta per x >
se a >0 eperx <zgsea<0. Se vale il segno stretto (ax + b > 0) allora la soluzione ¢é
x>z pera>0ex < xyper a<O.

Se si considera la retta di equazione y = axz+b, per x > x la retta ¢ al di sopra dell’asse
x se a > 0 e al di sotto se a < 0. Quindi le soluzioni della disequazione ammettono una
semplice interpretazione in termini del grafico della funzione f(z) = ax + b.

3.4.2 Disequazione di primo grado ax + b < 0, a # 0.

Ci si riconduce al caso precedente moltiplicando la disequazione membro a membro per
—1:ar+b< 0= —azr—b=(—1)(ax+b) > 0. Quindi la soluzione ¢ x > —(=b)/(—a) =
—b/a =xgse —a>0,ie. a<0,ex < —bla=umxyse —a<0,ie a>0. Come prima,
se vale il segno stretto nella disequazione (ax + b < 0) allora vale il segno stretto anche
nella soluzione.

3.4.3 Conclusioni.

In conclusione abbiamo la situazione seguente:

a>0 a<0

ar+b>0 T > —— T < ——

ar+b>0 :I:Z—é :cg—é

a a
b b
ar +b<0 T < —— T > ——
a a

b b
ar +b<0 r < —— T > ——
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3.5 Disequazioni di secondo grado

3.5.1 Disequazione di secondo grado ax? + bx + ¢ > 0, a # 0.

Nel discutere la disequazione ax? + bx + ¢ > 0, a # 0, & conveniente procedere nel modo
seguente. Si disegna la parabola y = f(z) = az®+bx + c. Si possono avere vari casi, come
mostrato dalla Figura 3.3 Siano x; e x5 le due soluzioni dell’equazione di secondo grado
corrispondente ax? + bx + ¢ = 0: si puo avere (1) az? + bx + ¢ = 0 per = x; oppure per
T = Ty, con Iy e Ty reali e distinti, (2) ax? +bxr + ¢ =0 per v = 1, = 23, se x; e X, sono
reali e coincidenti e (3) az? + bx + ¢ # 0 Vo € R.

Quindi 77 e z5 sono i punti dell’asse reale in cui f(x) si annulla. I punti x per cui
f(x) > 0 sono i valori di  in cui la parabola ¢ al di sopra dell’asse x, mentre i punti
per cui f(z) < 0 sono i valori di z in cui la parabola ¢ al di sotto dell’asse x. Occorre
distinguere sei possibili casi:

e a>0,A>0= x <ux oppure T > Io;

e a>0,A=0= z € R (in tal caso 71 = z3);

e a>0,A<0= z€R (in tal caso non esistono zi, zs);
e 0 <0, A>0= 1 <z <y

¢ a<0,A=0= 2 =u (in tal caso z; = z3);

e a <0, A <0 = nessuna soluzione (in tal caso non esistono w1, xs).

3.5.2 Disequazione di secondo grado ax? + bx + c > 0, a # 0.

Si ragiona come sopra tenendo conto che se nella disequazione vale il segno stretto, allora
vale in segno stretto anche nelle soluzioni (con il caveat che se A = 0 la disequazione non
¢ piu risolta da = x1). Quindi la soluzione in tal caso diventa:

e a>0,A>0= x <z oppure T > x3;

e a>0,A=0= z # 2 (in tal caso 1 = x5);

a>0,A<0= 2z €R (in tal caso non esistono z, xs);

a<0, A>0= 21 <z < T9;

a < 0, A =0 = nessuna soluzione (in tal caso x1 = x3);

a < 0, A < 0 = nessuna soluzione (in tal caso non esistono zy, xs).
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3.5.3 Disequazione di secondo grado ax? + bx +c < 0, a # 0.

Si ragiona come nel caso precedente, con I'unica differenza che ora occorre individuare i
valori di z in cui la parabola si trova al di sotto dell’asse x. Quindi si ha:

e a>0A>0= 21 <z <uay

a>0,A=0= z=um (in tal caso 1 = x);

e a >0, A <0 = nessuna soluzione (in tal caso non esistono 1, xs);
e 0a<0,A>0= z <z oppure T > Iy;

¢ 0<0,A=0= 2z €R (in tal caso x1 = 2);

e 0 <0, A<0= z €R (in tal caso non esistono z1, xs).

3.5.4 Disequazione di secondo grado ax? + bx + ¢ < 0, a # 0.

Ragionando come sopra si trova:

e 0>0,A>0= 11 <1z <ux9;

e a >0, A =0 = nessuna soluzione (in tal caso x; = x3);

e a >0, A <0 = nessuna soluzione (in tal caso non esistono zy, xs);
e 0 <0,A>0= x <z oppure T > T3;

e a<0,A=0= x# 2y (in tal caso 1 = zy);

e 0 <0,A<0= z€R (in tal caso non esistono w1, xs).

Esercizi.

9
1. Si risolva la disequazione z? + 4z — 1 > 0.

20— 3

2. Si risolva la disequazione E > 0.

— 2
3. Si risolva la disequazione |z? — 2| < z.

20 —1 12—
4. Si risolva la disequazione ;+ 5 T 4 fzx > 0.

5. Si risolva la disequazione x + 3 > v/x + 3.

2
—4
6. Si risolva la disequazione xzim <0.
—x
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7. Si risolva il sistema di disequazioni 22 — 4z +4 >0, 2 —z > 0.

8. Si risolva la disequazione 3 — 422 + 2z > 0.

Soluzioni:

1. a=1>0,A=25>0. Le radici di 2% + 47 —9/4 = 0 sono x; = —9/2 e x5 = 1/2. Quindi
la soluzione é: x € (—o0,—9/2] U [1/2,400).

2. Deve essere 20 —3 >0e 5 — 22 > 0 oppure 22 —3 < 0 e 5 — 22 < 0. Quindi la soluzione

& x € (=00, —V/5) U [3/2,V5).

3. Se #2 > 2 si ha 22 — 2 — 2 < 0, che ammette soluzione: —1 < 2 < 2 (poiché a = 1 > 0,
A =9> 0 e le radici sono 1 = —1, 29 = 2); la condizione x? > 2 richiede x > V2 oppure
< V2= V2<2<2 Sea?<2siha2—22—2z< 0, che ammette soluzione:
x < —2 oppure z > 1 (poiché a = —1 < 0, A =9 > 0 e le radici sono ;1 = =2, x = 1); la
condizione x? < 2 richiede || < v2 = 1 < x < v/2. Unendo le due condizioni troviamo
la soluzione: x € (1,2).

4. Si deve innazitutto richiedere x +2 # 0 e 2> # 4 = x # £2. Inoltre 12 — 62 = 6(2 — x)
ed—22=2+2)(2—2) = (12—62)/(4 — 2%) = 6/(2 + x). Quindi
20 —1 12—6x 2x—1 6 2x—1-6 22-7

r+2 4—22 x+2 24z 24z 24z

cosi che si deve richiedere 26 — 7 > 0e 24+ 2 > 0 oppure 2z —7 < 0e2+2x < 0. La
soluzione ¢ quindi: = € (—oo0, —2) U [7/2, 4+00).

5. Sideve avere x +3 >0 = se z +3 =0 (i.e. x = —3) si ha 0 > 0, che é soddisfatta; se
x+3 > 0, dividendo per v/x + 3, si ottiene v +3 > 1 = x+3 > 1. Quindi la soluzione
& x e {-3}U[-2,+00).

6. La soluzione ¢&: z € [1,2) U [3,4+00).
7. La soluzione &: z € (—00,2).

8. Si puo scrivere 13 —4x? +2x = x (22 — 42 +2), quindi si ha z > 0 e 22 — 42 +2 > 0 oppure
r<0ex?—4x+2<0. L’equazione 22 —42+2 = 0 ha soluzioni 71 = 2—v2 e z9 = 2—!—\/5,
quindi z2 — 4z +2 > 0 per & < 2 — /2 oppure per z > 2 + /2, mentre 22 — 4z +2 < 0
per 2 — /2 <z <2+ /2. In conclusione si deve avere: z € [0,2 — /2] U [2 + v/2, +00).

3.6 Domini e grafici delle funzioni trigonometriche

Consideriamo le funzioni f(z) = sinz, cos z, tg x, cotg x, cos x, cosec x. Le funzioni sinz e
cos x sono definite come in Figura3.4l Data la circonferenza di raggio 1 e centro l'origine,
si consideri il raggio che forma un angolo = con ’asse delle ascisse: allora cos x rappresenta
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Figura 3.4: Definizione di sinx e cos .

la proiezione del raggio sull’asse delle ascisse e sin x rappresenta la proiezione del raggio
sull’asse delle ordinate.

Le funzioni sinx e cosx sono quindi definite per x € R; sono periodiche di periodo
27, quindi ¢ sufficiente studiarne il grafico per x € [—m, 7] oppure per « € [0,27]. Per
costruzione si ha sinz = 0 per = kmw e cosx = 0 per x = km + 7/2, con k € Z.

La funzione tgx ¢ definita per x # (2k 4+ 1)7/2, k € Z, ed ¢é periodica di periodo 7
quindi ¢ sufficiente studiarne il grafico per € (—m/2,7/2). La funzione cotg x ¢ definita
per x # km, k € Z, ed é periodica di periodo 7: quindi € sufficiente studiarne il grafico per
x € (0,7). Analogamente si ragiona per le funzioni secx = 1/ cosx e cosecx = 1/sinz. 1
grafici sono riportati in Figura 3.5

sin x cosw J Ttga |

cosec x

k f| et &; I |
4 K SJ \Q/

Figura 3.5: Grafici delle funzioni trigonometriche.

Osservazione: da ricordare sono le formule di addizione:

1. sin(x +y) = sinx cosy & cos x sin y;
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2. cos(r £ y) = cosxcosy Fsinzsiny.

Ricordando tali formule si possono ricavare tutte le altre relazioni trigonometriche, come
le relazioni fondamentali:

e sin0 =sin(z —x) =sinzcosz —sinzcosx =0 = sin0 = 0,
e cosx = cos(z+0) = coszcosO —sinxsin0 = coszcos) = cos0 = 1,
e cos0 = cos(r —x) = cos’x +sinz =1Vz € R,
o le altre formule di addizione:
o tg(z+y) = (tgz+tgy)/(1—tgrtgy),
e cotg (xr £ y) = (cotgzcotgy F 1)/(cotgy £ cotgx),
o le formule di prostaferesi
e sinz +siny = 2sin((z +y)/2) cos((z —y)/2),
e cosx +cosy = 2cos((z+y)/2) cos((z —y)/2),
e tgx +tgy = sin(x + y)/ cosx cosy,
e cotgx + cotgy = sin(x + y)/sinxsiny,
o le formule di Werner:
e sinzcosy = (1/2)[sin(z +y) + sin(z — y)],
e cosxcosy = (1/2)[cos(z + y) + cos(x — y)],
e sinzsiny = (1/2)[cos(z — y) — cos(z + y)],
o le formule di bisezione:
o sin(z/2) = /(1 — cosz)/2,
o cos(7/2) = /(1 + cos7)/2,

e tg(z/2) = /(1 —cosz)/(1 + cosz).
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Inoltre, dal fatto che sin(27) = 0 e cos2m = 1 segue che sinz e cosz sono periodi-
che: sin(x + 27) = sinx cos(2m) + sin(27) cosz = sinz e cos(z + 27) = cosx cos(2m) —
sin(27) sin x = cos .

E utile ricordarsi i valori delle funzioni trigonometriche in corrispondenza ad alcuni
angoli speciali:

0 T T T 2 3T 5%
T - — - = — — — T
6 4 3 2 3 4 6
, 1 1 3 V3 1 1
sin x 0 - — — 1 — — — 0
2 V2 2 2 V2 2
. V3 o1 1 0 1 1 V3 .
cosT > 5 2 5 NG 5
tgx 0 1 1 V3 oo —V3 -1 _ 1 0
V3 V3
1 1
cotg x o V3 1 — 0 —— -1 V3 o

[ valori che corrispondono ad angoli = € (7, 27) si possono ricavare da quelli elencati sopra
utilizzando le formule di addizione: per esempio se x = 37/2 si ha © = 7 + 7/2, quindi
sinz = sincos(m/2) 4+ cos 7 sin(7/2) = —1, cosx = cos 7 cos(m/2) — sin 7 sin(7/2) = 0.

Esercizi.

1. Si dimostri la formula di prostaferesi sina + siny = 2sin((z + y)/2) cos((z —y)/2).
2. Si dimostri la formula di prostaferesi cos x + cosy = 2 cos((z +y)/2) cos((z —y)/2).
3. Si dimostri la formula di bisezione sin(x/2) = +/(1 — cosz)/2.

4. Si dimostri la formula di bisezione cos(x/2) = £+/(1 + cosx)/2.

Soluzioni.
1. Posto x = a+ (3 e y = a— (3, si usino le formule di addizione [l per sin(a+ /) e sin(a — 3).
2. Posto x = a+ ey = a—f, si usino le formule di addizione Rlper cos(a+ (3) e cos(a— 3).

3. Siscriva cosx = cos(z/2+x/2) = cos?(z/2)—sin?(z/2) = 1-2sin?(x/2) = 2sin®(z/2) =
1 — cosx ed estraendo la radice quadrata segue ’asserto.

4. Si proceda come nell’esercizio B scrivendo pero cos?(z/2) — sin?(x/2) = 2cos?(z/2) — 1.
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3.7 Dominio e grafico della funzione esponenziale

La funzione a®, con a > 0, a # 1, é definita per x € R. Il grafico é rappresentato in Figura
per alcuni valori di @ > 1 e in Figura B per alcuni valori di a < 1. Di particolare
interesse ¢ il caso in cui a = e, dove e ¢ il numero di Nepero (cfr. §5.7] piu avanti).

EY

10° N T oo

(&) \ Ly G

Figura 3.7: Grafici della funzione esponenziale per alcuni valori di a < 1.

Proprieta fondamentali dell’esponenziale:

1.

Va > 0,a # 1, eVz,y € Rsi ha ™ = a”a¥ ('esponenziale della somma ¢ uguale
al prodotto degli esponenziali);

.VYa >0,a #1,eVr,y € Rsihaa*¥ = a"/a¥ ('esponenziale della differenza é

uguale al rapporto degli esponenziali);
Va>0,a#1,eVr,y € R si ha (a®)¥ = a™.

Ya>0sihaa’=1¢a' =a.

. Va>0sihaa® =1/a"

3.8 Dominio e grafico della funzione logaritmo

La funzione f(x) = log, x, con a > 0, a # 1, é definita per x > 0. Il grafico é rappresentato
in Figura per alcuni valori di a > 1 e in Figura [3.9 per alcuni valori di a < 1.
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Inz - logz logy x

Figura 3.8: Grafici della funzione logaritmo per alcuni valori di a > 1.

logy /e © z\\ logy /10 @ \ logy o« \

Figura 3.9: Grafici della funzione logaritmo per alcuni valori di a < 1.

Il logaritmo in base a di un numero ¢ definito dalla seguente relazione: log, v = y se
e solo se a¥ = . In particolare Ya > 0 si ha log, a = 1 (questo si puo vedere come segue:
log,a=y=—=a=a=y=1).

Proprieta fondamentali del logaritmo:

1. Va>0,a#1,eVx,y > 0si ha log,(ry) = log, = + log, y (il logaritmo del prodotto
¢ uguale alla somma dei logaritmi);

2. ¥Ya>0,a#1,eVr,y > 0sihalog,(z/y) =log, x—log, y (il logaritmo del rapporto
¢ uguale alla differenza dei logaritmi);

3. Va>0,a#1,Vxr>0eVaeRsihalog, z* = alog, z;
4. Ya,b >0, a,b# 1, e Vo > 0 si ha log, v = log, b - log, x.
5. Va >0, a# 1, si halog,1 = 0.

Osservazioni:

1. La proprieta [ si ottiene direttamente dalla definzione: se z = log, x e w = log, x,
allora a* = b = r = z = zlog, a = log, a®* = log, 0" = w log, b.

2. Dalla proprieta [ prendendo z = a, si ottiene log, b = 1/log, a.

3. Le proprieta del logaritmo si possono derivare dalle proprieta della funzione espo-
nenziale. Per esempio, se poniamo z = log, =z, w = log,y e u = log,(xy), si ha
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a* =z, a¥ =y e a" = zy, quindi dalla proprieta [Il dell’esponenziale si ottiene
u

a" =y = a*a” = "™ = u = z + w = log,(vy) = log, x + log,y, i.e. la
proprieta [ del logaritmo.

3.9 Simmetrie e parita

Definizione 3.1. Una funzione f : R — R si dice pari se f(—z) = f(z) Vo € R, si dice
dispari se f(—z) = —f(z) Vo € R.

Proprieta:

1.

Dalle definizioni segue che se una funzione ¢ pari o dispari, ¢ sufficiente studiarne il
comportamento per z > (

Il prodotto di due funzioni pari o di due funzioni dispari ¢ pari, il prodotto di una
funzione pari con una dispari ¢ dispari.

Se una funzione é pari ¢ sufficiente studiarne il grafico per x > 0: il grafico per z < 0
si ottiene allora per riflessione rispetto all’asse y.

Se una funzione é dispari é sufficiente studiarne il grafico per x > 0: il grafico per
x < 0 si ottiene allora attraverso una doppia riflessione (prima rispetto all’asse ¥,
quindi rispetto all’asse ) ovvero attraverso una riflessione rispetto all’origine.

Esempi:

1. La funzione f(z) = 2% ¢é pari.

Dimostrazione: f(—z) = (—z)? = 22 = f(z).

2. La funzione f(z) = cosx ¢ pari.

Dimostrazione: cos(—z) = cos(0 —x) = cosOcosx + sinOsinx = 1-cosz + 0 = cosx.

3. La funzione f(z) = x ¢ dispari.

Dimostrazione: f(—z) = —x = —f(x).

4. La funzione f(z) = sinx é dispari.

Dimostrazione: sin(—z) = sin(0 — z) = sinOcosz — cosOsinz =0 — 1 -sinz = —sinz.

Osservazioni:

1.

Noto il grafico di una funzione f(x), il grafico della funzione g(z) = f(x) + yo,
yo € R, si ottiene traslando il grafico di f(x) verso I'alto di una quantita yj.

Noto il grafico di una funzione f(z), il grafico della funzione g(x) = f(x + xo),
xo € R, si ottiene traslando il grafico di f(x) verso sinistra di una quantita x.
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Se yo < 0 traslare verso 'alto di una quantita y, significa di fatto traslare verso il
basso di una quantita |yo|. Analogamente se zy < 0 traslare verso sinistra di una
quantita x significa di fatto traslare verso destra di una quantita |zo|.

. 11 grafico della funzione g(x) = —f(x) si puo ottenere da quello di f(z) attraverso

una riflessione rispetto all’asse z.

. 11 grafico della funzione g(x) = f(—x) si puo ottenere da quello di f(z) attraverso

una riflessione rispetto all’asse y.

Esempi:

1.

Il grafico di cos x is puo ricavare da quello di sin z tramite una traslazione di /2 verso sini-
stra: infatti cos x = cos((z+m/2) —7/2) = cos(x+m/2) cos(w/2) +sin(x +7/2) sin(7/2) =
0+ sin(x +7/2) - 1 = sin(z + 7/2).

Il grafico di una qualsiasi parabola ax?+ bx + ¢ si puo ottenere a partire dalla parabola y =
ax? tramite una traslazione di 29 = b/2a verso sinistra e una traslazione di yo = ¢ — b*/4a
verso [’alto.

11 grafico della funzione cotg x si ottiene dal grafico di tgx tramite una traslazione di 7/2
verso destra e una successiva riflessione rispetto all’asse z: infatti cotgx = cosz/sinx =
—coszx/sin(—x) = —sin(x + 7/2)/cos(—x — w/2) = —sin(z + 7/2)/ cos(z + 7/2) =
—tg (x4 7/2).

. Il grafico di a®, a < 1, si ottiene dal grafico di b*, con b = 1/a > 1, attraverso una riflessione

rispetto all’asse y: infatti b* = ™%, quindi se f(x) = b" si ha f(—z) =b"" = a”.

. 1l grafico di log, x, a < 1, si ottiene dal grafico di logy =, con b = 1/a > 1, attraverso una

riflessione rispetto all’asse x: infatti si ha log, z = log, b - log, =, quindi se b = 1/a si trova
log, z = log,(1/a) - log; ), @, dove log,(1/a) = —log,a = —1 = log, x = —logy/, v =
se logy /() = f(z) si ha log, z = —f(z).

3.10 Esercizi

1.

2.

3.

4.

d.

20+ 1 -

3.
r—1 —

Si risolva la disequazione
Si risolva la disequazione ||z| — 1| < |z — 3.

1
Si risolva la disequazione — + |z — 1| > 1.
T

Si risolva la disequazione va? —x+1 >z + 3.

Si risolva la disequazione 8712 > 27°.
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1
Si risolva la disequazione 3* + 3= <4

Si risolva la disequazione 3 cos?z + sin?x — 5cosz + 1 < 0 per z € [0, 27].

\/E
VT —1

Si risolva la disequazione |z — 1| < 2|z|.

<Vr+1.

Si risolva la disequazione

Si risolva la disequazione |z? — 1| < = + |z + 1|.

Soluzioni:

1.

Si deve avere x # 1. Se x > 1 si ottiene 2r +1<3(zr —1) = 3r—-3>2rx+1 =
x >4 Sex<lsiottiene2zx+1>3(r—1) = 3r—-3<2zx+1 = 2z <4 equindi
x < 1. La soluzioneé¢ quindi: z € (—o0, 1) U [4, +00).

Se x > 0 si ha |z| = = e quindi la diseguaglianza diventa |z — 1| < |z — 3|: se . > 3
otteniamo r — 1 < * — 3 = —1 < —3 che ¢ sempre soddisfatta; se 1 < z < 3
ottentamo r — 1 <3 —0r = 2r <4 =z <2ecequindil <z <2;sex <1
otteniamo 1 — 2z < 3 —x = 1 < 3 che ¢ sempre soddisfatta. Quindi se z > 0
otteniamo la condizione = € [0,2) U [3,400). Se x < 0 si ha || = —z e quindi la
diseguaglianza diventa | —x — 1| < |z — 3|: se > 3 otteniamo z + 1 < z — 3 =
1 < —3 che non ¢ mai soddisfatta; se —1 < & < 3 otteniamo x +1 < 3 — r =
2 <2 —=1r<1l=-1<z<1l;sex < —1otteniamo —z —1 < 3 —or =
—1 < 3 che ¢ sempre soddisfatta. Quindi se x < 0 otteniamo la condizione x < 0.
In conclusione la soluzione é: z € (—o0,2) U [3,400).

Deve essere  # 0. Se x > 1 abbiamo 1/x +x — 1 > 1. moltiplicando per x e
usando il fatto che z > 0, otteniamo 1+ — 2z > 0 = (z — 1) > 0, che ¢ sempre
soddisfatta. Se x < 1 (e # # 0) abbiamo 1/x+1—2 > 1 = 1/2 > z, quindi se
x> 0 troviamo 2 < 1 = 0 < < 1, mentre se < 0 troviamo 2?> > 1 =z < —1
oppure z > 1 = = < —1. In conclusione la soluzione é: x € (—o0, —1] U (0, +00).

I'equazione 2 — x 4+ 1 = 0 non ha soluzioni reali poiché A < 0, quindi I’argomento

della radice quadrata é sempre positivo. Se 43 < 0 (i.e. z < —3), la disequazione
¢ sempre soddisfatta. Se invece x+3 > 0 (i.e. x > —3),siahaz?—x+1 > 2% +62+9
— —x+1>62+9 = Tr < -8 = 2 < —8/7, da cui si ottiene —3 < z < —8/7.
Quindi la soluzione é: = € (—oo, —8/7].

Si ha 8712 = 23(42) — 23+2) > 97* . 3(z42) > 42 —= 12 —32 -6 <0 = la
soluzione &: x € [3 —/33)/2,3 + /33)/2], dove = (3 & v/33)/2 sono le soluzioni
di 2 =3z —6=0.
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. Ponendo y = 3% si trovay +1/y <4 = y?> —4y+1 < 0 (si ¢ usato che y > 0) =

2 -3 <y<2++3, dove y =2+ /3 sono le soluzioni di y?> —4y+1 =0 = la
soluzione ¢&: € [logs(2 — v/3),logs (2 + v/3)].

2x =1 —cos’x si trova 2y> — 5y +2 < 0

= 1/2 <y <2 dovey = 1/2 ey = 2 sono le soluzioni di 2y? — 5y + 2 = 0.
Poiché cosx < 1 solo i valori y € [1/2, 1] sono accettabili = cosz € [1/2,1] = la
soluzione ¢: x € [0,7/3] U [57/3,27], dove x = /3 e x = 2 — /3 = b7 /3 sono i
valori per cui si ha cosz = 1/2.

Si deve avere x > 0 (perché \/z sia definita) e  # 1 (perché \/x — 1 # 0). Ponendo
Va=ysitrovay/(y—1) <y+1,dovey > 0. Sey > 1siottieney < (y+1)(y—1) =
y>—1 = y> —y—1>0, da cui segue y < (1 —+/5)/2 oppure y > (1 ++/5)/2 =
sey>1sihay> (1++5)/2. Se0<y<lsiottieney > (y+1)(y—1)=1y>—1
— y> —y —1 <0, da cui segue (1 —/5)/2 <y < (1 ++/5)/2 = tutti i valori

0 <y < 1 sono accettabili. La soluzione quindi & x € [0,1) U (1/(1 + v/5)/2, +00).

. La disequazione diventa: 1 —x < —2z per x < 0, 1 —x < 2xper0 < x < 1le

x —1 < 2x per x > 1. La soluzione é&: (—oo, —1) U (1/3,400).

La disequazione diventa: 22 —1 < —lperoa < —1,1—2?2 <2z +1per -1 <z <1
e’ —1< 2z +1 per z > 1. La soluzione é: z € (0,1 ++/3).



4 Funzioni composte e inverse

4.1 Proprieta delle funzioni

Definizione 4.1. f : [ — J si dice iniettiva se Vax,y € I, x #y = f(x) # f(y).
Definizione 4.2. f: I — J C R si dice suriettiva se Vy € J Jx € [ : f(x) = y.

Definizione 4.3. f: I — J si dice biunivoca se é suriettiva e iniettiva.

Le proprieta di iniettivita e suriettivita dipendono non solo dalla funzione, ma anche
dal suo dominio e codominio.

Esempi:

1. La funzione f : R — R definita da f(x) = 2 non é suriettiva perché dato 3 < 0 non esiste
alcun x € R tale che f(z) = y. Tuttavia ¢ suriettiva se ¢ vista come funzione da R in R.

2. Se I =[-1,1] e J =[-1,1], f(x) = x & iniettiva e suriettiva. Se I = [—1,1] e J = [0, 1],
f(x) = 22 & suriettiva ma non iniettiva. Se I = [0,1] e J = [0, 1] entrambe le funzioni
f(z) =z e f(z) = 22 sono iniettive e suriettive.

3. Se I = [—m, 7] (oppure I = [0,27]) e J = [—1,1], la funzione sinz ¢ suriettiva ma non
iniettiva, diventa iniettiva se I = [—7/2,7/2].

4. Le funzioni f(x) = z™, n € IN, viste come funzioni da R a R, sono iniettive e suriettive
per n dispari, non sono né iniettive né suriettive per n pari. Se le funzioni sono viste come
funzioni da R4 a R allora sono iniettive e suriettive per ogni n € IN.

Definizione 4.4. Data f : I — J, siano x € [ ey = f(z) € J. Diremo che y ¢
I'immagine di x e x é la controimmagine di y.

Osservazione: se f : I — J é biunivoca, Vy € J la controimmagine di y ¢ unica.

Definizione 4.5. Una funzione f definita in |a,b] si dice crescente in [a,b] se Yy, xs €
la,b], con x> x1, siha f(xg) > f(x1). Sidice decrescente in [a,b] se Vry,x € [a,b], con
xo > x1, st ha f(x2) < f(x1). Si dice strettamente crescente o strettamente decrescente
se vale il segno stretto: f(x2) > f(x1) o f(x2) < f(x1), rispettivamente.

39
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Definizione 4.6. Una funzione f : [a,b] — R che sia crescente o decrescente in [a,b] si
dice monotona. Se f ¢ strettamente crescente o strettamente descrescente allora si dice
che f & una funzione strettamente monotona.

4.2 Composizione di funzioni

Definizione 4.7. Si chiama composizione di due funzioni f e g la funzione f o g definita
da fog(x)= f(g(zx)) (funzione composta).

Esempi:

1 F(z) =vT=2 = fog(x), con f(z) = & e gla) = 1 —

2. F(z) =sin(1+2?) = fog(x), con f(x) =sinz e g(x) =1+ 2%

3. F(z) =e %" = fogoh(x), con f(z)=e?, g(x) =sinz e h(z) = 22,
Osservazione: Si pud comporre f con g (e quindi definire f o g) solo se Cy C Dy, ovvero,
se f:I—Jeg:I'— J,conJ CI. Sinotiche fog+# go f. Per esempio, se f =/ ¢

g=1—uz, allora fog(x) =+1—x, mentre go f(x) =1— /z; inoltre f o g(z) ¢ definita
se < 1 mentre g o f(z) ¢ definita se z > 0.

4.3 Funzione inversa

Definizione 4.8. Sia f : [ — J biunivoca. Si chiama funzione inversa di f la funzione
g:J — 1 tale che fog=go f =1, dove 1l ¢ la funzione identita (1x = x).

Si pone g = f~1. Sinoti che f~(z) # 1/f(z): per esempio se f(z) = x la sua inversa
¢ f7Y(x) = =z, il suo inverso (=reciproco) ¢ 1/z.

Se f & biunivoca, per ogni z € [ esiste y = f(z) € J e tale y ¢ unico. Quindi a y si
associa in modo univoco x tale che f(x) = y: tale x ¢ funzione di y e possiamo quindi
scrivere = g(y), con g = f~!, cosi definendo la funzione inversa.

Esempi:
1.z, /™ 21/ sono le funzioni inverse di 22, 2™, z®, purché z > 0.
2. La funzione inversa di log, z & a”, purché z > 0.

3. Data la funzione f(z) = 1+ (z + 1)2/4, > —1, la sua inversa si ottiene esprimendo
z in funzione di y = f(x). Si trova (x + 1)2 — 4(y — 1) = 0, che ammette le radici
x = £4y/4(y—1) — 1, purché y > 1. La condizione z > —1 richiede il segno +. Se
indichiamo di nuovo la variabile con x e la sua immagine con y troviamo y = 2v/x — 1 —1,
x> 1.
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Osservazioni:

1. Una funzione f si dice invertibile se esiste la funzione inversa f~!: una funzione
biunivoca ¢ quindi sempre invertibile.

2. Una funzione che sia strettamente monotona e suriettiva é necessariamente iniettiva
e quindi invertibile.

Regola grafica per determinare I'inversa: si scambiano tra loro gli assi, ovvero si riflette
il grafico rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante. Si veda la Figura [4.1], dove
sono riportati i grafici della funzione y = f(x) = 1+ (z + 1)?/4, * > —1, e della sua
inversa y = f~', x> 1.

o @) il f_l(x)

6 L7 6l

. . . . . . ) . . . . . . )
-2 7 2 4 6 8 10 12 -2 7 / 2 4 6 8 10 12

oL e oL

Figura 4.1: Grafici della funzione f(z) =1+ (z + 1)*/4 e della sua inversa f~'(z)

Dalla regola grafica si vedono alcune proprieta interessanti: per esempio, la funzione
esponenziale cresce pitt velocemente di ogni potenza, quindi il logaritmo cresce piu lenta-
mente di qualsiasi potenza.

4.4 Funzioni trigonometriche inverse

Consideriamo f(z) =sinz, x € [-7/2,7/2]. Si ha corrispondenza biunivoca con [—1, 1].
Allora la funzione ¢ invertibile: indichiamo la sua inversa con x = arcsinz (arcoseno).
Analogamente cos z ¢ invertibile come funzione da [0,7] a [—1,1] e la sua inversa ¢ o =
arccos z (arcocoseno). Simili osservazioni valgono per le funzioni inverse della secante e
della cosecante: arcsecz (arcosecante) e arccosec x (arcocosecante).

Analogamente tgx se [ = (—7/2,7/2) e cotgz se I = (0,7) sono iniettive: le loro
inverse sono rispettivamente arctanz o arctgx (arcotangente) e acrcotanz o arccotgx
(arcocotangente).

Grafici delle funzioni trigonometriche inverse sono riportati in Figura 4.2
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arcsinz ‘1 arccosx arctg —
I
- w arccotg ., arcsecw arccosec &

15| \
25
25 10]
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20 0s]
—
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— K =) ) 2 @ ©
—
10 10 \ -0s|
05 05 \ ~10]
2 -6 -4 -2 2 4 6 -9

Figura 4.2: Grafici delle funzioni trigonometriche inverse

4.5 Funzioni elementari

Si chiamano funzioni elementari le funzioni che si scrivono come somma, prodotto e
composizione di funzioni elementari principali e loro inverse: esempi f(z) = 1/(z + 1),
f(x) = /1 —ux, sinz + cosx?. 1 particolare sono funzioni principali le seguenti funzioni
funzioni algebriche: polinomi, funzioni razionali (rapporti di polinomi), funzioni irrazio-
nali (coinvolgono potenze con esponenti irrazionali). Le funzioni non algebriche si dicono
trascendenti (esempi: funzioni trigonometriche, esponenziali e logaritmi).

4.6 Esercizi

1. Si determinino dominio e codominio della funzione f

()

2. Si determinino dominio e codominio della funzione f(z) = v/e*.
(z) = va?
)/(

3. Si determinino dominio e codominio della funzione f(z) = - 1.
4. Si determini il dominio della funzione f(z) = ((z — 1)/(z + 3))'/°
1
5. Si determinino dominio e codominio della funzione f(z) =
sin(e?)
6. Si determinino dominio e codominio della funzione f(z) = \/tgz.

/349
- /(2 —6r+5)

7. Si determini il dominio di f(z)
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2
—14
8. Si determini il dominio di f(z) = ;Tiig
2 _

9. Si determini il dominio di f(z) = %
10. Si determini il dominio di f(z) = In(4e® ~** — 4).
11. Si determini il dominio di f(z) = sin(In(4 + z?)).
12. Si determini il dominio di f(z) = v/ 2?/3 — 628/3.

— 1
13. Si determini il dominio di f(z) = \/ |:’3||2—:’3+| Y
14. Si calcoli I'inversa della funzione f : [0,1] — [0, 1] data da f(z) = 2y/z — .
15. Si calcoli 'inversa della funzione f : [0, 1] — [0, 1] data da f(x) = %\/4 — 212 — 2.
16. Si calcoli 'inversa della funzione f : [0, 1] — [0, 1] data da f(x) = %\/4 — x? — 3.
17. Si determini il dominio di f(z) = /| — 2| — |z + 2|.
18. Si determini il dominio di f(x) = \/z|x| + 3.
19. Si determini il dominio di e~/**,
20. Si determini il dominio di f(z) = In (|z| — 4|z — 4|).
Soluzioni:

L. Dy =R, Cy = [17\/§]

2. Dy =R, Cr={reR:z>0}.

3. Df:{l’GRZ |LL" Zl},Cf:R+.

4. Dy =R\ {-3}.

5. Df:{:E::EG —o0, Inm) U U In(2k7), In((2k + 1)7 ))},C’f:[l,oo).

6. Dy = {x x|k kn +7r/2)}, O =R,

k=0
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10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.
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Dy = (—00,1) U (5, +00).

. Dy={zeR:z#3+6}.

D; =R.
Dy = (—00,0) U (4, +00).
D; =R.

Dy = (~1/v/6,1/+/6).
Dy =0.

La funzione inversa ¢ g : [0,1] — [0, 1] data da g(z) = (1 - V1 —x)".

2

1
La funzione inversa ¢ g : [0, 1] — [0, 1] data da g(z) = 5 (—1 +v9 — 83:2)
1
La funzione inversa ¢ g : [0,1] — [0, 1] data da g(z) = 3 (—3 + V25 — 16:172).

Diy=R_={rxeR:z <0}

D = [—V/3,+c0).

Dy=R\{0} ={z e R:xz#0}.

Dy = [16/5, 16, 3).



5 Limiti

5.1 Funzione distanza

Il grafico della funzione modulo é rappresentato in Figura (.11

ab

]

Figura 5.1: Grafico della funzione modulo
Definizione 5.1. Se P, e P, sono due punti dell’asse reale, individuati da x1, 19 € R, si
definisce distanza tra i due punti Py e Py la grandezza d(Py, Py) = |11 — x3].

Osservazione: la distanza tra due punti é quindi la lunghezza del segmento che ha come
estremi i due punti.

Proprieta:
1. d(Py, P») > 0 ed si ha d(P;, P») =0 se e solo se P, = Py;
2. d(Py, Py) = d(Ps, Py);
3. d( Py, Py) < d(Py, P3) + d(Ps, Pr).
Osservazione: la dimostrazione segue dalle proprieta del modulo discusse a pag. 211

Definizione 5.2. Si definisce intorno di centro xy e raggio R [’intervallo aperto
B(zg,R)={z € R:|x —x9| < R} = (o0 — R, 70 + R).

45
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5.2 Limite

Per dire che z ¢ molto vicino a zy scriveremo |z — x¢| < J, con § > 0 molto piccolo. Per
dire che = ¢ molto grande scriveremo |z| > M, con M > 0 molto grande: se inoltre z ¢
molto grande e positivo specificheremo x > M, mentre se & negativo scriveremo x < —M,
con M > 0 molto grande.

Definizione 5.3. Caso di limite finito: scriveremo

1. lim f(x) =1{ se Ve >0 30 > 0 tale che se 0 < |x — x| < 9 allora |f(z) — (| < €.

T—T0

2. lim f(z)=4{ se¥e >0 3IM >0 tale che se x > M allora |f(z) — ] < e.

T— 400

3. lim f(z)=1{ seVe >0 3IM >0 tale che se v < —M allora |f(z) — ] < e.

r— —00

4. lim f(z) =/ se lim f(x)= lim f(z)="/.

r—00 r——+00 r——00

b—e | ,,,,,,,,

e s ffffffff

l‘o—5 o £E0+5
Figura 5.2: Limite ¢ della funzione f(x) per x — x.

Osservazioni:
1. Nella Definizione (£.3] sia § sia M dipendono da e.

2. Nel caso [[l di Definizione 53] la condizione 0 < |z — zo| < ¢ indica che x ¢ molto
vicino a xg ma distinto da zy. Infatti, per definire il limite, si devono considerare
valori di f(x), con x sempre piu vicino a xgy, ma il valore del limite ¢ indipendente
dal valore che la funzione eventualmente assuma in xq. Di fatto la funzione potrebbe
non essere neppure definita in z (cfr. anche le osservazioni di pag. [48]).

3. Graficamente, la nozione di limite nel caso [Il di Definizione si puod interpretare
nel modo seguente: i punti del grafico graf(f) corrispondenti ai valori di x la cui
distanza da x, ¢ minore di ¢ si trovano all'interno della striscia y € [( — e, +¢]; cfr.
la FiguraB.2l Piu piccolo si fissa €, piu piccolo si deve scegliere §: per € sempre pit
piccolo il rettangolo in grigio in Figura diventa sempre piti piccolo.
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4.

Considerazioni grafiche analoghe a quella dell’osservazione [3] si possono fare anche
per gli altri limiti della Definizione 5.3

Definizione 5.4. Caso di limite infinito: scriveremo

1. :ch—{?o f(z) =400 se VN >0 30 > 0 tale che se 0 < |z — x| < allora f(z) > N.

2. xh—{?o f(z) = —o00 se VN >0 30 > 0 tale che se 0 < |z — x| < 0 allora f(x) < —N.

3. :(:1—1>I—11:loof(x> =400 se YN >0 IM > 0 tale che se x > M allora f(x) > N.

4. xEIme(x) = 400 se YN >0 3IM > 0 tale che se x < —M allora f(x) > N.

5. :(:1—1>I-i1:loof<x) = —o0 se YN >0 3IM > 0 tale che se x > M allora f(x) < —N.

6. xl_i)r_rg()f(:c)z—oo se VN >0 3IM > 0 tale che se v < —M allora f(x) < —N.
Osservazioni:

1. Nella Definizione 5.4] sia § sia M dipendono da N.

2. La Definizione (.4 esprime in modo matematico il concetto che per x sempre piu

vicino a un dato valore (che puo essere un valore x, finito o un valore infinito) i
valori f(z) che la funzione assume sono sempre piit grandi in modulo.

Esercizi:

1.

lim(2z — 1) = 3.

r—2
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8.
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. 1
lim — = Foo.
z—0 X

Soluzioni:

1.

2.

3.

2r—1-3]=22—-2|/<20 = 20 =¢c = 0 =¢/2.
1/z—1] =[x —1)/z| </(1-0) = e=06/(1-0) = d=¢/(1+¢).

Ptz -2=@-1)(r+2) = |z-1)(=+2)/(z—-1) -3 =|z+2-3| =z -1 <9
== e =J.

/e <1/M = M =1/e.
(z—1)/(x+2)—1=[3/lx+2|=3/(z+2) = 2+2>3/e = M =3/c —2.
/x> —-1/M = M =1/e.

/22 >1/M? = e =1/M? = M =1/,/z.

cse x| <dsihal/a?>1/0 = §=1/V/N = fissato N > 0,se § = 1/V/N e |z| < §, si

ottiene 1/z% > N.

Osservazioni:

1.

2.

La funzione pud non essere definita nel punto in cui si fa il limite (cfr. gli esempi
e[); si veda anche l'osservazione 2 di pag. 0

Non ¢ detto che il limite esista sempre, come mostrano gli esempi seguenti.

Esempi:

1.

1, >0 o
f(z) = v = non esiste il limite per x — 0.
-1, =<0

. f(z) = cosz = non esiste il limite per x — co.

1

. flz) = = non esiste il limite per x — oco.

COS T

. f(z) = sin — == non esiste il limite per z — 0.
x
. f(z) = 2% cos & = non esiste il limite per  — oc.

. f(z) = — = non esiste il limite per x — 0.

X
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5.3 Limite destro e sinistro

Definizione 5.5. Defininiamo il limite destro e limite sinistro:

o lim f(x) =1/ seVe >0 35 >0 tale che se 0 <z —xg < 0 allora |f(x) — ] < e.

"E—>$g

o lim f(z)=1{seVe >0 30>0 tale che se 0>x — xy>—0 allora |f(x) — (| <e.

T—T)

Esempi:

1 1
1. La funzione f(x) = — ammette limite destro e sinistro per  — 0: limi — = Fo0.
xr r—0+ T

2. La funzione dell’esempio [Ildi pag. B8 ammette limite destro e sinistro: limi flx) ==+1.
z—0
. 1 o . 1
3. La funzione f(z) = 3 ammette limite destro e sinistro per z — 0: hmi — = +o0.
r—0+ T

4. La funzione sin1/22 (cfr. 'esempio @ non ammette né limite destro né limite sinistro.

Osservazione: esiste il limite lim f(z) = ¢ se e solo se lim f(z) = lim f(z) = (.

T—T0 T—x] T—T

5.4 Funzioni limitate e funzioni illimitate

Definizione 5.6. Sia f : I — R: diremo che la funzione f e limitata se esiste M > 0
tale che |f(z)| < M Vx € I. Diremo illimitata una funzione che non sia limitata.

Esempi:
1. f(x) =cosx, per x € R, ¢ limitata.
2. f(x) =1/x, f(z) = 2? sono limitate per 1 < z < 2.
3. f(z) =1/x e f(z) = 22 sono illimitate per x € R.

4. Sia I C R un intervallo chiuso: la funzione f(z) = 2, x € I, ¢ limitata per ogni I, la

funzione f(x) = 1/z, x € I, ¢ limitata per ogni I che non contenga lo zero.

5. La funzione f(z) =e™* ¢ illimitata in R.

6. La funzione f(z) = e~ ¢ limitata in R.

7. La funzione f(z) = Inz ¢ illimitata in R.
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8. La funzione f(z) = tgz ¢ illimitata in R.

Definizione 5.7. Sia f : I — R: diremo che la funzione f é limitata superiormente se
esiste M > 0 tale che f(x) < M ¥Yx € I. Diremo che f ¢ limitata inferiormente se esiste
M > 0 tale che f(z) > —M Vx € 1.

Osservazioni:

1. Una funzione é limitata se e solo se € sia limitata superiormente sia limitata
inferioremente.

2. Se una funzione f ¢ limitata superiormente allora il suo codominio C; ammette
estremo superiore. Analogamente, se f ¢ limitata inferiormente allora C'y ammette
estremo inferiore. In particolare, se f ¢ limitata, allora C'y ¢ un insieme limitato e
quindi esistono finiti sup C e inf C}.

Definizione 5.8. Sia f : I — R. Se f ¢é limitata superiormente defineremo estre-
mo superiore di f l’estremo superiore del suo codominio. Se f ¢ limitata inferiormente
defineremo estremo inferiore di f l’estremo inferiore del suo codominio.

Osservazioni:

1. L’estremo superiore e I’estremo inferiore di una funzione f : I — R vengono indicati

con sup f(z) e inf f(z), rispettivamente.
xel zel

2. Per definzione si ha sup f(z) =supCy e 1n§f(x) = inf C}.
xel ze

3. Se sup Cy € C} diremo che la funzione f ha massimo max f(z) =sup f(z).
ze xel

4. Se inf Cy € C} diremo che la funzione f ha minimo mllnf(x) = 1n§f(a:)
Te s

Esempi:

2 ¢ inferiormente limitata e si ha inf f(z) = min f(z) = 0.

1. La funzi =
a funzione f(z) ==z zeR z€R

2 ¢ superiormente limitata e si ha sup f(r) = max f(x) = 1.

2. La funzione f(z) =1—=x
z€R reR

3. La funzione f(z) = e~ ¢ limitata e si ha sup f(z) = max flz)y=1e in}%f(x) =0.
TE

z€R zE€

3

4. La funzione f(z) =z non ¢ superiormente né inferiormente limitata.
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5.5 Proprieta dei limiti
Teorema 5.9. 3 finito { = lim f(x) = f(x) é limitata quando x tende a xy.
T—x0

Dimostrazione. Per definizione di limite Ve > 0 30 > 0 tale che per 0 < |z — x| < J si ha
|f(xz) — | < e: quindi per x € B(xg,0) \ {zo} si ha (per la proprieta 2l del modulo a pag.
2I) [[f ()] = [€]] < [f(x) = €] <&, che implica [f(z)] < M = |¢] +¢. u

Osservazioni:

1. Se il limite é infinito la funzione non e limitata. Il viceversa non € vero: se una
funzione non ¢ limitata non é detto che tende a +00 (esempio: xsinz per x — +00).

2. Se una funzione f(x) ¢ definita in un intorno I ed esiste una costante ¢ > 0 tale che
|f(x)| > ¢ Vo €1, allora 1/f(x) ¢ definita e limitata per ogni x € I.

Teorema 5.10. Se lim f(x) =/ e lim g(x) = {" allora lim (f(z) + g(x)) =L+ (.

T—x0 T—x0 T—x0

Dimostrazione. Per definizione di limite Ve, > 0 34; > 0 tale che per 0 < |z — x| < d; si
ha |f(z) — ¢] < e1 e, analogamente, Ve > 0 305 > 0 tale che per 0 < |z — x| < 9 si ha
lg(x)—0'| < ey. Fissato e > 0 scegliamo £; = g5 = £/2 e definiamo § = min{d;, d»}. Allora
per 0 < |[z—xo| < dsiha|f(z)—fl <e/2elglx)—V|<e/2=|(f(zx)+g(x))—{+)] <
|f(x) =4+ |g(x) = U] <e. -

Teorema 5.11. Se lim f(xz) =/¢ e lim g(x) = ¢ allora lim (f(z)-g(x)) =¢- (.
T—T0 T—T0 T—T0

Dimostrazione. Per definizione di limite Ve, > 0 39; > 0 tale che per 0 < |z—xzq| < 07 si ha
|f(z)—{| < ey eVey > 03 > 0 tale che per 0 < |[xr—x¢| < d2 si ha |g(x)—{'| < q. Inoltre,
poiché la funzione f ammette limite, allora f & limitata per = che tende a zq (per il Teorema
B.9): quindi esistono M > 0 e 63 > 0 tale che |f(z)| < M per 0 < |x — x| < 3. Vogliamo
dimostrare che Ve > 0 30 > 0 tale che per 0 < |z — xo| < 0 si ha |f(x) - g(x) — (- V| < e.
Fissato € > 0 scegliamo e; = ¢/2|0'| e e9 = £/2M e definiamo 6 = min{dy, d, d3}. Allora
per |z —xo| < 0 siha [f(x) - g(x) —L- U] <|f(x)-g(x) = flz) - O]+ |f(x) £ =L 0] <
[f(@)] - [g(x) = O1+ 0] - |f(z) = £ < M- (e/2M) + |€] - (/2]t]) = e. =

Esempi:

1. se k é costante lim k- f(z) =k- lim f(z);

rT—2x0 T—T0
. 2 o,

2. lim 3z° = 3;
r—1

3. lim (1+ 22+ 322 + 62°) = 1;
Tr—



52 CAPITOLO 5. LIMITI

2 _
4 dm T
T—00 €T
o fw) ¢
Teorema 5.12. Se lim f(x) =/( e lim g(x) = ¢ # 0 allora lim —— = —.
T—x0 Tr—x0 T—T0 g(l’) f/

Dimostrazione. Segue dal teorema precedente, notando che se ¢ # 0 allora 1/g(x) ¢
limitata per  — zg e si ha lim, .., 1/g(x) = 1/¢. L’ultima affermazione si dimostra
notando che |1/g(z) — 1/¢'| = |(g(z) — ¢')/g(x)l'|: allora Y&’ > 0 3§ > 0 tale che per
0 < |z — a9 < ¢ siha|g(x)— | < & e quindi per tali x si ha |1/g(z) — 1/0'| <
e'/|0|(|¢'| —€’). In particolare fissato € > 0 si puo scegliere ¢’ tale che |g(x) — | < €', con
g =e(0'])?/(1+¢|l]), e quindi [1/g(z) — 1/] < e. ]

Teorema 5.13. Siano f(x), g(x) e h(z) tre funzioni definite in I, tali che f(z) < g(x) <
h(z) Ve € I. Allora lim, ., f(z) = lim,_,, h(z) = = lim,_,, g(x) = L.

Dimostrazione. Per definizione di limite Ve > 0 3§ > 0 tale che |f(z)—/| < e e |h(x)—{| <
e per 0 < |z —xo| < d. Poiché f(x) < g(z) < h(z) si ha allora —¢ < f(z) —{ < g(z) - <
h(z) — ¢ < e, quindi |g(x) — ¢| < €. [

Osservazione: il Teorema[h.13]é noto come teorema del confronto o teorema dei carabiniert.

Teorema 5.14. f(x) >0 perxz € e I =lim, ., f(z) = ¢ > 0.

Dimostrazione. Si ragiona per assurdo: supponiamo ¢ < 0. Allora fissato € > 0 esiste
d > 0 tale che per 0 < |r — x9| < § si ha f(x) — ¢ < e. Scelto ¢ = —{/2 si trova
f(z) < l+e=1/2 <0, giungendo cosl a una contraddizione. u

Osservazione: la dimostrazione del Teorema[5.14]¢ interessante perché fornisce un esempio
di dimostrazione per assurdo. L’idea con cui la dimostrazione procede ¢ la seguente. Per
dimostrare una proprieta si suppone che invece non valga e si fa vedere che in questo
modo si trova una contraddizione: quindi la proprieta deve valere.
Teorema 5.15. f(z) > g(x) perz € [ e 3¢ = lim f(x), ¢’ = lim g(x) = (> /.

T—x0

T—T0

Dimostrazione. Si definisce h(x) = f(x) — g(z) e si applica il Teorema [5.14 u
Osservazioni:

1. 11 Teorema 514l puo essere visto come un caso particolare del Teorema [B.15, con
g(x) =0Vzx e I

2. Si noti che, nell’enunciato dei Teoremi [B.14] e .15 anche se vale il segno stretto
f(x) > g(z) puo valere il segno = per i limiti. Esempio: f(x) = 1/2? e g(z) = 0.
Per x — oo entrambe le funzioni tendono allo stesso limite ¢ = ¢/ = 0, mentre
f(x) > g(z) Vo # 0. Analoghe considerazioni valgono per il Teorema B.I3t se
f(x) < g(x) < h(z) e le due funzioni f e h hanno lo stesso limite ¢ allora anche g
ha limite ¢. Esempio: f(x) = —1/2% g(z) =0, h(z) = 1/22.
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Teorema 5.16. lim f(x) ={¢# 0 = f(x) ha il segno di { per x che tende a xy.

T—xo

Dimostrazione. Per definizione di limite Ve > 0 3§ > 0 tale che per 0 < |z — 2| < 0
siha { —e < f(z) < £+ €. Se si sceglie ¢ = £/2 allora 36 tale che per ogni = tale che
0<|zx—uaxo] <dsihal/2 < f(x) <3(/2, e quindi f ha il segno di ¢. u

5.6 Alcuni esempi e limiti notevoli

1.

2.

lim sinz = 0.

Tr—

lim cosz = 1.

Tr—

z—0 X

z—0 sinx

Soluzioni:

1.

4.

Siha0<sinz<zsexe€l[0,7/2] e¢0>sinx >zsexec|[-n/,0) (cfr. Figura[.3)
— |sinz| < |z|. Per x > 0 il risultato segue dal Teorema [B.13l Per x < 0 si puod
usare il fatto che la funzione ¢ dispari (cfr. pag [35).

Si ha cosz = cos((x/2) + (2/2)) = cos?(x/2) — sin*(x/2) = 1 — 2sin?(x/2), dove
lim, ¢ sin(z/2) = 0.

La funzione sin x/x ¢ pari, quindi basta studiare il caso 2 > 0. Sihasinz < z < tgx
per 0 < z < /2 (cfr. Figura[5.3), quindi, dividendo per sin z, si trova 1 < z/sinz <
1/ cosx = cosx < sinz/x < 1. Si applica quindi il Teorema [5.13

tgx/x = (sinx/x) - (1/cosx): si applica quindi il Teorema 5121
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tgx
SinT . |

cosz "

Figura 5.3: Confronto tra x, sinx e tgx.

5. sinkx/x = (sinkz/kx) - (kx/x): si applica quindi il Teorema [B.111
6. 1 — cosx = 2sin?(x/2): si applica quindi il Teorema [F.11]
7. 1 —cosz = 2sin*(x/2): si applica quindi il Teorema E.I11

8. sin3z/sinz = (sin3x/3x) - (3z/x) - (z/sinx): si applica quindi il Teorema G111

5.7 Un limite notevole: il numero di Nepero

1 X
Consideriamo lim <1+—) .
x

T——+00

Si potrebbe pensare (14 1/x) - 1ex — oo = (1 +1/x)* — 1> = 1. L’argomento
non € pero corretto! Vogliamo quindi calcolare il limite.

Consideriamo prima il limite lim,, 4+ (1 4+ 1/n)", con n € IN. Si ha:

e Jeg > ¢ >0talichec; < (14 1/n)" <co Vn e N.
Dimostrazione: per la formula del binomio si ha

1\" " /n\ 1 1 1 1 1 2
(3) =X m=rerem(2) w00 (- 7)
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quindi 0 <1 —k/n<1Vk=1,...,n—1, quindi ¢; = 2; inoltre
\" N | |
<1+;) S <1+ g
=2 =1

n—1
1 1-1/2" 1
~1 S R A R <3=
+kz_02k T Tt s

e Se passiamo da n a n+1 i fattori nello sviluppo del binomio diventano pit piccoli e abbiamo

un addendo in pit. Quindi
1 n 1 n+1
() =)
n n+1
e Poiché la quantita (1+1/n)™ aumenta se si passa dan an+1 ed é limitata superiormente,

allora esiste il limite "
1
e:= lim (1 + —> .
n—-+4oo n

Questo si pud vedere come segue. Poniamo a, = (1 + 1/n)". Dal Teorema 2.1 si ha
che esiste ¢ = sup{a, : n € IN}. Per definizione di estremo superiore a, < ¢ per ogni
n € IN e, comunque sia fissato € > 0, esiste M € IN tale che ay; > £ — . Poiché i numeri
a, crescono al crescere di n, si ha a, > ¢ — ¢ ¥Yn > M. In conclusione Vn > M si ha
l—e<a, <l</l+e¢g ie |a, — ¥ < e, quindi esiste il limite ¢ = lim,,_,~ a,. Poiché
c1 <ap <cyVn € N sihac </ <co, per il Teorema [5.12]

Il numero e = 2.718281824... ¢ un numero irrazionale (chiamato numero di Nepero o
numero di Eulero).

Consideriamo ora z € R. Per ognixz € R dn € N taleche n <x <n+1. Sex — +o©
si ha anche n — “+o00. Inoltre

1 n 1 T 1 n+1
n+1 T n
1\ 1\" 1
lim (1+—) = lim <1+—) - lim <1+—>:e-1:e
n—oo n n—oo n n—o0 n

1 n+1
] " lim (1 + n 1)
lim <1+ ) b N L =2

: —
lim (1 + ) L
n—>00 n+ 1

dove

1 xr
Pertanto si ha lim (1 + —) =e.

T——+00

Osservazione: si ha anche
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1 xT
1. lim (1 + —) = e,
T——00 x
2. lirr(l](l + )V =e.
Dimostrazione. Si opera il cambio di variabili x = —(t + 1) e # = 1/t, rispettivamente.

5.8 Esercizi

10.

11.

12.

13.

1 z+3
. lim (1 + —) )
r——400 €T

oo —Tr+12
llm _—
L R P

lim Va2 +x+1—2.

r——+00

22 —2x+1
T——400 T+ 3 '

3x2 —2
m —
z——o0 202 +Hr + 1

. sin x
lim
r——+00 U

. CcoS T
lim
T— 400 €T

. i (1)
. lim xsin| — ).
T— 400 €T

. CcosT
lim

z—0 I

. tgx
lim ——.
r——+00 U

o WVltrz—V1—ua
lim .
z—0 x

o 1—-v1—-x
lim —M—M—.

z—0 x




5.8.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

ESERCIZI o7

lim z* z*
1 — .
r—+oo \z+1 x+2

i sin(z + ) .

rz—0 x

lim & cos(x + 7r/2).
t—0 cosx — 1

. V1+sinzx —+1—sinx
lim - .
2—0 sin =

lim (\/W— :E)

T——+00

) T
lim

v—too /22 f o+ 1—1

. sin(mwcoszx
lipy ST €08 7).
z—0 xsinx

Soluzioni:

1.
2.

10.

Il limite é: e- 1% = e.

Si ha 22 — 7Tz + 12 = (x — 4)(z — 3), quindi la funzione diventa (z —4)/(x — 3)?,
dove v —4 — —1 e (z — 3)? — +oo. Quindi il limite & —oo.

Moltiplicando e dividendo per V24 2z +1 4+ z la funzione diventa (z +
D/ (Va2 +x+1+z) = (2(1 + 1/2))/(x(\/1+1/z +1/22 + 1)) = (1 + 1/z)/
(V1+az+1/22+ 1), dove 1 +1/z — 1le/1+1/z+1/22+ 1 — 2. Quindi il
limite é: 1/2.

Siha (2% —2x+1)/(x+3) = (2*(1 =2/2+1/2?))/(x(1+3/x)) = 2(1 —2/x+1/2?)/
(1+3/z), dove (1 —2/x +1/2?) — 400 e (14 3/z) — 0. Quindi il limite ¢: +oo.

Il limite é: 0.
Il limite &: 3/2.

Si applica la definizione di limite: se > M si ha |sinz/x| < 1/|z| < 1/M =€ se
M = 1/e. Quindi il limite é: 0.

Il limite é: 0.
Si definisce t = 1/x, cosi che t — 0 per x — +oo. Quindi il limite é: 1.

Il limite & +o0se x — 0T e —cose x — 0.



o8

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.
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Il limite non esiste.

Moltiplicando e dividendo per /1 + x + /1 — z la funzione diventa 2z /(xv/1 + = +
V1—2)=2/(V1+z++1—1), dove V1+x++/1—2x— 2. Quindi il limite ¢: 1.

Moltiplicando e dividendo per (1++/1 — z) si trova (1—v1 —z) = (1—v/1 —2)(1+
Vi—-z)/1+vV1-2)=(1-(1-2)/1++v1—-2)=2z/(1++1—z).Dividendo
per z si ottiene (1 — /1 —x)/z =1/(1+ /1 — z). Quindi il limite ¢é: 1/2.

Si scrive la funzione

x? > d(x+2)—aP(x+1) 7 B x?
1 z+2 1 2 T 22 2 3 2Y)’
r+1 z+ (z+1)(z+2) r? + 3z + x2<1+_+_2>
T X

dove 1+ 3/z + 2/2* — 1. Quindi il limite é: 1.

Si applicano le formule di addizione per scrivere sin(x+m) = sinx cos m+cos x sinm =
—sinz e si usa il limite notevole Bl di §5.61 Quindi il limite é: —1.

Per le formula di addizione si ha cos(x + 7/2) = cosx cos(m/2) — sinzsin(n/2) =
— sin x, quindi si scrive —z sinz/(cosz—1) = (2?/(1—cos z))(sinz/z) e si applicano
i limiti notevoli Bl e [ di §5.61 Il limite ¢ quindi: 2.

Moltiplicando e dividendo per (/1 + sinz + /1 — sinx) si trova

V14sinz — /1 —sinz 1+sinx —1+sine
sin x  sinz(v/I+sinz++1—sinz)

dove v/1 +sinz + /1 —sinxz — 2 per x — 0. Quindi il limite ¢: 1.

Sia ha V12 4+ 2r —x = (Va2 + 2z — 2) (V22 + 2z + ) /a2 + 2z + 2) = (2% + 22 —

22)/(z(\/1+2/z+1)) =2/(1 + /14 2/z), dove si & usato che Vz2 = |z| = x per

x > 0. Poiché 1+ 2/x — 1 per x — +o0, il limite &: 1.

Il limite e: 1.

Utilizzando due volte le formule di addizione, si ha cosz = cos(z/2 + 2/2) =

cos?(r/2) — sin®(z/2) = 1 — 2sin*(x/2) = sin(7 cosx) = sin(7 — 27 sin®(z/2)) =

sin 7 cos(27 sin®(z/2)) + cos 7 sin(27 sin?(2/2)) = sin(27 sin®*(z/2)). Si ha dunque
lim ' ~ tm sin(27r'si;12(x/2)) 2m sin?(z/2) _ :172/4
z—0 xsinx =0 2msin®(x/2) (x/2)? xrsinx

sin (7 cos x)

—=1-(27)-

o | =

Quindi il limite é: 7/2.



§) Funzioni continue

6.1 Definizione ed esempi

Osservazione: ogni limite in cui z tende a un valore finito xy si puo ricondurre a un limite
in cui la variabile tende a 0. Infatti se x+ — 1z allora si puo porre z = xg + Ax, con
Az — 0. Quindi, se vogliamo studiare il limite di f(x) per  — 0, possiamo scrivere tale
limite come
lim f(z) = lim f(zq+ Az).
T—x0 Ax—0
Esempi:
1. lim1/z =1lim1/(t + 1);
z—1 t—0
2. lim sinz = }/im sin(r/4+1t) = %ir%(sin(ﬂ/él) cost + cos(m/4)sint) = %in(l)(sin(ﬂ/él) cost)+

z—7/4 —

%irr(l](cos(ﬂ/él) sint) = sin(w/4) - 1 + cos(w/4) - 0 = sin(7/4) = 1/v/2.
Definizione 6.1. Sia f : I — R e sta xg € [. La funzione si dice continua in z( se

lim f(z) = Alililof(xo + Az) = f(xo).

T—To
La funzione si dice continua in I se e continua in ogni x € 1.
Esempi:
1. f(x) =22, f(x) =2", f(z) =sinz, f(z) = cosz, f(x) = e sono continue in R.
2. f(x) =a” & continua in R. f(x)=log,z & continua in {x € R:z >0} =R, \ {0}.
3. /7 & continua in R.
4. f(x) =1/z, f(x) =1/z™ sono continue in R\ {0}.
5. Piu in generale tutte le funzioni elementari principali sono continue nel loro dominio.

6. f(x) = |x| é continua in R.

59
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Osservazioni:

1. Ricordando la definizione di limite in §5.2 diremo quindi che & una funzione f(x) ¢é
continua in xy se Ve > 0 30 > 0 tale che se |x — x| < § allora |f(z) — f(x0)| < €.
In particolare non serve |z — xo| > 0 perché in z =z si ha 0 = | f(z) — f(x0)| < e.

2. Intuitivamente, una funzione f é continua in un intervallo chiuso I se si puo tracciare
il suo grafico {(x, f(z)) € R?: x € I} “senza staccare la penna dal foglio”.

3. Usando le formule di addizione si verifica immediatamente che le funzioni sinz e
cos x sono continue. Infatti

lim sinz = lim sin(zg + Az) = lim (sin To - cos Ax + cos g - Sin Ax)
Az—0 Ax—0

T—x0
=ginxg- lim cos Ax + coszg - lim sin Ax =sinzg - 1+ cosxg - 0 = sin xg,
Az—0 Az—0
lim cosz = lim cos(xg + Az) = lim (cos To - cos Ax — sin g - sin Am)
T—T0 Axz—0 Az—0

=cosxp- lim cos Ax —sinzg - lim sin Ax = coszg -1 —sinzg - 0 = cos xg.

z—0 Axz—0

4. Un’altra funzione di cui si verifica immediatamente la continuita ¢ 2", con n € IN.
Infatti, scrivendo x = g + Ax, si ha

n

2" = (o + Ax)" =Y (Z) zo(Ax)" ",

o k=0
quindi

T—x0 z—0

. n ) n " /n ) e n\ o, n

perché tutti i termini della somma tendono a zero tranne quello con k = n.

6.2 Proprieta delle funzioni continue
Dalla Definizione di continuita seguono facilmente le seguenti proprieta.

1. f:I—-Reg:I— Rsono continue in g € I = f + g ¢ continua in x;.
2. f:I —-Reg:I— R sono continue in zyp € I = f - g ¢ continua in x.
3. f: I —Reg:I— R sono continue in xy € I e g(zg) # 0 = f/g & continua in z.

4. f:J—=Reg: 1 — Jsono continue in g(zg) € J e in xy € I, rispettivamente —-
f og é continua in xg.
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Osservazioni:

1. Per la proprieta [l ogni polinomio in x & continuo su tutto ’asse reale.

2. Per la proprieta 3] la funzione tgx ¢ continua in ogni z( in cui cos zy # 0. Analoga-
mente la funzione cotg z ¢ continua in ogni x in cui sinxy # 0.

Calcolo di limiti usando la continuita:

1 3z
1. lim <1 + —) )
r—-+00 €T

6. iii%sin(sin z2).
Soluzioni.

1. Il limite é&: e”.

2. Il limite é: e

3. Il limite &: e”.

4. T1 limite ¢: limg_oln(1 4 )% = Inlim, .o(1 + 2)"/* = Ine = 1.

5. Ponlamoy =e* -1 = ¢e¢"=14y=z=mIn(l1+y) = (¢ —1)/z =y/In(l +y) =
1/((1/y)In(1 + y)). Inoltre y — 0 quando z — 0 = lim,_o(1/y)In(1 +y) =1
lim, ,o(e* —1)/z = 1.

6. Il limite &: 0.

6.3 Funzioni discontinue

Definizione 6.2. Una funzione f si dice discontinua in xy se non é continua in xg, i.e.
se si verifica una delle sequenti condizioni:

1. la funzione f non é definita in xo;
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2. il limite per v — xo di f(x) non esiste o é infinito;

3. Flim f(z) = ¢, ma l # f(xg).

T—x0
4. 3 lim+f(:c) =Ly e lim f(x)=(_, maly #{_.
CC—?Z'O Z'—)CCO
Esempi:

1. la funzione f(z) = (2% +x — 2)/(z — 1) studiata nell’esempio [ a pag. B7 di §5.3 non &
definita in x = 1 e il limite di f(z) per x — 1 esiste e vale 3;

2. la funzione considerata nell’esempio 0l di §5.3 a pag. B8 non ¢ definita in z = 0 e il limite
destro e sinistro di f(z) per x — 0 valgono 1 e —1, rispettivamente;

3. f(z) = 1/x non ¢ definita in = 0 e il limite di f(z) per x — 0 non esiste: esistono il
limite destro (+00) e il limite sinistro (—oo) e sono diversi;

4. f(x) = 1/2% non & definita in = = 0 e il limite di f(z) per z — 0 vale infinito;

5. f(z) = 3'/* ¢ discontinua in z = 0 perché lim+ f(z)=4occe lim f(z)=0;
z—0 z—0~

6. f(z) = z/|z| & discontinua in z = 0 perché lim+ fz)=41e lim f(x)=—1;
z—0 z—0~
7. f(xz) = cos(1/x) ¢ discontinua in x = 0 perché non esiste lim0 f(x).
r—

8. f(z) =a? perx < 1, f(x) = 0 per x = 1, f(x) = 2 per z > 1 ¢ discontinua in = = 1:
diventa continua se si pone f(1) = 1.

Osservazione: a volte una discontinuita & eliminabile. Per esempio nei casi [1l e [ la
discontinuita ¢ eliminabile ponendo f(1) = 3 nel primo caso ¢ f(1) = 1 nel secondo. La
discontinuita non e mai eliminabile se il limite destro e il limite sinistro sono diversi.

Definizione 6.3. Un punto xy st dice punto di discontinuita di prima specie per f se il
limite destro e il limite sinistro sono diversi. Ogni punto di discontinuita non eliminabile
che non sita di prima specie si dice punto di discontinuita di seconda specie o punto di
discontinuita essenziale.

6.4 Teoremi sulle funzioni continue

Teorema 6.4. Sia f una funzione continua nell’intervallo chiuso [a,b]. Allora 31, x5 €
[a,b] tali che f(xq) > f(x) e f(x2) < f(x) Va € [a,b].

Osservazioni:

1. Il teorema ¢ noto come teorema di Weierstrass.. La sua dimostrazione é non banale.
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2. 11 punto z; si chiama punto di massimo assoluto e il valore M := f(x1) si dice
massimo assoluto della funzione f. Il punto x si chiama punto di minimo assoluto
e il valore m := f(z3) si dice minimo assoluto della funzione f. Scriveremo allora:

M := max f(x), m = min f(x).

z€|a,b] z€[a,b]

3. E fondamentale che l'intervallo sia chiuso: f(r) = x e f(x) = 1/z, per € (0,1)
non hanno né massimo né minimo assoluto.

4. Tl massimo di una funzione, se esiste, & unico, ma il punto di massimo di una funzione
non ¢ necessariamente unico (esempio: sin z ha infiniti punti di massimo sulla retta).
Analoghe considerazioni valgono per il minimo.

Teorema 6.5. Sia f una funzione continua in [a,b] e siano M e m il suo massimo
assoluto e il suo minimo assoluto, rispettivamente. Allora Ve € [m, M] 3% € [a,b] tale che

f(z)=c.

Teorema 6.6. f: I — R ¢ continua in g € I e f(xg) #0 = 3 un intorno di xo in cui
f(z) ha lo stesso segno di f(xg).

Dimostrazione. Sia { = f(x¢) = lim,_,, f(x). Per definizione di limite, Ve > 0 36 > 0
tale che per |z — x| < dsihal—e < f(x) <l+¢e. Se l >0, si sceglie ¢ = £/2 e si trova
fx) >0 —e=1/2>0;sel <0, sisceglie c = —(/2 e si trova f(z) < l{+e < /2 <.
Quindi f(x) ha il segno di ¢ in un intorno di . u

Osservazione: il teorema ¢ noto come teorema della permanenza del segno.

Teorema 6.7. f: I — R é continua in o € I € f(xg) > L = 3 un intorno di xy in
cui f(x) rimane maggiore di L.

Dimostrazione. Se si definisce g(z) = f(z) — L si ha g(zo) = 0: si puo allora applicare il
Teorema [6.0] e concludere che in un intorno di zy si ha g(x) = f(z) — L > 0. n

Osservazione: il teorema é una generalizzazione del Teorema[6.6l a cui si riduce per L = 0.

Teorema 6.8. Sia f una funzione continua in [a,b] e sia f(a) < 0 e f(b) > 0. Allora
3z € [a,b] tale che f(z) = 0.

Dimostrazione. Sotto le ipotesi del teorema si ha f(a) < 0 < f(b). Inoltre, per definizione
di massimo e di minimo, si ha m < f(x) < M Va € [a,b]: in particolare m < f(a) e
f(b) < M. Quindi si ottiene m < f(a) < 0 < f(b) < M. Poiché¢ dunque 0 € [m, M] si
puo applicare il Teorema [6.0] e concludere che esiste = € [a, b] tale che f(z) = 0. u

Osservazione: il teorema ¢ noto come teorema degli zeri di una funzione continua.
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Teorema 6.9. Sia f una funzione continua in [a,b] e sia f(a) > 0 e f(b) < 0. Allora
3z € [a,b] tale che f(z) = 0.

Dimostrazione. Si ragiona come per il Teorema [

Teorema 6.10. Se f ¢ continua e invertibile allora la sua inversa f=' & continua.

6.5 Infinitesimi

Definizione 6.11. Si dice che una funzione f(x) é un infinitesimo per z — xy se
lim, ., f(x) = 0. Analogamente si dice che una funzione f(x) é un infinitesimo per
xr — 400 (risp. © — —o0) se lim, o f(z) =0 (risp. lim,—,_ f(z) =0).

Nel seguito consideriamo infinitesimi e indichiamo i limiti con lim, intendendo che

lim = lim se le funzioni sono infinitesimi per + — x(, per qualche z( finito, o lim = lim
T—T0 T— 400
(risp. lim = lim ) se le funzioni sono infinitesimi per  — +o0 (risp. © — —00).
r——0Q0

Definizione 6.12. Due infinitesimi f(x) e g(z) si dicono infinitesimi dello stesso ordine
se lim f(z)/g(x) = £, con { finito.

Definizione 6.13. Dati due infinitesimi f(x) e g(x) diremo che f(x) é un infinitesimo
di ordine superiore rispetto a g(x), ovvero che g(x) é un infinitesimo di ordine inferiore
rispetto a f(x), se im f(x)/g(x) =0 (e, di consequenza, lim g(x)/f(x) = 00).

Definizione 6.14. Un infinitesimo f(x) si dice infinitesimo di ordine k rispetto
all’infinitesimo g(z) se f(z) e (g(x))* sono infinitesimi dello stesso ordine.
Esempi:
1. Le funzioni z, sin z, tgx sono infinitesimi dello stesso ordine per  — 0
2. La funzione f(x) =e” — 1 ¢ un infinitesimo di ordine 1 rispetto a z per z — 0.
. La funzione f(z) = cosz — 1 ¢ un infinitesimo di ordine 2 rispetto a « per  — 0.
( 1
(

)
3 )
4. La funzione f(x) n(1 + ) é un infinitesimo di ordine 1 rispetto a x per z — 0.
)

5. La funzione f(x) = 2™, con n € IN, é un infinitesimo di ordine n rispetto a x per z — 0.

6. La funzione ¢=* ¢ un infinitesimo di ordine superiore a =% per x — 400, per ogni a > 1
e per ogni o > 0.

7. La funzione 1/log, xz & un infinitesimo di ordine inferiore a = per & — 400, per ogni
a>0,a+#1,eperogni a>0.

8. Se 1>a>b>0 la funzione a” é un infinitesimo di ordine inferiore a b* per x — 4o00.
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6.6 Esercizi

1— cos(e® — 1
1 lim A cose” =D
x—0 3x

o o Inv142
2. lim ————.

x—0 €x

_ 2
3 lim —*— 1

r—1 e3(1‘—1)2 -1 '

. 2Psing
lim —————
z—0log(1 + x)

1
, con a > 0.

T 250 x

2+ 3\
7. lim ( ) .
:E—1>+oo 72 +2

1 —si 2
8. lim (L= Smo)”
e—m/2 (x — m/2)3 cosx

n

. x
9. lim
x—1  —

1,connelN.

10. lim sin(arctgx).

T——+00
e —1—z
z—0 Sin x
2x T+sinx
. e —e
12. lim
x—0 x
Soluzioni:

1. Siscrive (1—cos(e®*—1))/3z = [(1—cos(e” —1))/(e* —1)%]-[(e” —1)?/z?] - (*/3z) —
(1/2) - 1-0 (si ¢ tenuto conto del limite [ di pagina 53] e del limite Bl di pag. [G1]).
Quindi il limite é: 0.

2. Siscrive Iny/1+ 2 = (1/2) In(1+4x) e si tiene conto del limite @ di paginal6ll Quindi
il limite é&: 1/2.

3. Il limite ¢: 1/3.
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10.

11.

12.

CAPITOLO 6. FUNZIONI CONTINUE

. Il limite ¢&: 0.

Si ragiona come per il limite [ di pag. [61]), usando il fatto che log, x = log,e-Inx e
log, e =1/Ina. Quindi il limite é: Ina.

Scrivendo 4% — 2% = 4% — 1 + 1 — 2% si ottiene

R o4t =1 . 1=2"
lim = lim + lim
z—0 €x z—0 x z—0

=n4—In2=2In2—-1In2,

quindi il limite é: In 2.

a0 (02"
T4+ 2

2\ 2\ 22/2\ 1/’
(1+ ) ((+2) )

quindi, utilizzando i risultati di §5.7], si trova che il limite é: 1.

Si serive

Si puo riscrivere il limite come

fim (1 —sin(r/2 + Ax))* lim (1 — cos(Ax))?
Az—0 (Ax)3cos(m/2+ Az ar—0 (Az)3sin(Az)’

avendo usato le formula di addizione di pag. B0l Quindi, tenendo conto dei limiti
e[l di §5.6 si trova che il limite &: —1/4.

k

k=0

. Siscrive 2" = (1+1)" = Z (n) t* dove t — 0. Quindi il limite é&: n.

Si usa il fatto che lim arctgz = 7/2 e la continuita di sinz. Quindi il limite é: 1.
r—+00

Si scrive il numeratore e?* — /1 — 2 = e*® — 1 +1 — /1 — z, quindi si riscrive la
funzione come

e — 1—:E_e2””—1+1—\/1—x_(ezw—l_l_l—\/l—x) x

sin sin sin x x sinx’

Si usano allora il limite B di pag. B3] V'esercizio I3 di §5.7 e il limite Bl di pag.
Quindi il limite &: 5/2.

Si puo scrivere la funzione come

xT

e (1 — esmx_x) by 1— €T ging — g T (Sin:E 1)
= e . " . = e . - . —
T sinz —x x sinr —x x

e, usando il fatto che

_ .1 —esina—e . /sinz
lim e** =1, lim —— =1, hm( — 1) =0,
z—0 z—0 sinx — 1 =0\ T

si trova che il limite é: 0.



7 Funzioni derivabili

7.1 Definizione

Sia f : I — R esiaxg € I. Definiamo Af = f(xo+ Ax)— f(x¢) e consideriamo il rapporto

incrementale
Af _ flwo+ Az) — f(ao)
Az Ax ’
Definizione 7.1. La funzione f si dice derivabile in xq se esiste finito il limite
Af L flwo+ Ax) — f(xo)
AI}UIEO Ar Alu}cril() Ax '

Se questo succede il limite si chiama derivata di f in x¢ e si indica con f'(xg) 0 = (xo).

dz

Diremo che f & derivabile in I se & derivabile in ogni x €1.

Se f: I — R ¢ derivabile in I, si puo definire la funzione derivata f': 1 — R.

5. f(z)=a" = f(x) =na""?
6. fla)= 1 = flla) =

T @)= = @) =2
8. f@) = = fl@)=—r

67
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1 n

9. fl2) =7 = f(&) = —— 57

10. f(x)=2% ke Z = f'(z) = ka* L.
11. f(z) =sinz = f'(z) = cos.

12. f(z) = cosz = f'(z) = —sinz.

13. f(z) = e® = f'(z) = "

4. f(z) =z = f'(z) =1/z.

Dimostrazione.
1. Af=0.
2. Af =Aum.

3. Af = Az (2z + Az).
4. Af = Az (322 + 3zAz + (Az)?).

5. Per la formula del binomio si ha Af = Az(nz" ! + v(Az)), dove Alimoy(A:E) = 0.

6. Af = —Azx/(z(x + Ax)).
7. Af = —Ax(2x + Az) /(22 (x + Ax)?).
8. Af = —Az(322 + 3xAx + (Ax)?)/(23(z + Ax)?).

9. Af = —((z+Azx)" —2")/(z"(x + Az)") = —naz" ' Az(1 + a(Az))/2** (1 + B(Ax)), dove
a(Ax), B(Az) — 0 per Az — 0.

10. Unendo le[ble

11. sin(z + Az) — sinz = sinz(cos Az — 1) + cosxsin Az, dove (cosAx — 1)/Az — 0 e
sin Ax/Ax — 1 per Az — 0.

12. cos(x + Ax) — cosz = cosxz(cos Az — 1) — sinzsin Az, dove (cos Az — 1)/Ax — 0 e
sin Az/Azxz — 1 per Az — 0.

13. Af =e®(e”? — 1) e si usa il limite [l di pagina

14. Af =In(z + Az) —Inz = In(1 + Az/z) = Af/Az = (1/2)In(1 + Az/x)*/A% ¢ si usa il
limite [ di pagina [611
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7.2 Proprieta della derivata

Teorema 7.2. f: 1 — R ¢ derivabile in xg € I = f continua in x = xy.

Dimostrazione. f derivabile in o = 3 il limite f'(zo) = lim,_,, Af/Az, dove Af =
f(xo + Ax) — f(x0). Quindi Af — 0 per Az — 0 = lima,_o(f(zo + Azx) — f(2)) =0
= lima,—o f(z0 + Az) = f(x0) e quindi f ¢ continua in x. u

Interpretazione grafica della derivata: ved. Figura [Tl Se xo + Az = 7 si ha (f(x1) —
f(z0))/(x1—z0) = tg e, dove p & angolo che la retta passante per i punti Py = (o, f(x0))
e P, = (z1, f(z1)) forma con l'asse x. Per P| — P lungo il grafico, la retta tende alla
retta tangente al grafico in Py e ¢ — a, se a & 'angolo che la retta tangente forma con
l'asse x. Quindi f'(z¢) = tga: la funzione f & derivabile in zg se la curva individuata dal
grafico y = f(z) ammette retta tangente nel punto (zo, f(zo)).

f($1) ) /

fag) e e

\

i) I
Figura 7.1: Significato geometrico della derivata.

Osservazioni:

1. La funzione f(z) = |z| non ¢ derivabile in x = 0. Per x # 0 la funzione ¢ derivabile
esiha f/(z) =1perxz>0e f'(x) = —1 per z <0.

2. Se f(x) ¢ una funzione pari, allora f’(x) ¢ dispari. Analogamente se f(x) ¢ dispari,
allora la sua derivata f'(z) é pari.

3. L’equazione della retta tangente al grafico di f(z) nel punto z ha equazione

y = f(xo) + f'(z0) (x — 20).

Infatti tale retta deve avere equazione y = y(z) = ax + b, per a e b opportuni
(cfr. 8§3.3). D’altra parte a = f’(xy) per quanto visto sopra e inoltre y(xg) =
axo+b = f(xy), da cui si ottiene b = f(zg) —azxg = f(xo) — f'(x0) 0. Quindi risulta

y(x) = f'(wo) x + f(x0) — f'(w0) 20 = f(20) + f'(0) (7 — 70)



70 CAPITOLO 7. FUNZIONI DERIVABILI

Valgono le seguenti regole di derivazione:

f(x), dove ¢ € R ¢ una costante = ¢'(z) = ¢ f'(x).
+yg(x) = W(z) = f(x) + 4 (2).

~g(x) = W(x) = f'(x) - g(x) + () - g'(2).

—_
<

—~
8

~
I
o

@, oy £ @) = f@)g (@)
Dimostrazione:
1. Ag=cAf;

2. Ah=Af+ Ag;

3. Ah = f(z+Az)g(z+Ax)— f(2)g(z) = flz+Az)g(z+Az)— f(z+Ax)g(z)+ f(z+

Az)g(x) — f(x)g(x) = f(x+ Az) (g(x + Az) — g(2)) + (f (z + Ax) — f(2)) g(z) =
flx 4+ Ax)Ag + g(z)Af, dove f(x + Ax) — f(z) per Az — 0.

4. Ah = f(a+Ax)/g(z+Ax)=[(2)/g(x) = (f(z+Ax)g(z) = f(x)g(x+Az))/g(z)g(x+
Az), dove f(x+Ax)g(x) = f(x)g(x+ Ar) = f(x+Ax)g(x) - f(x)g(x) + f(x)g(x) —
f@)g(a + Ax) = (f(x + Aw) = f(x)) 9(x) — f(2) (9(z + Az) —g(x)) = Af g(z) —
A(g)f(x), zuindi Ah=Af/g(x+ Azx) —Ag f(z)/g(z)g(z + Ax), dove g(x + Azx) —
g(x) per Az — 0.

= 2% cosx = f'(x) = 2w cosz — x?sin .

r) = 2?/sine = f'(x) = (2xsinz — x2 cos x)/sin® z.

Soluzioni:
1. Si usa la regola di derivazione Bl
2. Si usa la regola di derivazione [
3. Si usa la regola di derivazione [ per tgx = sinz/ cos x.
4. Si usa la regola di derivazione [ per cotg z = cosxz/sinx.
5

. Si usa la regola di derivazione [l
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7.3 Derivata di una funzione composta

Teorema 7.3. Se h(z) = fog(x) = f(g(x)) allora b'(x) = f'(g(x)) ¢'(z).

Dimostrazione. Si ha

Ah_ flg(z+ Ax)) = fg(x)) _ flg(e + Ax)) — fg(x))  g(z+ Ax) — g(z)

Ax Ax  gla+ Az) — g(w) Az ’

dove g(z + Az) = u + Au, dove u = g(x) e Au — 0 quando Az — 0. Quindi si ottiene

Ah flutAu) = f(u) g(z+ Az) —g(z)

Az Au Az ’
dove
o flut Au) = flw) o flut Au) = fw) 0
Alglﬂ]rgo Au = Alirilo Au = ['(u) = f'(g9(x)),
_gle+Ax) —g(z)
Alu}clilo Ax = 9(®),
che completa la dimostrazione. ]

Osservazione: alla luce del Teorema [.3] la proprieta M di §7.3 si puo anche dimostrare a
partire dalla Bl considerando f(x)/g(x) come prodotto delle due funzioni f(z) e 1/g(z) e
utilizzando il fatto che la derivata di 1/g(z) ¢ —g'(x)/(g(x))>.

Esempi:

1. f(z) =sinz? = f'(z) = 2x cos %

2z

2 f@)=m1+s*) = f(2) = T3

3. f(z) = = f(z) = 2we™;
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Soluzioni:

1. Si applica il Teorema
2. Si applica il Teorema
3. Si applica il Teorema

4. Si applica il Teorema

[e3

5. Si scrive z® = " = e®In% ¢ gi applica il Teorema
6. Si scrive a® = ™" =M% ¢ i applica il Teorema [73
7. Si scrive % = e®* = ¢®1"7 ¢ i applica il Teorema [73

8. Si utilizza osservazione [ di §7.2 e si applica il Teorema (alternativamente si scrive
In|z| =Inx per z > 0 e In|z| = In(—xz) per z < 0).

7.4 Derivata della funzione inversa

Teorema 7.4. Se f: I — J é deriwabile e invertibile e g : J — I ¢é la sua inversa allora

g'(x) =1/f"(g(x)).

Dimostrazione. Siha f(g(x)) = z, quindi derivando rispetto a x, si ottiene, per il teorema

di derivazione della funzione composta, f'(g(x))g'(z) =1 = ¢'(z) = 1/f(g9(z)). ]
Esempi:
1. g(z) = arcsinz = ¢/(v) = L
i ST
1
2. g(x) = arccosr = ¢'(v) = ———;
e O
1
3. g(z) = arctgr = ¢'(x) = 152
, 1
4. g(x) = arccotgr = ¢'(x) = i

Soluzioni (cfr. Figura 2 per le funzioni arcsinz e arccos x):

1. Si ha —7/2 < arcsinz < 7/2, quindi cos(arcsinz) = \/cos?(arcsinz) = V1 — 22.

2. Si ha 0 < arccosz < 7, quindi sin(arccos ) = 4/sin’(arccos z) = v/1 — 22.

1 ?(arct in? (arct
3. Si ha =& (arctg z) + sin (arct ) =1+ tg?(arctgz) = 1 + 22
cos?(arctg x) cos?(arctg x)




7.5. DERIVATE DI ORDINE QUALSIASI 73

4. Si ragiona come nel caso precedente partendo da 1/sin?(arctcotg ).

Osservazioni:

1. Poiché¢ f(x) = e ha derivata f'(x) = e”, se consideriamo g(x) = f~'(x) = Inz si ha
g(z) =1/f(Inx) = 1/e"™* = 1/z, consistentemente con la derivata [4 di pag.

2. Viceversa, poiché f(x) = Inz ha derivata f'(z) = 1/z, se consideriamo g(x) =

f~Yz) = e, si ha ¢'(x) = 1/f'(e*) = 1/(1/e®) = e, consistentemente con la
derivata [13] di pag.

7.5 Derivate di ordine qualsiasi

Sia f(z) una funzione derivabile. Se la sua derivata f’(z) ¢ a sua volta derivabile indi-
chiamo con f”(x) la sua derivata, che chiameremo derivata seconda di f(x).

Esempi:
1. f(z) =2% = f'(z) = 32> = f"(z) = 6u;
2. f(z) = sine = f'(x) = cosz = f"(z) = — sinx;
3. f(z)=¢" = f'(z) =" = f"(x) = e";
4. flz) =" = fl(z) = 22¢®" = f"(x) = 2% + 422"
5. f@)=lnr = fr) = - = ['(x) =~

Se f"(x) & a sua volta derivabile possiamo considerare la derivata terza di f, che
indicheremo con f”(z), e cosi via. In generale indicheremo con f(™ (x) la derivata n-esima

di f(x), dove fO(z) = f(x), fV(z) = f'(x), [P (2) = f(z) e fO(x) = f"(2).
Esempi:

L flx) =2 = ["(2) =6 = [fW(z) =0

2. f(z) =¢® = fM(z) =e® Vn € N.

3. fz)=a", neN= f(z) =nl

(n+p)!
n!

4. f@)=a " neN = fP(z)=(-1)P x "PVp > 0.

Definizione 7.5. Una funzione f : I — R st dice di classe C™ in I se é derivabile n volte
e la derivata di ordine n e continua.
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Osservazioni:

1.
2.

Un funzione derivabile infinite volte si dice di classe C°.

Dire che una funzione ¢é di classe C™ vuol dire che & derivabile almeno n volte, ma
puo ammettere anche derivate di ordine piu alto: per esempio una funzione di classe
C ¢ anche di classe C™ per ogni n € N.

. Valgono le relazioni di inclusione C"™ C C™ Vn € IN.

7.6 Esercizi

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

. Si calcoli la derivata di f(z) =14z + 2* + 2% + 2.

x? + a3

Si calcoli la derivata di f(z) = Ti2
x

Si calcoli la derivata di f(x) = sinz cos .

Si calcoli la derivata di f(x) = arctg 1 i_ !

Si calcoli la derivata di f(z) = In ‘gji’

Si calcoli la derivata di f(z) = coslnz.

Si calcoli la derivata di f(z) = arcsin In 2.
Si calcoli la derivata di f(z) = 22,

Si calcoli la derivata di f(z) =

Si calcoli la derivata di f(z) = 27" 13,

Si calcoli la derivata di f(z) = (x + /z)/.

Si calcoli la derivata di f(x) = cos(cos(Inx)).
Si calcoli la derivata di f(z) = In(sin(4 + z%)).
Si calcoli la derivata di f(z) = arctg((1 + 2%/3)/?).

Si determini dove la funzione x|z| ¢ derivabile e se na calcoli la derivata ove possibile.

Si determini dove la funzione |x — 1|(1 + x) ¢ derivabile e se ne calcoli la derivata
ove possibile.
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17. Si determini dove la funzione |22 — 23| ¢ derivabile e se ne calcoli la derivata ove
possibile.

18. Si determini dove la funzione |sinz| ¢ derivabile e se na calcoli la derivata ove
possibile.
CZ‘

19. Si calcoli la derivata di f(z) =€ .

20. Si calceoli la derivata di f(z) = In(In(lnx)).

Soluzioni:
1. Siha f'(z) =1+ 2z + 32% + 423,

2 3
2. Si haf’(x)::E( 3zt

(14 22)2
3. Siha f'(z) = cos 2.
4 Siha fi(z) = ——
: a f(@) =1
5. Si ha f’(:)s)—L
' 64— a2
in(l
6. Siha f(x) = —Sm{nz),
x
2

7. Siha f'(z) = T

8. Siha f/'(z) = 2*™%Inz (2 + Inx).
9. Si ha f'(z) = 2" T L (1 + zlnz + z(lnz)?).

10. Siha f/(x) = 27°+3% (3 4 22) In 2.

1
1+ =
11. Siha f'(z) = 3(:)5—|-—?/\§)2/3

1. Siha f(z) = sin(cos(Inz)) sin(lna:).

X

13. Si ha f'(x) = 32cotg(4 + x%).
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Si ha f'(z) = ! :
3x1/3m(2 + 22/3)

La funzione ¢ sicuramente derivabile per x # 0: si ha f'(z) = 2z per z > 0 e

f'(x)=—2x per x<0. Per discutere la derivabilita in x = 0 si confrontano derivata
destra e derivata sinistra e, notando che

lim f'(z) = lim f'(z) =0,

z—01 z—0—
si conclude che la funzione ¢é derivabile anche in z = 0.

La funzione ¢ sicuramente derivabile per x # 1: si ha f'(z) = 2z per z > 1 e
f'(x)=—2x per x<1. Poiché

lim f(z) =2# —2= lim f'(x),

r—1+ r—1—
la funzione non ¢ derivabile in « = 1.

La funzione ¢ derivabile per x # 1: siha f'(z) = 32?—2z per z > le f'(z) = 2v—3x?
per x < 1. Non ¢ invece derivabile in # = 0 perché

lim f'(x)=1%# —1= lim f'(z).

r—1t z—1—

La funzione ¢ derivabile per = # km Vk € Z: si ha inoltre f’(z) = cosx per

T € U (2km, 2k + 1)) e f'(x) = —cosx per x € U ((2k + 1)m, (2k + 1)m).
keZ keZ

Si ha f(z) = e e

. ! — 1
Si ha f'(z) = z(lnz)(In(lnz))’




8 Teoremi sulle funzioni derivabili

8.1 Teoremi di Rolle, Lagrange e Cauchy

Teorema 8.1. (1) f é continua in [a,b] e derivabile in (a,b) e (2) f(a) = f(b) =0 =
de € (a,b) tale che f'(c) = 0.

Osservazioni:
1. Il teorema ¢ noto come teorema di Rolle.

2. 1l significato geometrico del teorema ¢ il seguente (cfr. la FiguraRBIl): esiste almeno
un punto ¢ € (a,b) in cui la retta tangente al grafico é parallela all’asse x.

f(x)

Figura 8.1: Significato geometrico del teorema di Rolle.
3. Se la derivata non esiste ovunque in (a, b) il risultato non vale: per esempio f(x) =
|z| — 1, per z € [—1,1].

Teorema 8.2. (1) f ¢ continua in [a,b] e deriabile in (a,b) e (2) f(a) = f(b) =
de € (a,b) tale che f'(c) = 0.

Dimostrazione. Si applica il Teorema alla funzione g(z) = f(z) — f(a), notando che
g(a) = g(b) =0 e g'(x) = f'(x). =

7
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Teorema 8.3. f ¢ continua in [a,b] e derivabile in (a,b) = 3¢ € (a,b) tale che f(b) —

fla) = f'(c) (b—a).

Dimostrazione. Definiamo m = (f(b) — f(a))/(b — a) e consideriamo la funzione h(z) =
f(z)— f(a) —m(x —a). Allora h(b) = h(a ) = 0 e per il Teorema Bl esiste ¢ € (a,b) tale
che h'(c) = 0. D’altra parte h'(x) = f'(z) —m, quindi f'(c) = m. n

Osservazioni:

1. Il teorema ¢ noto come teorema di Lagrange.

2. Il significato geometrico del teorema ¢ il seguente (cfr. la Figura82]). Sia ¢ I’angolo
che il segmento che unisce i punti P, = ((a, f(a)) e P = (b, (f(b)) forma con I’asse
x, cosi che tgp = (f(b) — f(a))/(b— a): allora esiste almeno un punto ¢ € (a,b) in
cui si ha f'(¢) = tgp, ovvero in cui la retta tangente al grafico forma un angolo ¢
con l'asse z.

Figura 8.2: Significato geometrico del teorema di Lagrange.

Teorema 8.4. (1) f e g sono continue in [a,b]

a,b] e derivabili in (a,b) e (2) ¢'(x) # 0
Va € (a,b) = dc € (a,b) tale che (f(b) — f(a))/(g(b) —
/

g(a)) = f'(c)/g'(c).
Dimostrazione. Poniamo m = (f(b) — f(a))/(g(b) — g(a)) e consideriamo la funzione
a

(a
h(z) = f(z) — f(a) —m(g(x) — g(a)). Allora h(b) = h(a) = 0 e per il Teorema 1] esiste
¢ € (a,b) tale che h'(c) = 0. Poiché h'(x) = f'(x) —mg'(x), si ha f'(c) =mg'(c). u

Osservazioni:
1. Il teorema ¢ noto come teorema di Cauchy.

2. Si noti che sotto le ipotesi del teorema necessariamente g(a) # g(b) (altrimenti per
il Teorema [B1Isi avrebbe ¢'(c) = 0 per qualche ¢ € (a,b), contro l'ipotesi che ¢'(x)
non si annulla mai).
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3. Il Teorema B3 implica il Teorema [B.2] come caso particolare se f(b) = f(a).
4. 11 Teorema implica il Teorema come caso particolare, prendendo g(x) = x.

5. Se si applicasse il Teorema di Lagrange separatamente alle due funzioni f e g, si

troverebbe (f(b) — f(a))/(g(b) — g(a)) = f'(c1)/g'(c2), con due costanti ¢; e co
generalmente diverse, quindi non si puo dedurre il Teorema dal Teorema R3]

8.2 Forme indeterminate

Definizione 8.5. Siano f e g due funzioni definite in un intervallo I C R. Supponiamo

che esista xo € I tale che f(xo) = g(xo) = 0. Si dice allora che il limite lim /()

e g(x) e una

forma indeterminata.

Definizione 8.6. Siano f e g due funzioni definite in I C R. Supponiamo che esista
xo € I tale che lim f(z) e lim g(x) sono +o0o0 oppure —oco. Si dice allora che il limite
T—T0

lim f(@)

¢ una forma indeterminata.
z—zo ()

Definizione 8.7. Siano f e g due funzioni definite in un intervallo illimitato |a,+o0) di

R. Supponiamo che lim f(x)= lim g¢(z) =0. Si dice allora che il limite lim @)
r—-+00 r—-+00 r——400 g(x)

¢ una forma indeterminata.

Definizione 8.8. Siano f e g due funzioni definite in un intervallo illimitato [a,+00) di
R. Supponiamo che lirf f(z) e lirf g(x) sono +o00 oppure —oo Si dice allora che il

limite lim f(z)

¢ una forma indeterminata.
z—-+oo g()

Osservazioni:

1. Se la funzione f(x) ¢ definita in un intervallo (—oo, b], si possono dare definizioni
analoghe alle Definizioni 87 e B8] in cui il limite ¢ per z — —oo. Se le funzioni sono
definite in tutto R si possono considerare entrambi i limiti z — 400 e z — —o0.

2. Sono state considerate sopra forme indeterminate del tipo 0/0 0 co/oo (qui oo indica
+00). Esistono in linea di principio altre forme indeterminate: 0 - oo, 0°, 00?, 1.
Tuttavia tali forme sono tutte riconducibili a quelle gia viste. Infatti:

e 0-00=0/0
(se f(x) — 0 e g(x) — ooallora f(z)-g(x) = f(x)/(1/g(x)), con 1/g(x) — 0);
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° 00 — e0-1n0 —_ e0-oo
(se f(x) — 0 e g(z) — 0, con f(x) > 0, allora, data f(z)®), si considera
In f(2)¢*) = g(z)In f(2));

° OOO _ e0 Inoo _ e0-00
(se f(x) — oo e g(x) — 0, con f(z) > 0, allora, data f(z)9®), si considera

In f(2)"™) = g(z) In f(x));

o 1® = g ‘Inl _ eoo-O
(se f(z) — 1 e g(x) — oo, allora, data f(z)9®), si considera In f(z)9@®) =

g(x)In f(x)).

3. Se f(z) — 400 e g(x) — +o0 anche f(z)—g(x) ¢ una forma indeterminata. Analo-
gamente se f(z) — —oo e g(x) — —oo anche f(x)—g(x) & una forma indeterminata.
Tuttavia, in entrambi i casi, ci si pud sempre ricondurre ai casi gia trattati (si vedano
per esempio gli esercizi [QHIT] in §8.3)).

4. T Teoremi di de I'Hopital che verranno studiati in §8.3] forniscono un metodo
particolarmente efficiente per studiare forme indeterminate.

8.3 Teoremi di de I’Hopital

Teorema 8.9. (1) f e g continue in [a,b] e derivabili in (a,b), (2) 3xy € (a,b) tale che
f(xo) = g(x0) =0, (3) g(x), g'(x) # 0 in (a,b)\{zo} => se esiste il limite lim f'(x)/qg'(x)
allora esiste anche hm f(x)/g(x) = lim f'(x)/¢'(z).

Dimostrazione. Per il Teorema B4 (di Cauchy), per = € (a,b) \ {zo} si ha
@) @) = fw) 1)
g9(x)  g(x) —g(xo) (&)’

per £ compreso tra xg e x (£ € (zg,x) se x > wg, £ € (x,70) se © < xg). In particolare
& — xo per x — xp, quindi si trova

GO D (S N )
s g(@)  com g(E)  wor g(a)

da cui segue l'asserto. ]
Esempi:
1. lim Sy lim osT 1.
x—0 T z—0 1
5 1 In(1 + x) | 1/(1+a:): _
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et —1 et
3. lim =lim—=1
x—0 X z—0 1
. 1 —coszx . sinx
4. lim ——— = lim =0.
z—0 X z—0 1

Il Teorema si puo generalizzare nel modo seguente.

Teorema 8.10. (1) f e g continue in [a,b] e derivabili due volte in (a,b), (2) Jzo € (a,b)

tale che f(xg)=g(xo)=0 e f'(zo)=g (x0) =0, (3) g(x),q'(x),g"(x) # 0 in (a,b)\{xo} =

se esiste il limite lim f"(z)/g"(x) allora esiste anche lim f(x)/g(x) = lim f"(z)/q"(x).
T—xT(0 T—x0 T—T0

Dimostrazione. Applicando il Teorema 89 alle funzioni f’ e ¢ si trova lim, .., f'(z)/¢'(x)
= lim,_,, f"(z)/¢"(x), quindi esiste il limite lim,_.,, f'(z)/¢'(x). Possiamo quindi riap-

plicare il Teorema alle funzioni f e g e si ottiene 'asserto. [ ]
Esempi:
. 1 —coszx sinx . cosT 1
1. lim 5 = lim =1 ==
z—0 T z—0 2T z—0 2 2
et —1—zx et —1 e 1
2 1. = 1 pr— 1 _—= -
:cli% x2 :cl—>0 2x z—0 2 2
T _ ] _ T _ 1 T
3 lime— % — lim & — lim —— = 1.
z—0 1 —cosx rz—0 sinz z—0 COS T
. — 2
4, i D) —sinrda® . T COS%JF -
z—0 e® —1;1: — COS X z—0 e —1+sinx
_ ; 92
. (1+x)2—|—s1n:17—|— 1
= lim = —.
z—0 e + cosx 2

Osservazione: se anche le derivate seconde delle funzioni f e g si annullano in zq si puo
passare alle derivate terze, e cosi via. Vale quindi la seguente ulteriore generalizzazione.

Teorema 8.11. (1) f e g continue in [a,b] e derivabili n volte in (a,b), (2) 3xy € (a,b)

tale che le funzioni f e g e tutte le loro derivate fino all’ordine n — 1 si annullano in xy,

(3) g(x),d' (), ..., 9" (x) # 0 in (a,b) \ {zo} = se esiste il limite lim f™(z)/g™ (z)
T—x0

allora esiste anche lim f(z)/g(z) = lim f™(z)/¢™ (z).
T—T0 T—x0

Dimostrazione. Si applica iterativamente il Teorema alle funzioni f=Y ... " f'. f
e gV ... 4¢" ¢, g, rispettivamente. n
Esempi:
T amT 9 T -z _ 9 r -z T —z
Llm S 2 g ST Ty C T g $ T o

z—0 x —sinz z—0 1 —coszx rz—0 sinx z—0 CcoST
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5 1 e2x _ ex—l—sin:c i 262:(: _ e:c—i—sinx(l + CoS :E)
1M ——F¥—7 = 11In =
z—0 3 o z—0 3x2 .
i 4e2:c _ e:c—i—sm:c(l 4 COoS :E)2 + e:c—i—sm:c sin o
= l11m =
z—0 6x
2x _ jx+sinz 3 z+sinx : z+sinx
. 8e e (1 +cosx)® 4+ 3e (14+cosz)sinx + e cosx 1
= 11m — _
z—0 6x 6

—

Teorema 8.12. (1) f e g sono continue in [a,b] e derivabili in (a,b), (2) g(x), ¢ (x) #
0 in (a,b), (3) lim f(x) e lim g(x) sono +oo oppure —oo == se esiste il limite
T—T0 T—x0

lim f'(z)/q'(z), allora esiste lim f(z)/g(z) = lim f'(x)/g'(z).

T—X0 T—T0 T—T0

Teorema 8.13. (1) f e g sono continue in [a,+00) e derivabili in (a,+00), (2)
g(x), g (x) # 0 in [a,+00), (3) 1iri1 f(z) e lir}rq g(x) sono +oo oppure —oo = se
esiste il limite liIP f'(z)/d (x), allora esiste liIP f(x)/g(x) = liril f'(z)/d (x).
Teorema 8.14. (1) f e g sono continue in (—o0,b] e derivabili in (—oo,b), (2) ¢'(z) # 0

in (—00,b], (3)lim,—_o f(x) €elim,_,_ g(x) sono +00 oppure —oo = se esiste il limite
lim, o f'(2)/g'(x), allora esiste lim, .o f(x)/g(x) = lim,_ f'(z)/¢ (x).

Osservazioni:

1. Le dimostrazioni dei Teoremi B.12] .13 e [8.14] sono analoghe a quella del Teorema
vista sopra.

2. Come il Teorema anche 1 Teoremi B12, BT3] e BI4] si generalizzano al caso in
cui i limiti dei rapporti delle prime n derivate sono forme indeterminate.

3. I teoremi enunciati in questo paragrafo sono noti come teorems di de [’Hopital.

4. T teoremi di de 'Hopital permettono di calcolare forme indeterminate considerando
i limiti dei rapporti delle derivate delle funzioni. Il viceversa non é vero! In altre
parole, se esiste il limite di f(z)/g(x), non si puo dedurre alcunché sul limite di
f'(x)/g'(x). Per esempio se f(x) = z+sinx e g(z) = x si ha xkrilw(x +sinz)/z =1,

d’altra parte f'(x)/g¢'(z) = 1 + cos z non ammette limite per z — +o0.
8.4 Esercizi

sin(1/x)
T——+00 1/1’ ’



8.4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

ESERCIZI

ClimaxIna.

xz—0

D dimax®Inz, a > 0.

Tr—

lim(z® — 1) In(z — 1).

Tr—

Inx

Clim —————.

=0 tg (1/2 — )

. 2 —x+1

lim ———.
w—too —x2 4+ 41
lim «*.

z—0t

. 2 -

. 2
lim (eac — x2> .
r—-+00

: 1 1
hm< - — —).
z—0\sinx x

sinx

lim z
z—0t

lim %", a > 0.
T——+00

lim (sinx)"".
z—0t

sin(z2)

e — 2+ cosx

}:E% z(e? —e™7)

cos(sinx) — cosx

16. }:E% 22 sin(z?)
Soluzioni:
1 lim sin(1/z) _ fim —(1/2?) cos(1/x)
r—too  1/x z—+00 —1/22 2400
2 i 5=l 5=l G = e
3. fim e lne — lim 2 im % i (—a) — 0.

x—0 z—0 1/,],’ z—0 —1/1‘2 x—0

= lim cos(1/x)

= limcost = 1.
t—0

83



84

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Inz 1/x z®
lmz®“Inz = lim — = hm# = —lim — =0.
z—0 rz—0 & —0 —qr—e—1 z—0 (v

: lirri(:c2 —1)In(z—1) = lin%(:c +1)(z—1)In(z—1) = 111%(15 +2)tint = 0.

lim Inz _ jim cos*(m/2—x) — lim —2cos(m/2—x) sin(m/2 —x) _ 0
=0 tg (7/2 — 1) z—0 x z—0 1

r ?—z+1 . 2r—1 2 .

im —— = lim —— = lim — = —1.
g—too —x2 +x+1 z—to0o =20 +1 z—too —2

lim l,x — lim exlnx — elimzﬁojL:cln:c — e0 — 1.
z—0+ z—0+

li 2_2)= 1l —-1) = .
(@~ o) = I ae 1) = oo
e — 22 = (1 —a% "), dove lim 2% = lim 2?/e” =0 (cfr. Desercizio )

' 2 ) . 2 T——+00 r——+00
— lim (¥ —2%) = lim " = +oc.
r—+00 r——+00

lim(l _1>:hm<x—sinx):hm< 1 —cosx )zlim( sin x >:0.

z—0\sinxz x/ =z—0\ zxsinzx z—0\sinx + xcosx/ z—0\2cosx — rsinx
lim 75"% = lim e(smx) Inz _ 1.
z—0t z—0t

Si scrive z~%” = e” /z® e si applica iterativamante il Teorema [RI3]finché I'esponente
€T

. . . . _ . €
della potenza al denominatore non diventa negativo: lim z %" = lim — =
T——+00 r——+oo0 ¢
e’ e’ e’
lim —— = lim ———— = lim =...=+00.

z—+too ¥ 1 z—40c a(a — l)xa_z T—+00 a(a — 1)(a — 2):60‘_3

lim (SiIl l,)tgx = lim e(tgx) In(sinz) _ lim e(1/ cosz) (sinz) In(sinz) _ e1~0 - 1.

z—0t z—0t z—0+
@) _ 94 cosz . 22 cos(a?) —sina
lim = lim =
z—0  z(e® —e™7) =0 e —e % + 1 (e* + e %)
r 2e57% cos(22) 4 422e@) (cos(22))? — 4225 sin(2?) — cosz 1
im =-.
z—0 26 + 27 4 z(e® — e ?) 4
cos(sinx) —cosx . —sin(sinz) cosz + sinz
hm " = [1Im - —
z—0  x?sin(x?) z—0 2z sin(z?) 4 223 cos(z?)

sin(sin ) sinx — cos(sinx) (cosz)? + cosz

v—0 1022 cos(x?) + 2sin(2?) — 4atsin(z?)

lim sin(sin ) cosz + sin(sin ) (cos x)® + 3 cos(sinx) sinx cosx — sinx _

z—0 24 x cos(z?) — 8z° cos(x?) — 3623 sin(x?)

lim cos(sin z)(7(cos )% + (cos x)* — 3) — sin(sin z) sin 2(1 + 6(cos x)?) — cos T 1
20 24 cos(x?) — 112 z* cos(x?) — 156 22 sin(x2) + 16 26 sin(z?) 6




9

Studio del grafico di una funzione

9.1 Funzioni crescenti e decrescenti

Definizione 9.1. Una funzione f continua in |a,b] si dice crescente in |a,b] se Vi, x5 €
la,b], con xo > x1, si ha f(xg) > f(x1). Si dice decrescente in [a,b] se Vay,xo € [a,b], con
Xy > xq, st ha f(xe) < f(xy). Si dice strettamente crescente o strettamente decrescente
se vale il segno stretto: f(x2) > f(x1) o f(x2) < f(x1), rispettivamente.

Esempi:

1.

8.

22 & crescente in [0,00) ed & decrescente in (—oo,0];

. a” con a > 1 (in particolare e®) ¢ crescente in R;

log, = con a > 1 (in particolare Inx) ¢ crescente in (0, +00);

1/z% & decrescente in (0,00) e crescente in (—o0,0);

1/x ¢ decrescente in (0,00) e in (—o00,0), ovvero in R\ {0};

e~ " & decrescente in R;

sinx ¢ crescente per x € [—7/2,7/2] e decrescente per x € [r/2,37/2];

cos x & crescente per x € [m, 27| e decrescente per x € [0, 7].

Osservazioni:

1.

2.

Se la funzione f(x) ¢ crescente allora — f(x) ¢ decrescente.

Se la funzione f(z) ¢ pari ed ¢é crescente per x > 0 allora é decrescente per x < 0;
se f(x) ¢ dispari ed ¢ crescente per x > 0 allora é crescente anche per z < 0.

Teorema 9.2. f continua in [a,b] e derivabile in (a,b) = f & crescente in |a,b] se e
solo se f'(x) > 0 Vx € (a,b).

85
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Dimostrazione. Sia x € (a,b) e sia Ax tale che x + Az € [a, b]. Consideriamo il rapporto
incrementale Af/Axz, Af = f(z+ Az) — f(z). Se f & crescente allora Af/Ax > 0 VAzx.
Passando al limite, per il Teorema [5.14] si trova

L Af
f'(z) _AI;IEOA—;L’ > 0.

Viceversa, fissati xq1, 29 € [a,b], con xo > z1, per il Teorema B3] si ha f(z3) — f(z1) =
(&) (2 — x1), per qualche & € (21, x9): quindi se f'(z) > 0 Vx € [a,b] si trova f(zs) —
f(l’l) Z 0. | ]

Teorema 9.3. f continua in [a,b] e derivabile in (a,b) = f & decrescente in |a,b] se e
solo se f'(x) <0 Vx € (a,b).

Dimostrazione. Si ragiona come per il Teorema [0.2. Oppure si definisce g(z) = —f(z) e
si applica il Teorema alla funzione g.

Osservazioni:

1. Se la funzione ¢ crescente, la tangente al grafico forma un angolo ¢ € [0,7/2) con
I’asse z, quindi tg e > 0.

2. Analogamente se la funzione & negativa, I'angolo & ¢ € (—m/2,0] e quindi tgy < 0.

Esempi:
1. Se f(z) = x* si ha f/(x) = 423, quindi f(x) & crescente per z > 0 e decrescente per x < 0.
2. Se f(z) = 2° si ha f/(z) = 52* > 0, quindi f(z) & crescente Vo € R.

Definizione 9.4. Sia f una funzione definita in un intervallo [a,b]. Diremo che x1 ¢é
un punto di massimo relativo se esiste un intorno B(x1,d1) = (x1 — d1, 21 + 61) tale che
f(z) < f(x1) Yo € B(x1,01). 1l valore f(x1) si dice massimo relativo di f.

Definizione 9.5. Sia f una funzione definita in un intervallo [a,b]. Diremo che xq ¢é
un punto di minimo relativo se esiste un intorno B(xs,dy) = (9 — 09, T2 + d2) tale che
f(z) > f(xg) Y € B(x2,02). Il valore f(x3) si dice minimo relativo di f.

Esempio: la funzione f(x) = z%(2? — 2) ha un punto di massimo relativo in = 0, ma non
ha massimo assoluto essendo illimitata superiormente; ha invece due punti di minimo relativo in
x = %1, che sono anche punti di minimo assoluto.

Definizione 9.6. I massimi e minimi relativi di una funzione f si chiamano punti estre-
mali di f.
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Definizione 9.7. I punti in cui si annulla la derivata prima di una funzione f derivabile
st chiamano punti stazionari di f.

Teorema 9.8. f derivabile in (a,b) = se xo € (a,b) & un punto di massimo o minimo
relativo, allora f'(xy) = 0, ovvero se xy € un punto estremale allora é un punto stazionario.

Dimostrazione. Sia zo € (a,b) un punto di massimo di f. Allora 3§ > 0 tale che
fro+Az) < f(xo) e quindi Af = f(zo+Az)— f(xg) < 0V|Az| <. Quindi Af/Az <0
se Ax > 0e Af/Ax > 0 se Az < 0. Poiché la funzione ¢ derivabile esistono il limite
destro e il limite sinistro e sono uguali a f'(zg). Quindi
. Af , . Af
> - — =
02 A;lclir%ﬁ Az (%o) Aili%* Ax — 0
che implica f'(xy) = 0. Il caso in cui zy sia un punto di minimo si discute allo stesso
modo. |

Osservazioni:

1. 1l Teorema (che ¢ noto come teorema di Fermat) da una condizione necessaria
per l'esistenza di un punto estremale.

2. Il viceversa non ¢ vero: se esiste g € (a,b) tale che f'(x¢) = 0 non necessariamente
7o ¢ un punto di massimo o di minimo (esempio: se f(x) = z* allora f'(z) = 322,
quindi f’(0) = 0; tuttavia x = 0 non & né un punto di massimo né un punto di
minimo.

3. Se la funzione non ¢ derivabile, i punti di massimo e di minimo relativo vanno cercati

in modo diverso. Per esempio se f(z) = |z| si ha un punto di minimo assoluto in
r = 0, dove la funzione non ¢ derivabile. La funzione f(x) = (1 — 2%3)? ha un
massimo relativo in x = 0, mentre f'(r) = —4(1 — 22/%)2~1/3/3 diverge per x — 0*

(cfr. Figura [0.1).

4. In base alle osservazioni precedenti, un punto stazionario non é necessariamente un
punto estremale e un punto estremale ¢ necessariamente un punto stazionario solo
nel caso in cui la funzione sia derivabile.

Teorema 9.9. (1) f continua in |a,b] e derivabile in (a,b), (2) x1 punto stazionario di
f, (8) 36 > 0 tale che f'(x) > 0 per z € (x1 —d0,x1) e f'(x) <0 perx € (x1,21 +0) =
r1 € un punto di massimo.

Dimostrazione. Sia x € (x1—0,x1). Allora f(z)— f(z1) = f'(¢) (x—x1), per un opportuno
& € (x,x1). Quindi (&) > 0 = f(z) < f(x1). Analogamente per x € (z1,x1 + ) si
ha £(z) — f(2n) = f1(62) (& — 1), per un opportuno & € (z1,). Quindi /(&) < 0 =
f(z) < f(x1). Conclusione: Va € (xy — 0,21 +9) si ha f(z) < f(x1) = x; ¢ un punto di
massimo. |
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14
12
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foa)
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o T

Figura 9.1: Grafico della funzione (1 — z%/3)2.

Teorema 9.10. (1) f continua in [a,b] e derivabile in (a,b), (2) x1 punto stazionario di
f, (3) 30 > 0 tale che f'(x) <0 perz € (x1 —6,21) e f'(x) >0 perz € (x1,21 +9) =
r1 € un punto di minimo.

Dimostrazione. Si procede come nella dimostrazione del Teorema [ ]

Definizione 9.11. (1) f continua e derivabile in |a, b, (2) xy punto stazionario di f, (3)
36 > 0 tale che f'(x) > 0 per x € (xg — d,70) € per x € (xg, o + 0) oppure f'(x) <O per
x € (xg— d,x0) € per x € (xg,x0+ 0) = xo si dice punto di flesso orizzontale.

9.2 Primo studio del grafico di una funzione

In base ai risultati ottenuti finora possiamo tracciare un primo schema da seguire per lo
studio del grafico di una funzione f(z):

1. Determinare il dominio Dy della funzione.
2. Determinare I’'andamento della funzione agli estremi del dominio.

3. Determinare — se esistono e se possibile — i punti in cui la funzione f(x) attraversa
I’asse x e l'asse y.

4. Si calcoli la derivata prima f'(z).
5. Determinare i punti stazionari, cio¢ i punti in cui la derivata prima si annulla.

6. Studiare il segno della derivata prima in un intorno di ogni punto stazionario per
determinare i punti estremali (massimi e minimi relativi) e i punti di flesso.

7. Si calcoli la funzione nei punti stazionari.
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Osservazione: a seconda dei valori di f’(z) nell'intorno di un punto stazionario x( si ha
la seguente tabella:

xr < X T = Xy T > X
+ 0 — =—> 1massimo,
— 0 + =—> minimo,
+ 0 + = flesso,
— 0 — =  flesso,

dove + indica f'(x) > 0, 0 indica f'(z) =0 e — indica f'(z) < 0.
Esempi (cfr. Figura [2):

L flo)=a3-222 —x+2= (22— 1)(x — 2);

2. f(z)=a2* — 522 + 4;

3. flz) =1 -2

Figura 9.2: Grafici delle funzioni degli esempi di §9.2.

9.3 Studio della derivata seconda

Teorema 9.12. (1) f di classe C* in [a,b] (2) xo punto stazionario di f (i.e. f'(xo) =0)
= se f"(x0) > 0 allora xy é un punto di minimo, se f"(xo) < 0 allora xy é un punto di
massimo.

Dimostrazione. Supponiamo f'(xg) = 0 e f”(z9) < 0. Poiché f”(x) ¢ continua esiste
d > 0 tale che f"(x) < 0 nell'intorno (zo — 6, x¢ + ¢), per il Teorema (teorema della
permanenza del segno). Quindi in tale intorno f'(x) é strettamente decrescente. Poiché
f'(xg) = 0si haquindi f'(z) > 0perzg—d <x < xpe f'(xr) <0perxy <z <zo+0d. Per
il Teorema possiamo concludere che g ¢ un punto di massimo. Se invece f”(zq) > 0
si ragiona allo stesso modo utilizzando alla fine il Teorema ]
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Osservazione: se f”(xo) = 0 non possiamo concludere nulla. Per esempio, se si considerano
le funzioni f(z) = z*, f(z) = 2° e f(x) = —2*, si ha in tutti e tre i casi f/(0) = f”(0) = 0,

tuttavia 2 = 0 ¢ un punto di minimo per z*, un punto di flesso orizzontale per z* e un
punto di massimo per —z*

, come si puo vedere dalla discussione in §9.2.

Esempi (cfr. Figura [0.3):
1. f(x) =23 — 222 + 4;
2. f(x) =sinz + cosz;

3. flx)=a® -2z + 1.

— T

Figura 9.3: Grafici delle funzioni degli esempi di §9.3.

9.4 Massimi e minimi assoluti di una funzione

Si ricordi il Teorema 6.7} una funzione continua in un intervallo chiuso e limitato ammette
massimo e minimo. Dal Teorema discende che, nella ricerca dei punti di massimo e
minimo assoluti di una funzione f derivabile in un intervallo limitato [a,b], possiamo
procedere come segue:

1. Si cercano i punti stazionari, i.e. i punti z che risolvono I'equazione f’(x) = 0: siano
X1, To, X3, ... tali punti. Si calcolano quindi i valori che la funzione f assume in tali

punti, i.e. f(x1), f(z2), f(z3),.. ..

2. Si calcolano i valori f(a) e f(b) che la funzione assume agli estremi dell’intervallo.

3. Il massimo assoluto e il minimo assoluto saranno rispettivamente
max{f<a>7 f(b>7 f(x1>7 f<x2>7 f(l’g), = } € min{f(CL)v f(b>7 f(xl)v f(l’g), f(l’g), . }

Esempi:

1. f(x) = 2%+ 22 —2, x € [-2,0] = c’¢ un solo punto stazionario x = —1; si ha f(—2) =
f(0)=—=2, f(—=1) = =3 (cfr. Figura@.4) = max f(z) = —2, min f(z) = —3.
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2. f(r) =23 322 —x+3, 2 € [-2,3] = ci sono due punti stazionari z = 1 +2//3; si ha
f(1—2/4/3) ~3.0792, f(1+2/V3) ~ —3.0792, f(—2) = —15, f(3) = 0 (cfr. Figura [0.4)
— max f(x) = F(1— 2/v/3), min f(x) = /(~2).

Figura 9.4: Grafici delle funzioni degli esempi di §9.4.

9.5 Funzioni convesse e funzioni concave

Definizione 9.13. Sia f una funzione continua in |a,b] e derivabile in (a,b). Si dice che
f & convessa in [a,b] se tutti punti (x, f(x)), al variare di x € [a,b], si trovano al di sopra
di una qualsiasi retta tangente al grafico. Si dice che f é concava in [a,b] se tutti punti
(z, f(x)) si trovano al di sotto di una qualsiasi retta tangente al grafico.

Teorema 9.14. Sia f continua in [a,b] e derivabile due volte in (a,b). Se f"(x) > 0
Vo € [a,b] allora la funzione f é convessa in |a, b.

Dimostrazione. Si fissi xy € [a,b]: Pequazione della retta tangente al grafico di f nel
punto (zo, f(xg)) ¢ y = f(xo) + f'(x) (x — xo) (cfr. I'Osservazione Bl di pag. B9). La
differenza tra il valore f(x) e il punto della retta che corrisponde all’ascissa = ¢ data da
f(x) = [f(zo) + f'(x0) (x — xo)]. Utilizzando il teorema B3] (di Lagrange) si trova quindi

f(@) = [f(w0) + f'(0) (x — w0)] = [f(z) — f(w0)] = f'(20) (¥ — 20)
= f(§) (x — 20) — f(w0) (x — 20) = (f'(§) — ['(20)) (x — 20),

per un opportuno & compreso tra zy e . Riapplicando il teorema di Lagrange si trova

f(@) = [f(zo) + f'(x0) (x — 0)] = f"(&)(§ — 0)(z — 20)

per un opportuno & compreso tra xg e . Si noti che se x > x( allora o < £ < x, mentre
se x < xosihax < & <z di conseguenza (£ —x¢)(x—x0) > 0. Quindi, dal momento che
f"(&) > 0 per ipotesi, f(z) si trova al di sopra della retta tangente e quindi la funzione
f € convessa. [ |

Teorema 9.15. Sia f continua in [a,b] e derivabile due volte in (a,b). Se f"(z) < 0
Vo € [a,b] allora la funzione f é concava in [a,b].
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Dimostrazione. Si ragiona allo stesso modo del Teorema [9.14] [ ]

Osservazioni:
1. Se f ¢ convessa, allora —f ¢ concava.

2. Una funzione puo essere concava e convessa in differenti intervalli. Per esempio la
funzione f(z) = 2® — 32? — x + 3 dell’esempio P di §9.4 ¢ convessa in [1, 3] e concava
n [—2,1]. Infatti f'(z) = 32%> — 6z — 1 e quindi f"(z) = 6(x — 1) = f"(z) > 0 per

x>1le f'(x) <0perx<l.

Esempi
1. f(z) =2%e f(z) = a®*, a > 0 (quindi in particolare e), sono convesse in R.
2. f(x) =2% a>1¢éconvessa in R;.
3. f(z) =2% a <1 éconcava in Ry.
4. f(z) =log, z, con a > 1, & concava in Ry \ {0}.
5. f(z) =log, z, con 0 < a < 1, & convessa in Ry \ {0}.
6. f(z) = x> & convessa per x > 0 e concava per x < 0.

Osservazione: se la concavita di una funzione di classe C? cambia, vuol dire che ci sono
punti z in cui f”(x) = 0.

Definizione 9.16. Sia [ una funzione continua in [a,b] e derivabile due volte in (a,b).
Se Jxy € [a,b] tale che f"(xg) =0 e f"(x) cambia di segno passando per x = xq, diremo
che xo ¢ un punto di flesso. Se inoltre f'(xy) = 0 diremo che xo ¢ un punto di flesso
orizzontale, mentre se f'(x¢) # 0 diremo che xy ¢ un punto di flesso obliquo.

Esempi:
1. f(z) = 23 ha un punto di flesso orizzontale in x = 0: infatti f'(z) = 322 e f”(z) = 6.

2. f(xr) = 23 + 2 ha un punto di flesso obliquo in z = 0: si ha infatti f/'(z) = 322 + 1 e
f"(x) = 6x; cfr. Figura @0

3. f(x) = sinz ha punti di flesso obliquo in tutti i punti in cui si annulla: infatti f'(x) = cosx
e f(x) = —sinx.

4. Analogamente f(x) = cosx ha punti di flesso obliquo in tutti i punti in cui si annulla.

5. f(x) = e * ha punti di flesso obliquo in # = +1/+/2, & convessa per |z| > 1/1/2 e concava
per |z < 1/v/2. Infatti f/(z) = —2ze e f"(z) = (422 — 2)e"; cfr. Figura [0l

Osservazione: la Definizione [0.16 coincide con la Definizione [0.11] per i punti di flesso
orizzontale, come ¢é facile verificare.
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2

Figura 9.5: Grafici delle funzioni f(z) =2 +z e f(z) =™ .

9.6 Asintoti

Definizione 9.17. Data una retta r e una funzione f, se la distanza tra un punto P del
grafico di f e la retta tende a zero quando P tende all’infinito diremo che r é un asintoto
della funzione f. L’asintoto si dice asintoto orizzontale se la retta r ha equazione y = c,
dove ¢ ¢é costante, si dice asintoto obliquo se la retta r ha equazione y = ax + b, dove

a # 0.

Definizione 9.18. Si chiama asintoto verticale di una funzione f una retta r di equazione
x = ¢, tale che si abbia lim f(z) = oo oppure lim+ f(x) = o0 oppure lim f(z) = oco.
r—cC T—C r—c—

Osservazioni:

1. Nella Definizione [0.18] il limite della funzione puo essere 400 o —oo, a seconda dei
casi.

2. Esempi di asintoti orizzontali, obliqui e verticali sono dati in Figura[0.6t la funzione
f(x) =1 — e ha un asintoto orizzontale y = 1 per x — o0, la funzione (4 +
(z +2)3)/2? ha un asintoto obliquo di equazione y = 2z + 12 (per & — 400) e un
asintoto verticale di equazione x = 0, la funzione 1/(z + 2) ha un asintoto verticale
di equazione x = —2 e un asintoto orizzontale y = 0 (per z — £00).

\
10

-

1— e—:c2 i a4 (z42)3 | l

2
:
o \
-20 -10 10 20 \

\

8
+
[\v]

Figura 9.6: Esempi di asintoti.

3. Se esiste 29 € R tale che lim,_.,, f(x) = Fo00 oppure lim,_ .+ f(z) = Fo00 oppure
lim, - f(x) = %00, allora possiamo concludere che la retta di equazione = =z ¢
un asintoto verticale.
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Se una funzione f ha per x — 400 un asintoto obliquo di equazione y = ax + b deve
succedere che lim, . oo( f(x) —ax —b) = 0. Questo implica che

lim @) = a, lim (f(z) —ax)="0.

rx—+o00 Tr——+00

Analogamente si ragiona se si ha un asintoto obliquo per z — —o0.

. Per determinare eventuali asintoti obliqui od orizzontali si procede quindi come

segue:

e si calcola prima il limite di f(x)/z per z — 400 0 per x — —o0 e, se il limite
esiste, si trova cosi il valore di a (in particolare se a = 0 I’asintoto é orizzontale,
se a # 0 l'asintoto ¢ obliquo)

e si calcola quindi il limite di f(x) — ax, che, se esiste, definisce b.

. Non & detto che se esiste il limite a di f(z)/z allora esiste necessariamente anche il

limite di f(x)— ax. Per esempio, se f(z) = x +Inx si ha lim, o (z+1nz)/z =1,
tuttavia lim, 1o (f(2) — ) = lim, ;o Inx = +00 = la funzione f(z) =z +Inx
non ammette asintoto per r — 4o00.

Esempi:

1.
2.

@

(
(
(
it
fa
fa
(
(

. f(x

flx
f

1/x ha un asintoto verticale in z = 0;
x) = 1/(z + 1) ha un asintoto verticale in z = —1;
x) = 1/(x? — 1) ha due asintoti verticali, uno in z = —1 e uno in = = +1;
x) = tgx ha infiniti asintoti verticali in x = 7/2 + km, k € Z,;

log, = ha un asintoto verticale in = 0;
= 22/(1 + z) ha un asintoto obliquo di equazione y = x — 1 per x — +o0;

(22 +4)/(2% + 1) ha un asintoto orizzontale di equazione y = 1 per x — 4-oc;

)
)
)
)
)=
)
fz) =
) =

x + e” ha un asintoto obliquo di equazione y = x per x — —o0.

9.7 Schema per lo studio del grafico di una funzione

Utilizzando gli ultimi risultati possiamo raffinare lo schema da seguire per lo studio di
una funzione f(z):

1.

Determinare il dominio Dy della funzione
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0] | i} K
K 5 3
—
— 5|
. | - .

Figura 9.7: Grafici delle funzioni degli esempi [GHSl
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2. Determinare I’andamento della funzione agli estremi del dominio.

3. Determinare — se esistono e se possibile — i punti in cui la funzione f(x) attraversa
'asse x, cioé i punti Z tali che f(Z) = 0, e — se esiste e se possibile — il punto in cui
attraversa l'asse y, cioe¢ il valore f(0) = 0.

4. Si calcoli la derivata prima f'(z)
5. Determinare i punti stazionari di f, cioé i punti z tali che f'(z) = 0.
6. Si calcoli la derivata seconda f”(x).

7. Studiare il segno della derivata seconda nei punti stazionari z per individuare i punti
di minimo relativo (se f”(z) > 0) e di massimo relativo (se f”(z) < 0).

8. Se f”(z) = 0 studiare il segno della derivata prima in un intorno di & per determinare
se ¢ un punto di minimo (se f'(z) < 0 per x < z e f'(x) > 0 per x > Z) o di
massimo (se f'(z) > 0 per x < T e f'(z) < 0 per x > ) o di flesso (se f'(x) ha
sempre lo stesso segno in un intorno di = tranne che in Z, dove si annulla).

9. Studiare in ogni caso il segno della derivata prima f’(z) per determinare gli intervalli
in cui la funzione é crescente e gli intervalli in cui é decrescente.

10. Si calcoli eventuali asintoti verticali, orizzontali e obliqui.

Osservazioni:

1. Se calcolare la derivata seconda risulta troppo laborioso, pud comunque essere pit
comodo determinare se il punto stazionario z ¢ un punto di massimo o di minimo
relativo studiando direttamente il segno di f’(z) in un intorno di Z, come indicato
al punto

2. L’ordine in cui studiare i vari punti elencati sopra non ¢ tassativo: per esempio,
dal momento, che lo studio della derivata prima ¢ comunque necessario per studiare
dove la funzione ¢ crescente e dove ¢ decrescente, il punto @ puo essere studiato
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subito dopo il punto @l Analogamente, il punto B puo essere studiato all’inizio,
per esempio se risulta particolarmente semplice, lo si puo invece omettere se risulta
eccessivamente laborioso.

9.8 Esercizi

2
1. Si studi il grafico della funzione f(r) = — ’ 1
l’ —
In(1
2. Si studi il grafico della funzione f(z) = H
x
2o+l
3. Si studi il grafico della funzione f(r) = ——.
x
3. .2
1
4. Si studi il grafico della funzione f(z) = %
x

.

5. Si studi il grafico della funzione f(x) = ze

2 —
6. Si studi il grafico della funzione f(z) = L—l—zl
x

Figura 9.8: Grafici delle funzioni degli esercizi 1-6 di §9.8.

7. Si studi il grafico della funzione f(z) = e~ *l(2? + 4).
8. Si studi il grafico della funzione f(z) = e 1*|2? — 1|

9. Si studi il grafico della funzione f(z) = (2 — ) e * 241,
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3
10. Si studi il grafico della funzione f(x) = ’ 3
x

11. Si studi il grafico della funzione f(z) =1 vl

. i studi il grafico della funzione f(z) = In —5——.

241

12. Si studi il grafico della funzione f(x) = :)52 il T
x J—

N\u

10. 11.7

Ny

»
.
S ——
o "
|
[
. | "

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

Figura 9.9: Grafici delle funzioni degli esercizi 7-12 di §9.8.

—1 2)?
Si studi il grafico della funzione f(z) = w
x
o
Si studi il grafico della funzione f(z) = —; T
l’ —
Si studi il grafico della funzione f(z) vl
i studi il grafico de nzione = :
udi il gra a fu )=y
z+In x2'

Si studi il grafico della funzione f(x) =e

Si studi il grafico della funzione f(z) = ze /%",

Si studi il grafico della funzione f(z) = In (2* — 3z + 2).

?4+r+1

Si studi il grafico della funzione f(x) = yr
x

zd+1
22

Si studi il grafico della funzione f(z) =

97
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7

i

15
/_\ -

| -20

16. / 17. \18

Figura 9.10: Grafici delle funzioni degli esercizi 13-18 di §9.8.

1'3

21. Si studi il grafico della funzione f(z) = T
22. Si studi il grafico della funzione f(z) = ¢® ~*+!,

P4 2-z
24 1—2a

24. Si studi il grafico della funzione f(z) = Va2 + 2 + 1.

23. Si studi il grafico della funzione f(z)

19.]° 20. [l

il

4|

T
\ -2

22 | 23. "
s

of
»
2r J
— w0
os

Figura 9.11: Grafici delle funzioni degli esercizi 19-24 di §9.8.
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Vettori

10.1 Vettori nel piano

Si fissi un sistema di riferimento ortogonale in R? e si indichi con O origine del sistema.

Definizione 10.1. Sia P un punto del piano cartesiano. Il segmento di estremi O e P,
orientato da O a P, si chiama vettore che parte dal punto O e arriva al punto P e sard

—
indicato con il simbolo OP.

Osservazioni:

1.

—
Dato il vettore OP, si dice che il vettore € applicato in O. Il punto di applicazione
puo essere diverso da O: dati due punti () e P del piano si puo considerare il vettore

Cﬁ) che parte dal punto ) e arriva al punto P. Tale vettore ¢ applicato in Q.

—
Fissata l'origine O, ¢’é corrispondenza biunivoca tra punti P del piano e vettori OP
applicati in O.

Ogni vettore OP & caratterizzato da: lunghezza, direzione e verso. La lunghezza o
modulo si indica con |O_1)D | ed esprime la lunghezza del segmento di estremi i due
punti O e P, la direzione & data dal fascio di rette parallele alla retta che passa per
i due punti e il verso indica verso quale dei due punti il vettore é orientato.

Se ¥ denota il segmento orientato che unisce due punti qualsiasi del piano, allora v
¢ caratterizzato da: lunghezza, direzione, verso e punto d’applicazione.

_— ——
In particolare due vettori Q1P e (2P, applicati rispettivamente in Q1 e in Q)o,
avranno la stessa direzione se la retta passante per i punti () e P; e la retta passante
per i punti ()2 e P, sono tra loro parallele. Diremo che i due vettori sono paralleli
se hanno lo stesso verso e antiparalleli se hanno versi opposti.

Definizione 10.2. Un vettore ¥ di lunghezza unitaria (i.e. tale che |U] = 1) si chiama
versore. [ due wvettori di lunghezza unitaria applicati in O, diretti uno lungo l'asse x e
laltro lungo l'asse y, nel verso delle x e y crescenti, rispettivamente, sono chiamati versori
del piano: il primo é il versore dell’asse x e il secondo é il versore dell’asse y.

99
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Osservazioni:
1. 11 versore dell’asse x si indica con 7’ e il versore dell’asse y si indica con .

2. Fissato il punto P del piano cartesiano si puo identificare P con una coppia ordinata
di numeri z,y, che rappresentano le coordinate del punto P (cfr. §21I). Se ¥ é il
vettore che parte dall’origine e arriva al punto P possiamo allora scrivere v = (z,y).

Definizione 10.3. Dati due vettori v e w, applicati nello stesso punto, si definisce somma
dei due vettori il vettore v+ w applicato nello stesso punto e individuato dalla diagonale
principale del parallelogramma che abbia U e W come lati adiacenti.

Osservazioni:

1. Se i due vettori ¥ e w hanno la stessa direzione, il parallelogramma degenera in un
segmento la cui lunghezza ¢ data dalla somma delle lunghezze dei due vettori: in
tal caso possiamo identificare la diagonale con tale segmento.

2. La somma di due vettori si ottiene quindi con la costruzione geometrica rappresen-
tata in Figura [[0.1 nota come regola del parallelogramma.

s
?}y +wyA ””””””””””””””” T
wy3 777777777777
— —'//
2 v
w Tw
Uyl [ A ‘ ’
v
2 4 6 8
Wy Vg Vg + Wy

b

Figura 10.1: Somma di vettori.

3. Se ¥ = OP = (z,y), possiamo scrivere v = z7'+ y7: cfr. Figura[I0.2l I due numeri x
—
e y sono le componenti del vettore ¥: se ¢ denota I’angolo che il vettore OP forma
— —
con l'asse x, si ha © = |OP|cosp e y = |OP|sing. Per il teorema di Pitagora

abbiamo allora |v] = /22 + y2.

4. Se U= 0,7+ v,J e W = w,t'+ w,]; allora si ha 7+ @ = (v, + w,)v'+ (v, + wy)7J; cfr.

Figura [I0.1]

Definizione 10.4. Dato un vettore v e un numero reale o # 0 si indica con av il vettore
che ha la stessa direzione di U, lunghezza |a |U] e verso concorde con v se o« > 0 e opposto
se a < 0.
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P
Yol ‘
at —
OP
T\ ©
O T 2 4 6 8;U 10

Figura 10.2: Componenti di un vettore.

Osservazioni:

1. Dati due vettori ¢ e w, la differenza di due vettori v — w puo essere visto come la
somma dei due vettori v e —w, dove — ¢ il vettore aw con o = —1; cfr. Figura[I10.3]

In particolare, se U = v+ v,J e W = w,t+w, 7 si ha U — 0 = (v, —w,) T+ (v, —wy)7J.

2. Se U = v,U'+ v, 7, allora a¥ = av, 7+ av,].

r o

Uy af -/ ST d
—
g/ v-wo

[ .
7777777777 3 —wy

Figura 10.3: Differenza di vettori.

Definizione 10.5. Si definisce vettore nullo 0 4l vettore tale che:

1. T+ 0= per ogni vettore ©.
2. a0 =0 per ogni o € R.
3. 00 =0 per ogni vettore 7.

Osservazione: il vettore nullo ¢ quindi il vettore di componenti (0, 0).
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10.2 Rette nel piano

. e — — . e — — — . .
Dato il vettore OFy = zot’ + yoJ, il vettore OP = tOFy = txor + tyo) é il vettore di

componenti
r = txg,
Y = tYo.

Al variare dit € R, le equazioni si chiamano equazioni parametriche della retta individuata
—
dal vettore OF,. Possiamo allora scrivere t = x/xy = y/1o, ottenendo
_ Y

Y xZ,
Zo

che prende il nome di equazione cartesiana della retta r individuata dal vettore O—Pé. Per
costruzione r ¢ una retta passante per 'origine.

Pitt in generale si possono considerare due punti qualsiasi del piano, P, e P, di cui
non necessariamente uno sia 'origine. Sia }TP; il vettore applicato in P, = (1, x2) che
arriva al punto P» = (z2,92). Un punto P = (x,y) appartiene alla retta passante per
P P,y se PP = tP, P, per qualche ¢ € R. Se scriviamo Py = (1 + (29 — x1), y1 + (y2 — 11))
e P=(x1+ (x —21),y1 + (y — v1)), si deve allora avere

r=x1+t(ry —11),
y=uy1+1t(y2— )

per qualche t € R e quindi
r—x =t(xe — 1),
y—ty1=t(y2— ).

Se xy # 11 € Y # y1, eliminando il parametro ¢ si ottiene

r—t _Y—h
Ty — I Y2 — Y1
che é I’equazione cartesiana della retta r passante per i due punti P; e P,. Per costruzione

r & parallela al vettore ¥ = (a,b), con a = x9 — 21 € b = yp — y;. Quindi il vettore ¥
individua la direzione della retta r; cfr. Figura [10.4]

Osservazioni:

1. Mentre le equazioni parametriche si possono definire per qualsiasi valore di
x1, T2, Y1, Y2, 'equazione cartesiana scritta sopra ha senso solo se x1 # x5 € y1 # Yo,
ovvero se la retta non ¢ parallela né all’asse x né all’asse y.
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Figura 10.4: Vettore ¢ = (a, b) parallelo alla retta r passante per P e P,.

. D’altra parte se x; = x5 la retta ha semplicemente equazione z = x; e se y; = ¥y la
retta ha equazione y = y;.

. L’equazione cartesiana rappresenta ’equazione di una retta passante per due punti
dati P, e P5: ponendo 9 — x1 = a e Yy — y; = b possiamo interpretare l’equazione
come ’equazione di una retta passante per un punto dato P; e parallela a un vettore
dato U = (a,b).

. Possiamo riscrivere ’equazione cartesiana come

Y2 — 1 Y2 — Y1
y:

r— T + Y1,
To — T1 To — T
che, ponendo
k:y2_y1, :_xlyz—y1+yl’
Lo — X1 Ty — 1
diventa
y = kx + p.

Ritroviamo quindi I’equazione di una retta con coefficiente angolare k vista in §3.3.

. Partendo invece dall’equazione y = kx + p, k # 0, possiamo ricondurla alla forma
(x —x1) /(22 —x1) = (y — y1)/(y2 — y1) scrivendo z + (p/k) = y/k: quindi la retta
passa per il punto P, = (—p/k,0) ed é parallela al vettore ¢ = (1, k) In particolare
la retta passa anche per il punto P, = (x9,y2), con 9 —x1 = 1 e yo — y; = k:
quindi P, = (1 — p/k, k). Alternativamente si possono individuare due punti per
cui la retta passa notando che, se y = kx + p, alloray =pperx =0e x = —p/k
per y = 0, quindi i punti (—p/k,0) e (0, p) appartengono alla retta = la retta ha
equazione (x + p/k)/(p/k) = y/p, che, moltiplicando per p/k, da x + p/k = y/k.
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Teorema 10.6. L’equazione cartesiana di una retta nel piano ha la forma ax+by+c = 0,
dove i coefficienti a e b non sono entrambi nulli.

Dimostrazione. Se b # 0 possiamo dividere 1'equazione ax + by + ¢ = 0 per b e troviamo
y = —(a/b)x — (¢/b) = kx + p, dove k = —a/b e p = —c/b, che ¢ 'equazione cartesiana di
una retta che non sia parallela all’asse y. Se b = 0 allora ax + ¢ = 0, ovvero z = —c/a:
quindi x é costante e I'equazione rappresenta una retta parallela all’asse y. ]

Osservazione: in conclusione, la retta passante per un punto P = (zo,yo) e parallela al
vettore U = (a, b) avra quindi equazione
T—% _Y—Y%
a b
se a e b sono entrambi non nulli. Se a = 0 e b # 0 allora la retta ha equazione x = x,

y € R ed ¢ parallela all’asse y; se invece b = 0 e a # 0 allora la retta ha equazione y = yjo,
x € R ed ¢ quindi parallela all’asse x.

10.3 Vettori linearmente indipendenti nel piano

Definizione 10.7. Dati due vettori v = v,0'+ v,) e W = w4+ w,], diremo che i due
vottori sono linearmente dipendenti se 3o, 8 € R non entrambi nulli tali che o+ 3@ = 0.
Diremo che i due vettori sono linearmente indipendenti se a@ + i = 0 ¢ possibile solo
se a e (3 sono entrambi nulli.

Esempi:
1. T vettori di componenti (1,0) e (0,1) sono linearmente indipendenti.

2. I vettori (1,0) e (2,0) sono linearmente dipendenti.

Osservazioni:

1. Dati due vettori ¢ e W, se uno dei due ¢ il vettore nullo, allora essi sono linearmente
dipendenti: infatti, se @ = 0, si ha av'+ 0 = av' = 0 se a = 0 indipendentemente
dal valore di 8 (che quindi puo essere diverso da zero).

2. Per essere linearmente dipendenti due vettori non nulli devono essere paralleli o
antiparalleli, i.e. avere la stessa direzione: infatti se ot + S = 0 allora sia « che 3
devono essere diversi da zero (altrimenti uno dei due vettori dovrebbe essere nullo),
quindi possiamo dividere I’equazione, per esempio, per « e ottenere v = Aw, con

A= —fF/aeR.

3. I versori 7’ e 7 hanno la seguente proprieta:
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e sono linearmente indipendenti;

e VU Ju,, v, € R tali che ¥ = v,0’+ v, 7; cfr. Figura I0.5

Quindi ogni vettore del piano si puo scrivere come combinazione lineare dei vettori
7’e J. Si dice allora che {7, 7} costituisce una base per i vettori del piano.

!
<y

Figura 10.5: Scomposizione di un vettore v nella base {7, j}.

Osservazioni:

1. Piu in generale una qualsiasi coppia di vettori linearmente indipendenti costituisce
una base per i vettori nel piano. In altre parole, dati due vettori v;, U5 linearmente
indipendenti, ogni altro vettore # si pud scrivere come loro combinazione lineare
(i.e. esistono «, f € R tali che 4 = at) + [fi}).

2. Se considero tre o piu vettori nel piano, questi sono quindi necessariamente linear-
mente dipendenti.

10.4 Prodotto scalare nel piano

Definizione 10.8. Dati due vettori v e w si definisce prodotto scalare dei due vettori il
numero reale
U = |9 || cos g,

dove ¢ ¢é l’angolo compreso tra i due vettori.
Osservazioni:

1. 1, #0 e ¥ =0=> ¥ e W sono ortogonali (i.e. ¢ = m/2).

&

2. ¥ e w sono paralleli (stessa direzione e stesso verso) = ¢ =0 = 0w = |V
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3. U e W sono antiparalleli (stessa direzione e verso opposto) = ¢ =1 = U - W =

=9 |«w].

4. Si noti che |U] cos ¢ rappresenta la proiezione ortogonale del vettore ¢ sul vettore w;
cfr. Figura[[0.6l Analogamente || cos ¢ rappresenta la proiezione ortogonale di
su .

5. Poiché i versori 7’ e j'sono ortogonali, si ha - 7=7-7=1e7- 7= 0.

6. Siha -0 = 0 per ogni vettore 7.

Figura 10.6: Prodotto scalare di due vettori ¥ e i e proiezione ortogonale || cos ¢.

Proprieta del prodotto scalare:
1. V&, si ha 0@ = @ - .
2. Vﬁl,ﬁg,u_fsi ha (171+172) S = _»1 1174— _’2"(17.
3. \V/ﬁl,gg,wlwg si ha (’171 —l—’l_fg) . (1171 + _)2) = ’171 : 1171 —l—’l_fl . 1172 —l—’l_fg : 1171 —l—’l_fg : 1172.

4. (o) -0 = a(V - 0).

5. () - (B) = aB(T - @).

Dimostrazioni:

1. Segue dalla definizione di prodotto scalare.
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2. Si ha (U) 4+ ) - W = |U) + Us| || cos g, dove ¢ ¢ I'angolo tra i vettori v, + v e w0,
U1 - W = |0y |W0] cos 1, dove @1 & 'angolo tra i vettori o) e W, Uy - W = |Us| || cos pa,
dove ¢y ¢ I'angolo tra i vettori U5 e w. Si vede graficamente che |U; + Us| cosp =
|T1] cos @y + || cos s (cfr. Figura[[0T): infatti |, + U] cos¢ ¢ la proiezione del
vettore ¢ + ¥y sul vettore w ed é uguale alla somma della proiezione || cos p; di
U1 e della proiezione |vh|cosy; di Uy su .

Figura 10.7: Dimostrazione della proprieta [l

3. Segue dalle proprieta e

4. Se aw = 0 la relazione ¢ ovvia. Se a # 0, sia ¢ 'angolo tra ¢ e w: se a > 0 si

ha (a?) - @ = |av] W] cosp = a|v]|W] cosp = atv' - W, se a < 0 si ha (av) - W
—|at] || cosp = —|a |U] |W] cos = a|v] || cosp = at - 0.

5. Segue dalla proprieta [l e @l
6. Segue dalle proprieta [ e Bl utilizzando il fatto che 7-7=7-7=1e7- 7= 0.
Osservazioni:

1. Dato un vettore ¢ = (a, b), per individuare un vettore f ortogonale a ¢’ basta impor-
re che i due vettori abbiano prodotto scalare nullo, i.e. v'- W = 0. Se W = (w,, w,)
si deve avere aw, + bw, = 0: tale relazione ¢ soddisfatta se scegliamo w, = —b e
wy, = a. Quindi @ = (—b,a) & ortogonale a v = (a,b).

2. La distanza d di un punto P da una retta r & la distanza di P dal punto ) di r pin
vicino a P: per calcolare d si individua prima la retta s ortogonale a r e passante
per P, si trova quindi il punto () di intersezione di r con s e si calcola infine la
distanza tra i due punti P e @; cfr. Figura [[0.8 Quindi se la retta ha equazione
(x —x1)/(xg — 1) = (y — y1)/(y2 — y1) ed ¢ quindi parallela al vettore (a,b), con
a=x9—1x1 €b=1yy—1y, allora il vettore (—b, a) ¢ ortogonale a r. Quindi la retta s
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ortogonale a r e passante per P ha equazione (x — z9)/(—b) = (y — yo)/a. 1l punto
d’intersezione tra s e r si trova risolvendo quindi il sistema di equazioni:

=) _-mw)
Lo - w)

—b a

La soluzione (z, ) individua il punto @ e quindi d = /(z¢ — )% + (yo — 9)*.

Figura 10.8: Distanza di un punto da una retta nel piano.

3. Se la retta ha equazione Az + By + C = 0 la distanza d del punto P = (zg,yo) dalla
retta é espressa dalla formula

. ‘ALL’O + By(] + C|

JE B

Infatti, se A, B # 0, si puo ragionare come segue a partire dall’Osservazione [2 Si
riscrive I'equazione della retta come x + (B/A)y + (C/A) = 0 = x + (C/A) =
—(B/A)y = (x + (C/A))/B = y/(—A), che ¢ I'equazione di una retta passante
per il punto P, = (—C/A,0) e parallela al vettore v = (a,b) = (B, —A). Quindi la
retta s & parallela al vettore W = (—b,a) = (A, B) e passa per il punto P: ¢ quindi
descritta dall’equazione (x — z9)/A = (y — yo)/B. 1l punto @ si trova risolvendo il

sistema
{(x +(C/A)/B = y/(~A),

d

(x —20)/A=(y —y0)/B,

che possiamo riscrivere

Az +C+ By =0,
Bx—B:)so—Ay+Ay0:0.
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Moltiplicando la prima equazione per B e la seconda per A e facendone la differenza
si trova BC+ B?y+ ABxg+A%y— A%yy = 0, mentre moltiplicando la prima equazione
per A e la seconda per B e sommando si trova A%z + AC + B%x — B2y + AByy = 0,
da cui si ottiene la soluzione

B2LE‘0 - ABy(] — AC

T i
_ —AB[L’() + A2y0 — BC
Ve A? + B2 '

Quindi si ottiene

(Al’() + ByO + C) 5

B
T—x9=— (Azg + By + C), ﬂ—yoz—m

A% + B2

da cui segue

A2 B?
d = \/m (AZIZ'Q + By() + 0)2 + m (AZIZ'Q + By() + 0)2,

che implica immediatamente la formula per d data sopra.

4. Si calcoli la distanza di un punto da una retta diventa banale se la retta ¢ parallela
a uno degli assi: per esempio se la retta ha equazione x = x; allora la distanza
d del punto P = (z,yo) dalla retta & data semplicemente da d = |x; — zg|; se la
retta ha equazione y = y; allora la distanza & d = |y; — yo|. Si noti che la formula
dell’Osservazione B si puo applicare anche in tal caso (infatti A2 + B? = 1, mentre
Axg+ Byo+ C = xg — x1 se la retta ha equazione x = x1 e Axg+ Byg+C = yo— 11
se la retta ha equazione y = y1).

10.5 Vettori nello spazio

Quanto fatto prima si puo ripetere per vettori in tre dimensioni. In particolare si considera
R? =R x R x R e si introducono tre versori ; j, k nelle direzioni dei tre assi ortogonali.
Diremo che 7 7, k sono i versori dello spazio: 7’¢é il versore dell’asse x, 7€ il versore dell’asse
ye k & il versore dell’asse z. I vettori 7, . 7, k costuiscono una base di vettori nello spazio. Si
puo allora introdurre la somma di vettori (attraverso la stessa regola del parallelogramma)
e il prodotto di un vettore per un numero reale.

Per ogni vettore ¥’ si pud scrivere
U = 0,0+ vy )+ v.k,

per opportuni v,,v,,v. € R. I numeri v,,v,,v, si chiamano componenti del vettore v.
Possiamo anche scrivere ¢ = (v, vy, v,), cosl stabilendo una corrispondenza biunivoca tra
vettori e punti dello spazio. La lunghezza del vettore ¢ data da |0] = /v2 + 2 + vZ.
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Due vettori v; e ¥ si dicono linearmente dipendenti se esistono «, # € R, non entrambi
nulli, tali che av; + fvs = 0, e linearmente indipendenti in caso contrario. Pil in generale

n vettori v, . .., v, si dicono linearmente dipendenti se esistono n numeri reali o, . . ., a,,
non tutti nulli, tali che o107 +. .. 4+ «a,,0,, = 0. Diremo al contrario che n vettori vy, ..., U,
sono linearmente indipendenti se a1 +. . .+a, v, = 0 € possibile solose a; = ... = a,, = 0.

Il prodotto scalare si introduce come nel caso del piano: dati due vettori ¢ e  si ha
U - = |v] || cosb,

dove 6 ¢ I’angolo tra i due vettori.

Valgono le stesse proprieta di pag. [[06] del caso del piano; ora ovviamente la proprieta
¢ sostituita da

U W = VW, + Vywy + VW,

w

se U= 0+ v, ]+ vk e W = w7+ w, 7+ w.k. Si ha quindi

Vp Wy + VyWy + VW,
| 0] [

cosf =

)

se 6 ¢ al solito 'angolo compreso tra i due vettori.

Osservazioni:

1. Tre vettori v, v e U3 nello spazio sono linearmente dipendenti se giacciono sul
medesimo piano.

2. Nello spazio il numero massimo di vettori linearmente indipendenti € tre.

10.6 Prodotto vettoriale

Definizione 10.9. Tre vettori vy, Vs, U3, con U3 ortogonale al piano individuato da vy e Us,
fomano una terna destrogira se un osservatore diretto lungo U3 vede il vettore v ruotare
in verso antiorario per sovrapporsi a Uy. Se anche Uy e Uy sono ortogonali tra loro si dice
che la terna é una terna ortogonale destrogira.

Osservazioni:

1. T tre versori 7, 7, k di un sistema di riferimento in R3 formano una terna ortogonale
destrogira; cfr. Figura [10.9]

2. Perché tre vettori formino una terna destrogira ¢ fondamentale ’ordine in cui ven-
gono considerati: per esempio 7,7, k non formano una terna destrogira.
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Figura 10.9: Terna ortogonale destrogira costituita dai versori dello spazio.

Definizione 10.10. Dati due vettori v e w si definisce prodotto vettoriale dei due vettor:
il vettore @ = U AW che ha lunghezza |u| = |U] |W| sin€, dove 6 ¢é l’angolo piu piccolo
compreso tra i due vettori, direzione ortogonale al piano in cui giacciono U e W e verso
tale che i tre vettori ¥, W, formano una terna destrogira.

Osservazioni:

1. Il prodotto vettoriale di due vettori si ottiene come rappresentato in Figura [I0.10

Figura 10.10: Prodotto vettoriale dei due vettori ¢ e 0.

2. Dati due vettori si possono considerare due angoli §; e 5 compresi tra loro tali che
6, € [0,7] e 0 = 2 — 0y € [m,2m|. L’angolo 6 che interviene nella definizione di
prodotto vettoriale ¢ il piu piccolo dei due, quindi § = #; (ovviamente se ¢; = 7
anche 6, = 7 e quindi € ¢ uno qualsiasi di essi).
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. Il verso del prodotto vettoriale v A @ si pud anche determinare con la regola della

mano destra: tenendo la mano destra in modo che I'indice punti nel verso del vettore
v e il medio nel verso del vettore , allora il pollice, tenuto a novanta gradi rispetto
all’indice, puntera nella direzione del vettore v A .

. La lunghezza del vettore v A w & uguale all’area del parallelogramma individuato

dai vettori ¢ e w. Infatti 'area del parallelogramma é dato dal prodotto della base
b per I'altezza h: se si considera come base il segmento individuato dal vettore v si
ha b = |U| e h = || sin @, dove 0 & appunto I’angolo compreso tra i due vettori.

Se w = 0 allora @A @ =@ A0 =0 per ogni vettore .

Si noti che il prodotto scalare é un’operazione che associa a due vettori un numero
reale, mentre il prodotto vettoriale ¢ un’operazione che associa a due vettori un
terzo vettore.

Proprieta del prodotto vettoriale:

1.

Ne s

Vii siha @A @ = 0.

=1
Il

|
<y
>
S

Vi, v si ha o A

<y

Vi, U, st ha (U+ V) N0l =4
Vi, U, 0 si ha 4 A (04 @) =
Vi, v e Vo € R si ha (au) A U= o(d A D).

Vi, v paralleli o antiparalleli tra loro si ha « A v = 0.

Vi, si ha @i+ (i AG) =¥ (@ A D) = 0.

Osservazioni:

1.

2.

Se si considerano i tre versori 7, 7, k si ha

Se ﬁ:ulﬂ—uﬁjtuglge U:vlf+v2f+vgg, si ha
ﬁ A\ ’17 = (UQl)g — U3’U2) ’7—}— (Ug’Ul — ulvg) j—l— (U1U2 — Ug’Ul) E

Questo segue immediatamente dall’osservazione precedente e dalle proprieta [3 e [
del prodotto vettoriale. Le componenti del prodotto vettoriale di due vettori si
possono esprimere formalmente come determinante di una matrice 3 x 3; cfr. §12.2.
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10.7 Rette nello spazio

Siano P, = (z1,y1,21) € Py = (22,2, 29) due punti in R?® e sia P = (z,y,2) un punto

- —
generico. Il punto P si trovera sulla retta passante per i punti P, e P, se PLP = tP| P,
ovvero se valgono le equazioni

r—x =t(xe — 1),
y—y1=1t(y2— 1),
22—z =1t(z—2z),

note come equazioni parametriche della retta nwello spazio. Se xo # 1, Ys # Y1 € 22 # 21,
eliminando il parametro t, si trova

r—rh _Yy—n

)
To — X1 Y2 — U1 22— 2

che rappresentano 1’equazione cartesiana della retta nello spazio. Per costruzione tale retta
¢ parallela al vettore }TP; ed é quindi parallela al vettore U = (xo — 1, Y2 — Y1, 20 — 21)
(in particolare non ¢ parallela a nessuno degli assi sotto le ipotesi fatte sulle coordinate
dei punti).

Se al contrario, per esempio, z; = 2o allora la retta giace nel piano z = z;. Se x1 # x9
e Y1 # Y, & individuata dall’equazione

Yy—th T I

)
Y2 — Y1 Tg — X1

esattamente come nel caso delle rette del piano: 1'unica differenza ¢ che il piano non ¢ il
piano xy (cioé¢ z = 0), ma il piano z = 2z; = cost. Analogamente si discutono i casi in cui
si ha @1 = @9, Y1 # Yo, 21 # 22 (retta nel piano x = x1) oppure y; = Yo, T1 # T, 21 F# 2o
(retta nel piano y = y;). Se 21 = 29 € y; = Yo, allora la retta ha equazione z = z; e y = 4
ed é quindi parallela all’asse z; se 21 = 29 e x1 = x5 la retta ha equazione z = z; e x = 11
ed & quindi parallela all’asse y; se infine x1 = x5 e y; = y» la retta ha equazione r = x; e
y =y ed & quindi parallela all’asse z.

Osservazioni:

1. L’equazione di una retta passante per il punto P = (xg, yo, 20) € parallela al vettore
(a, b, ¢) ha equazione:
T—To  Y—Y 22— %0
a b ¢
purché i tre numeri a, b, ¢ siano tutti non nulli. Se a = 0 e b,c # 0, allora la retta
giace nel piano x = xg e ¢ diretta lungo il vettore ¥ = (0, b, ¢): quindi ha equazione

y—yo:z—zo
b c

Tr = Xop.
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2. Seb=0e a,c+# 0 laretta ha equazione

T — 2o Z — 20

= ) Y = Yo-
a C

3. Sec=0e€a,b+# 0 laretta ha equazione

I—xozy—yo
a b’

Z = 2.

4. Infine, se a = b = 0 e ¢ # 0 la retta ha equazione z = x¢, y = 4o, 2 € R (ed & quindi
parallela all’asse z), se a = ¢ = 0 e b # 0 la retta ha equazione x = xg, z = 2,
y € R (ed ¢ quindi parallela all’asse y), se b =c =0 e a # 0 la retta ha equazione
Y = Yo, 2 = 20, * € R (ed & quindi parallela all’asse x).

10.8 Piani

. . é é . . . . . . —
Dati due vettori PyP; e PyP,, esiste un piano m che li contiene. Indichiamo con n =
Aiv+ By + Ck il versore normale al piano 7. Perché un punto P appartenga al piano 7

occorre che si abbia 77 - PO_I)D = 0, ovvero
A(x—z0)+ By —yo) +C (2 — 29) = 0.
Quindi I’equazione cartesiana del piano é data da
Ar+ By+Cz+ D =0,
dove D = —Axy — Byy — Cz.

Esempi:
1.  —y 432+ 2 =0 ¢ 'equazione del piano con direzione normale (1, —1,3)

2. x = 0 é 'equazione del piano yz, y = 0 é 'equazione del piano zz, z = 0 & 'equazione del
piano zy.

Osservazioni:

1. Si noti la profonda differenza tra le equazioni az + by + ¢ = 0 nel piano e Ax + By +
Cz 4+ D = 0 nello spazio. La prima rappresenta una retta nel piano, la seconda
rappresenta un piano nello spazio. In particolare 'equazione ax + by + ¢ = 0 in
R3 rappresenta un piano (I'equazione ¢ della forma Az + By + Cz + D = 0, con
A=a, B=0b,C=0e D =c), pit precisamente del piano 7 parallelo all’asse z che
interseca il piano xy lungo la retta r che, in quel piano, ha equazione ax+by+c = 0;

cfr. Figura 10111
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Figura 10.11: Intersezione del piano Ax + By + D = 0 con il piano xy.

2. Dato un punto P non appartenente al piano 7, la distanza d di P dal piano ¢ data
dalla distanza tra il punto P e il punto ) del piano piu vicino a P: per calcolare d
si determina prima la retta ortogonale al piano 7 passante per P, si trova quindi il
punto d’intersezione () tra il piano 7 e la retta r e si calcola infine la distanza tra i
due punti P e ), ovvero la lunghezza del vettore JTQ; cfr. Figura Quindi se
il piano ha equazione az + by + ¢z + d = 0 e il punto ha coordinate P = (o, Yo, 20)
si procede come segue:
(1) il vettore 77 = (a, b, ¢) & ortogonale al piano;
(2) la retta r deve passare per P e avere la stessa direzione di n, quindi ha equazione

rT—To Y—Y 22— %0,
a b c

(3) imponendo che (x,y, z) risolva contemporaneamente ’equazione cartesiana della
retta e ’equazione del piano si trovano le coordinate del punto Q);

(4) il modulo del vettore PT) ¢ uguale a d.

3. Se si considera il sistema di equazioni

To — Xq
r—1x1=(y— ) ,
Y2 — Y1
Y2 — Y1
y—ylz(Z—Zl) )
Z9 — 21

notiamo che ciascuna di esse rappresenta l’equazione di un piano e le due equazioni
insieme rappresentano ’equazione di una retta: si tratta ovviamente della retta data
dall’intersezione dei due piani.



116 CAPITOLO 10. VETTORI

Figura 10.12: Distanza di un punto da un piano.

10.9 Vettor:i in R"

Si puo estendere la definizione di vettori e di prodotto scalare in R”, introducendo un
insieme di versori {71,...,%,} in R”, tale che 7 -7, = lper k =1,....ne ;-1 =0
se j # k. Allora ogni vettore ' in R"™ si pud scomporre nella base {#,...,%,} scrivendo
’(7:1)1714—...—'—1)”’7”.

Dati due vettori v = v12] + ... 4+ Ul € W = w1] + ... + wyiy, il prodotto scalare dei
due vettori & v - W = vywy + ... + vywy,.

Dati m vettori vy, ¥s, . . ., U, in R", diremo che i vettori sono linearmente indipendenti
se si ha U] + sty + ... + U, = 0 se e solo se o = g = ... = @, = 0 e linearmente
dipendenti in caso contrario. Se m > n i vettori sono necessariamente linearmente dipen-
denti. Se n = m e i vettori sono linearmente indipendenti, allora essi costituiscono una
base in R™: ogni vettore si puo esprimere in modo unico come loro combinazione lineare.
L’insieme {7, ...,%,} costituisce quindi una base in R".

10.10 Esercizi

1. Siano U= (2,—3,1) e @ = (1,—2,0). Si calcoli:
(1) le coordinate del versore w con la stessa direzione e lo stesso verso di w;
(2) la proiezione di ¢ su ;
(3) il coseno dell’angolo ¢ tra i vettori v+ @ e —u;
(4)

— =

4) Tarea A del parallelogramma di vertici 0, 7, @ e ¥ + .
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10.

11.

12.

(3) U-w = =2, || = 2.
(4) ¥ e w formano un angolo 7/3 e |w] = 2/4/10.

Siano v = (=2,1) e & = (1,2). Si calcoli:
(1) Parea A; del parallelogramma di vertici 0, —¥, —w e —0 — 117,
(2) area A, del parallelogramma di vertici 0, —¥, @ e W

(3) 'area Az del triangolo di vertici 0, —v e 0.

Sia v = (1, 3,2). Si calcoli:

(1) il versore w ortogonale a ¥ giacente sul piano xy;
(2) la proiezione del vettore u = (1, —1 2) su v;

(3) il coseno dell’angolo ¢ tra i vettori @ e

(4) il prodotto vettoriale ' A .

Dati i vettori ¥} = (2,4), 5 = (=5,1) e U5 = (—2,1), calcolare tutti i possibili
prodotti scalari che si possono ottenere prendendo due tra i tre vettori e determinare
se ci sono due vettori ortogonali.

Determinare per quale valore di k i due vettori v = (k, —1, 3), vh = (k, 2k, —5) sono
ortogonali.

Determinare se i vettori v, v5 e U3 sono linearmente dipendenti e, in caso di risposta
affermativa, esprimere uno dei tre come combinazione lineare degli altri due:

(1) o) = (1,0,—1), ¥h = (0,1,2), 75 = (1,1, 3);

(2) 171 = (1,2, 3), ’(72 = (—1,0, 1), ’(73 = (0,0, 1),

(3) v1 = (0,3,3), o = (1/2,1,2), v5 = (1/2,—1,0).

Siano v = (1,—-3,2) e W = (—1,2,2). Si calcoli:

(1) la lunghezza di v e di

(2) il versore v con la stessa direzione e lo stesso verso di ¥,
(3) il versore w con la stessa direzione e lo stesso verso di ;
(4) il prodotto scalare ¥/ - (v - u7);

(5) il prodotto vettoriale o' A ;

(6) I'area A del parallelogramma di vertici 0, 7, @ e ¥ + .

Scrivere 'equazione cartesiana e le equazioni parametriche della retta del piano
passante per i punti P, = (1,4) e P, = (3,1).

Trovare 'equazione della retta r del piano zy passante per il punto P = (6,1) e
ortogonale al vettore v = (1,1).

Trovare la distanza d del punto P = (2, 1) dalla retta r di equazione y —x +4 = 0.

Trovare la distanza d del punto P = (1,1) dalla retta r di equazione y +x + 1 = 0.
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Si calcoli la distanza d del punto P = (2, —3, 4) dal piano « di equazione x+2y+2z =
13.

14. Determinare ’equazione cartesiana della retta r data dall’intersezione dei piani x +
y+z=0ex—y—2z=1.

15. Nel piano xy siano date la retta r di equazione x —2y+2 = 0 e il punto P = (xg, o)
di coordinate xo = 3 e yg = 0.

(1) Si determini un vettore ¥ parallelo alla retta r,

(2) Si determini un vettore  ortogonale a v.

(3) Si determini la retta s ortogonale a r e passante per il punto P.

(4) Si calcolino le coordinate del punto d’intersezione @) tra le due rette r e s.
(5) Si calcoli la distanza d del punto P dalla retta r.

(6) Si determini la retta ¢ parallela a r e passante per il punto P.

16. Nel piano xy siano date la retta r di equazione 4x —3y+6 = 0 e il punto P = (3, 5).

(1) Si determini un vettore ¥ parallelo alla retta r.

(2) Si determini un vettore  ortogonale a v.

(3) Si determini la retta s ortogonale a r e passante per il punto P.

(4) Si calcolino le coordinate del punto d’intersezione @ tra le due rette r e s.

(5) Si calcoli la distanza d del punto P dalla retta r.

(6) Si determini, nello spazio xyz, la distanza d; del punto P, = (3,5,1) da r.
Soluzioni.

1. (1) @ = (1/v5,-2/V5,0); (2) o = 8/V/5; (3) T+ = (3,—5,1) e = = (—1,2,0)
= cosp = (V+ W) - (— )/|17—|—u7||u7|:—13/5\/_ 4) AW = (2,1,-1) =
A= |7 A = V6.

2. (1) 7@ = —wy + 3w, =0, |w]* = w2+ w2 =3"=9 = @ = (—9/V10,-3//10)
0ppure1ﬂ—(9/\/_3/\/_)()|17| \/17015—a17:>u7—\/E17(3)17 W=
—We 43wy = =2, |0 = witw, =2° =4 = 0 = (-85, 6/5) oppure @ = (2,0);
(4) V-0 = —w, 4+ 3w, = \/_ (2/\/_) -cos(m/3) = 1e 0] = w2+ w] = = (2/1/10)? =
2/5 = = ((—1-3v/3)/10, (3—+/3)/10) oppure i = ((— 1+3\F)/10 (3-++/3)/10).

3. Possiamo considerare i vettori in R3 ponendo o' = (=2, 1, 0) e w = (1,2,0), quindi:
(1) 7AW =(0,0,-5) = Ay = [(=0) A (=) = [UAW] = 5; (2) Ap = [(=0) Adl] =
[UAW| =5; (3) Az = Ag/2 = |UAW|/2 =5/2.

4. (1) W = (wg, wy, w,) deve soddisfare le condizioni: - v = w, + 3w, + 2w, = 0, w?+

wi+w? =1ew, =0= = (-3/V10,1/v/10,0) oppure 0 = (3/V10, —1/\/7 0)
|0

2) 18] = VIi = @ 7/|0] = 2/v/1%; (3) cosp = @-7/|7] |@] = 2/v/IA -6 = 1/v/21;
(4) GAT = (8,0, —4).
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10.

11.

12.

— —

LU Uy = —6, Uy - U3 =0, Uh- U3 = 11 = v; e v3 sono ortogonali.

U - Uy =k?>—2k—15=0sek=1+4 = k =5 oppure k = —3.

(1) Scrivendo a9} + gt + a3ty = 0 si trova a3 = ay = a3 = 0 = 1 vettori sono
linearmente indipendenti; (2) scrivendo oy ¥} + anth + astis = 0 si trova a; = ag =
a3 = 0 = i vettori sono linearmente indipendenti; (3) scrivendo a0 +agth+asts =
0 si trova che I'equazione é soddisfatta richiedendo che sia 3a; = —2an € a3 = —an:
per esempio, se ay = —3 otteniamo oy = 2, as = —3, ag = 3 = 1 vettori sono
linearmente dipendenti e, in particolare, si puo scrivere uno qualsiasi di essi come
combinazione lineare degli altri due (per esempio 0, = (3/2)v, — (3/2)03).

= Ve ] = 3; (2) b = (1/V14,-3/V14,2/V14); (3) & = (—1/3,2/3,2/3);
4) 7 — @ = (2,-5,0) = - (§— @) = 17; (5) TA T = (—10,—4,—1); (6)
A= |7 A = VIIT.

Le equazioni parametriche sono x = 1+ 2t, y = 4 — 3t. Poiché i punti hanno sia
coordinate = che coordinate y diverse tra loro possiamo scrivere (z —1)/(3 —1) =
(y —4)/(1 — 4) = l'equazione cartesiana della retta ¢ 3x + 2y — 11 = 0.

La retta r & parallela a un qualsiasi vettore w0 ortogonale a ¢. Il vettore = (w,, wy)
deve esserte tale che ¥ - W = v,w, + vyw, = w, + w, = 0 = w, = —w,, quindi,
per esempio, W = (—1,1) = la retta r dovra essere parallela a W e passare per
P, quindi avra equazione (z — 6)/(—1) = (y — 1)/1, da cui si ottiene 'equazione
cartesiana r +y — 7 = 0.

La retta r ha equazione z = y+4, quindi passa per il punto R = (0, —4) ed ¢é parallela
al vettore v = (1,1). Quindi ogni retta ortogonale a r deve avere la direzione del
vettore @/ = (—1, 1) ortogonale a . La retta s passante per P e ortogonale a r ha
quindi equazione (z — 2)/(—1) = (y — 1)/1, ovvero —x +2 = y — 1. Il punto @ di
intersezione tra le due rette r e s ha coordinate (z,y), dove (Z,y) risolve il sistema

di equazioni
r—y—4=0,
r+y—3=0,

ovvero T =T7/2 e § = —1/2. Quindi d = \/(2—7/2)2+ (1 + 1/2)2 = 3/V/2.

La retta r ha equazione x + 1 = —y, quindi passa per il punto R = (—1,0) ed &
parallela al vettore ¥ = (1, —1). Quindi il vettore @ = (1,1) é ortogonale a r. La
retta s passante per P e parallela a @ ha quindi equazione (x —1)/1 = (y — 1)/1,
ovvero x = y. Il punto @ di intersezione tra le due rette r e s ha coordinate (z, ),
dove (Z,y) risolve il sistema di equazioni

r+y+1=0,
Zlf—y:O,
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ovvero 7 =g = —1/2. Quindi d = /(1 +1/2)2 + (1 +1/2)2 = 3/V/2.

Il vettore 77 = (1,2, 2) ¢ ortogonale al piano. La retta r parallela a 7 e passante per
il punto P ha equazione cartesiana (z — 2)/1 = (y +3)/2 = (2 — 4)/2. 1l punto
d’intersezione della retta r con il piano sara il punto @) di coordinate (x,y, z) tale che
r—2=(y+3)/2, x—2 = (2—4)/2 (poiché appartiene alla retta r) e z+2y+2z = 13
(poiché appartiene al piano). Risolvendo il sistema

20 —4 =y + 3,
20 — 4 = z — 4,
T+ 2y + 22z =13,

si trova ) = (3,—1,6) = la distanza d tra P e w ¢ data dalla distanza tra i due
— —

punti P e @ ed é quindi uguale a |PQ)|, dove PQ) = (3—2,—1+3,6—4) = (1,2,2),

quindi d = 3.

Sommando le equazioni dei due piani otteniamo 2z — 2z = 1, mentre la loro differenza

da 2y + 3z = —1. Possiamo riscrivere le due equazioni nella forma
1
1 Yt
xrTr— - = —= —
2 -3 2’

che rappresenta dunque 'equazione cartesiana della retta parallela al vettore v =
(1,—3,2) e passante per il punto P = (1/2,—-1/2,0).

(1) Si puo riscrivere 'equazione della retta r nella forma z = 2y —2 = (y—1), ovvero
x/2 = y—1: quindi r ¢ la retta passante per il punto R = (0, 1) e parallela al vettore
v = (a,b) = (2,1). (2) Si ha W = (=b,a) = (—1,2). (3) La retta s ha equazione
(x — x)/(=b) = (y — yo)/a, quindi (x — 3)/(—1) = y/2, ovvero 3 — x = y/2, che
possiamo riscrivere 2z +y — 6 = 0. (4) Le coordinate Z,y del punto @ si ottengono
risolvendo il sistema di equazioni

r—2y+2=0,
20 +y—6=0,

quindi (Z,9) = (2,2). (5) Sihad = +/(v0 — )2 + (yo — ¥)2 = V5. (6) L’equazione
della retta t & (z — xo)/a = Y0)/b, quindi (z — 3)/2 =y, ovvero x — 2y — 3 = 0.
4).
(5

(1) = (a,b) = (3,
= (63/25,134/25).

(=bya) = (—4,3). (3) 3z +4y —29 = 0. (4)

(y—
2) @ =
=3. (6) d = V10.

) d



11 Matrici e sistemi lineari

11.1 Matrici

Definizione 11.1. Si chiama matrice n X m una tabella A di n-m numeri disposti sun
righe e m colonne:

ay;y a1 ... QAim

agy @922 ... Q9
A= o,

Ap1 Ap2 ... Apm

dove a;; € R si chiama ’elemento della i-esima riga e j-esima colonna.
Osservazioni

1. Se n =m =1 la matrice A é costuitita dal solo elemento a1, quindi si riduce a un
numero reale.

2. Se n = m la matrice si dice matrice quadrata. In tal caso gli elementi a;; si chia-
mano elementi diagonali e il loro insieme costituisce la diagonale della matrice. Gli
elementi a;;, con 7 # j, si chiamano elementi fuori dalla diagonale.

Definizione 11.2. Siano A e B due matrici n x m di elementi a;; e b;;, rispettivamente.
St definisce somma delle due matrici, e si indica con C = A+ B, la matrice n X m di
elementi Cij = Qjj -+ bz]

Esempio:
1 -1 3 1 1 2 2 0 5
A=|1/2 1/5 0 |,B=|1 -2 1 |=C=A+B=13/2 -9/5 1
-2 1 1/3 4 1/2 1/2 2 3/2 5/6

Definizione 11.3. Sia A una matrice n x m di elementi a;; e sia o un numero reale. Si
indica con oA la matrice n X m di elementi aa;;.

121
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2 -1 4 =2
A—<0 3>, a=2 = ozA-(O 6>'

Definizione 11.4. La matrice quadrata i cui elementi sono tutti 0 si chiama matrice
nulla e si indica con 0.

Esempio:

Definizione 11.5. La matrice quadrata che ha gli elementi diagonali tutti uguali a 1 e
gli elementi fuort dalla diagonale tutti uguali a zero si chiama matrice identita e si indica
con 1.

Quindi, la matrice identita, nel caso 2 x 2 e 3 x 3, &, rispettivamente,
100
1= <(1] (1]) , I=(0 10
0 01

Definizione 11.6. Una matrice quadrata si dice diagonale se tutti gli elementi fuori dalla
diagonale sono nulli.

11.2 Determinante di una matrice

E possibile dare una definizione assiomatica di determinante di una matrice quadrata, da
cui si fanno poi discendere le varie proprieta. Alternativamente, si pud una definizione
ricorsiva (o per induzione).

Seguiremo questa seconda strada: in altre parole vedremo che il determinante di una
matrice n X n si pud scrivere in termini dei determinanti di matrici (n — 1) x (n — 1).
Quindi una volta che abbiamo definito il determinante di una matrice 1 x 1 e abbiamo
fissato come passare da una matrice (n — 1) x (n — 1) a una matrice n X n, possiamo
scrivere il determinante di una matrice quadrata qualsiasi.

Definizione 11.7. Sia A una matrice 1 x 1. Si definisce determinante di A il numero
det A = a1, dove A = ay;.

Definizione 11.8. Sia A una matrice 2 X 2. Si definisce determinante di A il numero
det A = det @ 12 = 1122 — A12Q921.
a1 Q22

Definizione 11.9. Sia A una matrice 3 x 3. Si definisce determinante di A il numero

Q22 A23 a1 a23 A21  A22
det A = aq; det — aqo det + ay3 det .
32 Aa33 azyp ass a31 a3z



11.2. DETERMINANTE DI UNA MATRICE 123

Definizione 11.10. Sia A una matrice nxn. Si indica con A;; la matrice (n—1) x (n—1)
ottenuta da A togliendo la i-esima riga e la j-esima colonna. Si definisce matrice comple-
mentare dell’elemento a;; la matrice A;; e minore corrispondente ad a;j il determinante
della matrice A;;.

Osservazioni:

1. Possiamo scrivere il determinante di una matrice 3 x 3 come

3
det A = a11 det AH — a12 det A12 + a3 det Alg = Z<—1)1+ka1k det Alk-
k=1

2. La formula sopra esprime il determinante sviluppato lungo la prima riga. Si pud
definire anche il determinante sviluppato secondo la seconda riga o la terza riga,

dati da
3 3

Z(—1)2+ka2k det Agk, Z(—1)3+ka3k det Agk,
k=1 k=1
rispettivamente. Si puo allora dimostrare che le tre quantita coincidono con det A.

3. Si puo anche definire il determinante sviluppato secondo una delle tre colonne come

3 3

3
Z(—l)H—kCLkl det Akh Z(—1)2+kak2 det Akg, Z(_1>3+kak3 det Akg,

k=1 k=1 k=1

rispettivamente. Di nuovo le tre espressioni coincidono con det A, cosi che il
determinante risulta essere una proprieta intrinseca della matrice A.

4. Dalle Definizioni 1.8 e 1.9 si vede che il determinante di una matrice 3 x 3 di
elementi a;; ¢

det A = aj1a90a33 + a12a23031 + Q13021 A32 — 12021033 — Q13022031 — Q11023032

Un metodo mnemonico per calcolare il determinante ¢ dato dalla regola di Sarrus:
(1) si costruisce una matrice rettangolare 3 x 5 ottenuta da A aggiungendo una
quarta e quinta colonna uguali alla prima e seconda colonna, rispettivamente:

ayj; Q2 Q13 ai; A2
a1 Q22 Q23 21 Q22 |,
a31 32 Q33 aAz1 A32

(2) si calcola il prodotto degli elementi delle tre diagonali che partono dai primi tre
elementi della prima riga verso destra (diagonali principali);

(3) si calcola il prodotto degli elementi delle tre diagonali che partono dagli ultimi
tre elementi della prima riga verso sinistra (diagonali secondarie);

(4) la differenza dei due prodotti ¢ uguale al determinante di A.
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5. La regola di Sarrus vale per matrici 3 X 3 e non si estende a matrici pit grandi.

6. Il prodotto vettoriale di due vettori v = v, 74 v, 7+ vk e T = w7+ Wy T+ w,k si puo
interpretare come determinante sviluppato secondo la prima riga della “matrice”

— —

A
Uy Uy U,
W, W, w,

Si noti che non si tratta realmente di una matrice perché in base alla Definizione
[Tl gli elementi di un matrice devono essere numeri reali. Tuttavia ¢ utile scrivere
il prodotto vettoriale in questa forma.

Esempio: Data la matrice

1 -1 2
A=10 3 1],
2 4 1

se calcoliamo il determinante sviluppato lungo la prima riga otteniamo:
detA=1-3-4)—(-1)-(0-2)4+2-(0—-6)=—-1—-2—-12=—15.
Lo sviluppo del determinante lungo la seconda riga ¢ dato da
det A=(-0)-(-1-8)+3)-(1—4)+(-1)-44+2)=0—-9—6 = —15,
mentre il suo sviluppo lungo la terza colonna ¢ dato da
detA=(2)-(0-6)+(-1)-(4+2)+(1)-(3-0)=—-12—-6+3 = —15,
Infine, per applicare la regola di Sarrus, scrivendo

—1

N O =

— =N

N O =
w

3
4
otteniamo

det A=1-3-14(—1)-1-2+2.0-4-2-3.2—1-1-4—(=1)-0-1 =3-2+0—-12—4—0 = —15.

Definizione 11.11. Sia A una matrice n x n. Si definisce determinante di A il numero
det A = Z(_l)i+kaik det Ay,
k=1

dove la riga i-esima si puo scegliere in modo arbitrario.
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Osservazioni:

1. La formula nella Definizione [[T.11] rappresenta lo svillupo del determinante secondo
la 7-esima riga. Il risultato quindi non dipende dalla particolare riga scelta.

2. La formula nella Definizione [[T.11] ¢ anche nota come regola di Laplace per il calcolo
del determinante.

3. Si puo anche considerare o sviluppo del determinante rispetto a una qualsiasi colonna
7. Il risultato non dipende dalla particolare colonna scelta ed ¢ uguale allo sviluppo
secondo una delle righe: quindi

det A =) “(—1)"ay; det Ay,.
k=1

A livello pratico, se vogliamo calcolare il determinante di una matrice, conviene
scegliere la riga o la colonna in corrispondenza della quale lo sviluppo risulta pit
semplice. Per esempio puo semplificare il conto scegliendo la riga o la colonna che
contenga il maggior numero di zeri.

4. Se n = 3 l'espressione sopra per il determinante si riduce a quella della Definizione
se © = 1 e a quelle dell’Osservazione [2 di pag. se i =2o01=3. Analoga-
mente lo sviluppo secondo una colonna considerato all’Osservazione precedente si
riduce a quello dell’Osservazione Bl di pag.

5. Se n = 2 'espressione sopra si riduce a quella della Definizione [[1.8

6. Quindi otteniamo una definizione ricorsiva del determinante di una matrice quadrata
n X n se poniamo:

det A = A, n=1

det A = Z(—l)”kaik det A, = Z(—l)”kaik det Ajp, n > 2.
k=1

i=1

7. Se A ¢é una matrice diagonale allora il suo determinante ¢ dato dal prodotto degli
elementi diagonali: det A = aq1 ... a,,. In particolare det 1 = 1.

8. Se moltiplichiamo per un numero reale @ una matrice n x n il suo determinante si
moltiplica per a”: det(ad) = o™ det A.

Proprieta dei determinanti:

1. Se una matrice quadrata A ha una riga o una colonna i cui elementi sono tutti nulli
allora det A = 0.
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2. Se una matrice quadrata A ha due righe o due colonne proporzionali allora det A = 0.

3. Se una matrice quadrata A ha una riga o una colonna che sia combinazione lineare
di due o piu altre righe o colonne, rispettivamente, allora det A = 0.

4. Se in una matrice quadrata A a una riga o una colonna si aggiunge una combinazione
lineare di altre righe o colonne, rispettivamente, il suo determinante non cambia.

Esempio: Data la matrice

13 7
A=|2 1 4],
0 5 10

si ha det A = 0. Questo ¢ in accordo con la proprieta Bl poiché la terza colonna ¢ combinazione
lineare della prima e della seconda, con coefficienti 1 e 2: 7=142-3,4=24+2-2¢ 10 =0+2-5.

11.3 Prodotto di matrici

Definizione 11.12. Sia A una matrice n x m di elementi a;; e B una matrice m x p di
elementi b;;. Si definisce prodotto delle due matrici, e si indica con C' = AB, la matrice
n X p di elementi ¢;; =Y 1| Qimbm;.

Osservazioni:

1. Il prodotto di due matrici ¢ chiamato anche prodotto righe per colonne.

2. Il prodotto di una matrice n X h per una matrice r X s si puo considerare solo se
h = r. In particolare si puo sempre effettuare il prodotto di matrici quadrate che
abbiano lo stesso numero di righe (e quindi di colonne).

3. Un vettore ¢ in R™ puo essere visto come una matrice n x 1 (matrice colonna). Se
A é una matrice n X n possiamo allora considerare il prodotto Av che definisce una
matrice n x 1, i.e. un vettore. Quindi si puo considerare il prodotto a destra di una
matrice per un vettore e il risultato ¢ un vettore.

Proprieta del prodotto tra matrici:

1. Date tre matrici A, B, C' che possono essere moltiplicate tra loro si ha A(B 4+ C) =
AB + AC.

2. Date due matrici A, B che possono essere moltiplicate traloroe o € R si ha A(aB) =
a(AB).

3. Date tre matrici A, B, C che possono essere moltiplicate tra loro si ha A(BC) =
(AB)C.
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4. Sia A una matrice n X n e siano «,  due numeri reali: dati due vettori v e « in R"

si ha A(at + ) = a AU+ SAW.

Osservazioni:

1. Sia 0 la matrice nulla n x n. Sia A una qualsiasi matrice n x n: si ha 04 = A0 = 0.

2. Sia 1 la matrice identita n x n. Si verifica facilmente che, se A ¢ una qualsiasi
matrice n X n, si ha 14 = Al = A.

3. Nel caso di matrici quadrate n x n, date due matrici A e B, si pud considerare sia
il prodotto AB sia il prodotto BA. In generale si ha AB # BA, i.e. il prodotto di
matrici non € commutativo.

4. Quando si considera il prodotto di matrici quadrate bisogna quindi specificare se il
prodotto é a destra o a sinistra: date due matrici quadrate A e B, se moltiplichiamo
A per B a destra otteniamo la matrice AB, se moltiplichiamo A per B a sinistra
otteniamo la matrice BA.

5. Una matrice quadrata A puo essere moltiplicata per se stessa: in tal caso si scrive
A% = AA. Analogamente A* ¢ il prodotto di A per se stessa k volte; in particolare
A =1¢e Al = A

6. Si noti che in generale A* non ha nulla a che fare con la matrice i cui elementi sono
le potenze afj degli elementi a;; di A.

7. Se B = A* per qualche k € IN allora A ¢ B commutano: A¥A = A AF = AF+L,
Teorema 11.13. Siano A e B due matricin X n. Si ha det(AB) = det A - det B.

Osservazioni:

1. Il Teorema [I1.13] & noto come teorema di Binet.

2. Tterando la proprieta precedente, se Ay, Ao, ..., Ar sono k matrici n X n, si ha
det(A1A2 c Ak) = det Al - det A2 -...-det Ak

Esempi:

1. Date le matrici

=) r (b )

AB = (g 153//22> , BA= (—71 532) '

si ha
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2. Date le matrici

o O W

S N =
N~ —

si ha

3. Data la matrice

si ha

s (2 2 5 (4 4 4 (8 8 g (2R 2kl
A :<2 2 5 A == 4 4 5 A == 8 8 5 ey A == 2k—1 2k—1 .

4. Data la matrice

si ha )
|

o

[\

Il
~/
— NN
OISO
W ok N
v
o

w

Il
~
w o
[
o= o
Do

10 16 18
, A*=1[16 28 32].
9 16 19

1. Ovviamente due matrici possono commutare. Un esempio banale ¢ se una delle due
matrici e la matrice nulla o la matrice identita.

Osservazioni:

2. Un esempio meno banale si ottiene se
2 0 10
A= (O 3) ’ B = (0 4) ’

AB:BA:<2 0).

Si ha in tal caso
0 12

3. Un esempio ancora meno banale (con matrici non diagonali) ¢

1 1 6 —1 4 1
T R e TV ()
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4. In generale, date due matrici 2 x 2
by b
A= ai; ag . B= 11 012 ’
a1 Qa22 bar  ba
perché esse commutino occorre che sia
a12b2; 2021512, (011 - a22)512 = (511 - b2z)a12, (011 - a22)521 = (511 - 522)021,

che, se gli elementi fuori dalla diagonale sono tutti non nulli, possiamo riscrivere

Qg1 ba1 app — a2 bi1 — bay

— 7
a12 b12 21 bas

11.4 Matrice inversa

Definizione 11.14. Data una matrice A di elementi a;; consideriamo la matrice 1 cui
elementi di indict ij sono uguali agli elementi a;; di A. Tale matrice sara chiamata la
matrice trasposta di A e sara indicata con AT.

Proprieta della matrice trasposta:

1. Se le matrici A, B possono essere sommate tra loro si ha (A + B)T = AT + BT,
2. Data una matrice A e a € R si ha («A)T = aAT.

3. Se A, B sono due matrici che possono essere moltiplicate tra loro anche BT e AT
possono essere moltiplicate tra loro e si ha (AB)T = BT AT.

4. Se A ¢ una matrice quadrata si ha det AT = det A.

Definizione 11.15. Data una matrice quadrata A, si chiama inversa di A la matrice B,
se esiste, tale che AB = BA = 1. Se esiste, la matrice inversa di A ¢ indicata con A",

Teorema 11.16. Data una matrice A, se esiste, la matrice inversa A~! ¢ unica.

Dimostrazione. Poiché A™' ¢ inversa di A si ha AA™!' = 1. Sia B una matrice tale
che AB = BA = 1. Si ha allora B = Bl = B(AA™') = BAA™' = 1A™', quindi
necessariamente B = A~!. m

Definizione 11.17. Sia A una matrice nxn. Indichiamo con A la matrice (n—1)x (n—1)
di elementi a;; = (—1)"* det A;j, dove A;; € la matrice complementare dell’elemento a;;
(cfr. la DefinizionelI1.10). Gli elementia,; si chiamano cofattori o complementi algebrici
e A si chiama matrice dei cofattori o matrice dei complementi algebrici.
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Osservazione: possiamo riscrivere il determinante di una matrice n x n (si ricordi la

Definizione I1.1T)) come:
det A = Z Qe El,zk

k=1

Teorema 11.18. Data una matrice A tale che det A # 0, esiste A~ e risulta

-1 _ I
det A~ 7

dove AT ¢ la trasposta della matrice dei cofattori.

Definizione 11.19. Una matrice A si dice non singolare se det A # 0. Una matrice A
si dice invertibile se esiste A7

Osservazioni:

1. In virta del Teorema [IT.18 una matrice ¢ invertibile se e solo se ¢ non singolare.

2. Per calcolare 'inversa di una matrice A, si procede quindi come segue. Si calcola
innanzitutto il determinante della matrice e si verifica se la matrice ¢ invertibile. Se
det A # 0, si calcolano quindi i minori degli elementi di A. Si costruisce allora la
matrice A i cui elementi a@;; sono i cofattori, cio¢ i minori a meno del segno che ¢ +
se i+ j ¢ parie — se i+ j ¢ dispari. Si considera quindi la trasposta di A e si divide
ogni elemento per det A. La matrice che si ottiene é I'inversa di A.

3. Quando si calcola I'inversa A~! di una matrice A, una semplice verifica consiste nel
controllare che il prodotto delle due matrici A e A~! dia 'identita, ovvero che risulti

AAT =1.

4. Data una matrice A, si ptio sempre considerare la sua trasposta: se A é una matrice
n xm, allora AT & una matrice m x n. Invece la matrice inversa di A si puo definire
solo se n = m, ovvero se la matrice A ¢ quadrata, e det A # 0.

Esempi:

1. Si consideri la matrice

A:G g)

Si ha det A = 2 # 0 e quindi la matrice ¢ invertibile. Si trova:

A= (3 _11> = AT = (—21 (1)> AT = <—11/2 1(/)2>‘
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2.

Si consideri la matrice

1 0 -1
A=11 1 2 |.
-1 3 1

Si ha det A = —9 # 0 e quindi la matrice ¢ invertibile. Si trova:

(-5 -3 4 i -5 -3 1 5/9 1/3 —1/9
A=|-3 0 3|=AT=|-3 0 -3|=A4a't=(1/3 0o 1/3 |
1 -3 1 4 -3 1 —4/9 1/3 —1/9

Proprieta della matrice inversa:

1.

2.

Se A, B sono due matrici invertibili che possono essere moltiplicate tra loro anche
B~! e A™! possono essere moltiplicate tra loro e si ha (AB)™! = B71A~L.

Se A ¢ una matrice quadrata si ha det A™' = 1/ det A.

Osservazioni:

1.

2.

La matrice nulla 0 non ¢ invertibile.

La matrice 1 ¢ invertibile (poiché det 1 = 1; cfr. ’Osservazione [1] di pag. [25) e la
sua inversa ¢ la matrice stessa (i.e. 17! = 1), come si verifica immediatamente.

La proprieta det A~! = 1/ det A segue immediatamente dal fatto che A=A = 1 (per
definizione di inversa) e dalla proprieta dei determinanti det(A™'A) = det A~!-det A.
Infatti si ha 1 = det 1 = det(A™'A) = det A~! - det A.

La proprieta (AB)™! = B7'A~! si dimostra come segue: data la matrice C' = AB
la sua inversa C~!' = (AB)~! deve soddisfare C~'C' = 1, quindi C7'AB =1 =
C'"A=1B'=B'= C'!'=C1'"AA"'=B'A' = Cc'=B"1A"%

11.5 Matrici simmetriche

Definizione 11.20. Una matrice quadrata A di elementi a;; st dice simmetrica se coincide
con la sua trasposta, i.e se A= AT,

Osservazioni:

1.

Una matrice A ¢ quindi simmetrica se a;; = a;; Vi,j =1,...,n.

2. La matrice nulla e la matrice identitd sono matrici simmetriche.
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3. Piu in generale ogni matrice diagonale ¢ simmetrica.
4. Si verifica facilmente che l'inversa di una matrice simmetrica é simmetrica.

Dimostrazione: se A ¢ simmetrica si ha 1 = (A71A)T = AT(AH)T = A(A~HT|
quindi (A™1T = A~!, per 'unicita dell’inversa (cfr. il Teorema TT.16]).

11.6 Sistemi di equazioni lineari
Consideriamo il sistema di due equazioni lineari

a1 + appy = by,
a1 + Ay = by,

dove i numeri a1, a2, asy, ase, by, by sono noti. Risolvere il sistema significa trovare i valori
x ey per i quali le due equazioni sono soddisfatte.

Se moltiplichiamo la prima equazione per as; e la seconda per a;; otteniamo

A21011% + A21012Y = A21by,
110217 + a11G22Y = a11ba,

cosi che se sottraiamo la prima equazione dalla seconda troviamo

(a11a22 - a21a12) Y= a11by — a21b17
OVVEro, Se (119 — Ao a13 7 0,

a11by — ag1by

(11022 — G21012

@11 A12
A= ,
Q21 A22

la condizione aq1a90 — as1ais # 0 si puo riscrivere det A # 0.

Se definiamo

Analogamente se moltiplichiamo la prima equazione per ag e la seconda per ajo
otteniamo

{a2ga11x + axa12y = anbi,

12021% + A12G22Y = Q12ba,

cosi che se consideriamo la differenza tra la prima e la seconda equazione troviamo

(allaz2 - 012021) T = axpb — &1252,
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e quindi, sotto la stessa condizione det A # 0,

a9by — ajaby

a11022 — (21012

Possiamo riscrivere allora la soluzione nella forma

det (bl alz) det (all
by ag 21

by
by

)

te apn ap)’ v a
11 a2 11
det det
Qg1 A22 Qg1
Possiamo riassumere il risultato nel seguente enunciato.

Teorema 11.21. Dato il sistema di equazioni lineart

a1 + ajy = by,
a1 % + Ay = b,

se ay1agy — aisag; # 0 allora la soluzione e data da

det (bl alz) det (all
by as - ai2

Tr =

by
by

Q12
22

)

) y -
det aixp ag det a1
Qo1 Q22 a21

Q12
22

133

Possiamo riformulare il problema nel modo seguente. Riscriviamo il sistema di equa-

zioni nella forma
aip Q12 Ty _ by
Qo1 @G22 Yy by )’
ovvero, se U = x7+ yje b=b7+ b7, nella forma
Al = b.

Sotto 'ipotesi det A # 0, esiste la matrice inversa

-1 1 Q2  —Q12\ _ 1
det A \—a21 a 11022 — Q12021

quindi possiamo scrivere

—

i = A"'b.

22

—a21

Se confrontiamo tale espressione con l'espressione della soluzione data dal Teorema [I1.21]

vediamo subito che le due espressioni coincidono.



134 CAPITOLO 11. MATRICI E SISTEMI LINEARI

Si possono apprezzare i vantaggi di questo secondo modo di procedere se consideriamo
sistemi di pitl equazioni lineari, per esempio

an + apy + a3z = by,
a1 + Aol + a3z = by,
a3 T + azy + aszz = b,

dove a;; e b; sono noti e x,y, z vanno determinati. Se introduciamo la matrice

@11 Aaiz2 Q13
A= |an ax axs )
a31 az2 G33

possiamo riscrivere il sistema nella forma
At = b,

dove ora U = x7+ y)+ 2k e b= b7+ b7+ bsk.
Se supponiamo che si abbia det A # 0 allora la matrice A ¢é invertibile e quindi la
soluzione ¢ data da

—

i = A"'b.

Si verifica immediatamente che possiamo riscrivere la soluzione come rapporto di due
determinanti. Vale infatti il seguente risultato, analogo al Teorema [IT.211

Teorema 11.22. Dato il sistema di equazioni linear:
ane + a1y + ar3z = by,

a1 + Ay + a3z = by,

a1 T + azy + azzz = bs,

se det A # 0 allora la soluzione ¢ data da

by a2 a3 a;; by ars ap; a2 b

det bg 92 Q923 det a921 bg 923 det 21 Q929 bg

- by az ass o asi by ass - asi azp by
det A 4 det A ’ det A

Rispetto al Teorema [I1.22] la formulazione in termini della matrice inversa di A puo
risultare pitt vantaggiosa dal punto di vista pratico.

Esempio: se consideriamo il sistema
20 —y + %z =3,
T+z=2,
—3r+2y—2z=0,
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si ha

= Nl

eb=37"+ 27+ 0k = (3,2,0). Si verifica facilmente che det A = —1 # 0: per trovare la soluzione
dobbiamo quindi calcolare A=, Con le notazioni di §12.5, si trova

-2 =2 2 -2 0 -1 2 0 1
i 1 AT 1 3 -1 _ 1 3
-1 -5 1 2 -1 1 -2 1 -1
In conclusione si ha
T 2 0 1 3 6
yl=12 & 2 ||2|=|7],
z -2 1 -1 0 —4
quindi la soluzione ¢ c =6y ="T7¢e z = —4.

In risultato discusso sopra in R? si estende al caso di sistemi di n equazioni lineari:
vale il seguente risultato (noto come teorema di Cramer).

Teorema 11.23. Dato il sistema di equazioni linear:

a111 + 122 + ...+ ATy = bl,
a91T1 + 99T 9 + ...+ Aop Ly — bg,

Ap1T1 + Ap2X2 + ..o + ATy = bna

se det A # 0, dove A ¢ la matrice dei coefficienti a;;, allora la soluzione ¢ data da

ay; Qg2 ... bl .. Qrp
agy @92 ... bg N )
det "
Ap1 Qpo ... bn ... QApn
e det A o i=heon
dove i coefficienti by, b, ..., b, occupano la i-esima colonna.

Osservazioni:

1. 1l metodo di soluzione dei sistemi di equazioni lineari mediante le formule del Teo-
rema [I1.23] prende il nome di metodo di Cramer.
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2. Analogamente ai casi precedenti con n = 2 e n = 3, anche nel caso n € IN qualsiasi,

si puo riscrivere il sistema di equazioni nella forma
At =D,

dove ora A ¢ la matrice nxn di elementi a;;, @ = z191+. . .4+2,7, € b= bty +. . .+b,T,,
dove {71,...,%,} & una base per i vettori in R". Se det A # 0 allora la matrice A ¢é
invertibile e quindi la soluzione ¢ data da

= A""b.

3. Se det A # 0 il sistema di equazioni del Teorema [1.23] che possiamo riscrivere
come A =b per 'osservazione precedente, se b= 0 ammette come unica soluzione
@ = 0. Infatti se det A # 0 esiste sempre un’unica soluzione @ = A~ 1p e quindi
i=A10=0seb=0.

4. Nel caso in cui si abbia det A = 0 la situazione & pitt complessa: o non ci sono
soluzioni o si possono avere infinite soluzioni, come mostrano gli esempi seguenti.

Esempi:

1. Dato il sistema

20 +y =1,
4o + 2y = 2,

2 1
=)

quindi det A = 4 — 4 = 0. In questo caso si vede subito che la seconda equazione si
ottiene dalla prima moltiplicandola per 2, quindi in realta il sistema & equivalente alla sola
equazione 2z + y = 1 che ammette infinite soluzioni. Infatti, per ogni € R, se fissiamo
g =1— 2z, allora (Z,1 — 2Z) & una soluzione.

si ha

2. Si consideri il sistema

20 4y =1,

4o 4+ 2y = 0,
dove la matrice A & la stessa dell’esempio precedente, quindi det A = 0. In questo caso
non esistono soluzioni: infatti 4o +2y =2(2x +y) =2-1=2#0.

Osservazioni:

1. Si noti che nel caso dell’esempio la matrice A ha due righe proporzionali. E una

regola generale, anche per n > 2, che se una matrice n xn ha due righe proporzionali
allora il suo determinante ¢ nullo (cfr. la proprieta 2l di §12.2 a pag. [126]).
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2. Se A ¢ una matrice 2 X 2 con det A = 0 allora sia le sue righe che le sue colonne
sono proporzionali tra loro: infatti se det A = 0 si ha aj1a29 — a12a2; = 0 e quindi
(11022 = A12a21. Quindi sono possibili due casi:

e la matrice ha una riga o una colonna di elementi nulli (e quindi I’asserto segue
immediatamente) oppure

e tutti gli elementi sono non nulli e si ha

an a1 a1 a2

) I

a12 22 21 22

la prima relazione implica che le righe sono proporzionali tra loro e la seconda
che le colonne sono proporzionali tra loro.

3. Quindi, dato un sistema di due equazioni lineari della forma Au = 5, se det A =0
le due righe di A sono proporzionali, i.e. Ja € R tale che ag1x + any = alanz +
ay). Allora, se by = aby, le due equazioni sono equivalenti all'unica equazione
a1 + apy = by ed esistono infinite soluzioni, mentre se by # ab; le due equazioni
sono incompatibili e non esistono soluzioni.

4. In particolare, se A ¢ una matrice 2 x 2 tale che det A = 0, il sistema Au = b con
b = 0 ammette sempre soluzione. Pil precisamente esiste sempre una soluzione
@ # 0 e ogni vettore con la direzione di u (cio¢ parallelo a @) ¢ anch’esso soluzione.

11.7 Autovalori e autovettori di matrici 2 X 2

Sia

una matrice 2 x 2. Consideriamo la matrice

1 0 ap — A a
A\ = a1y a12)_)\< ):<11 12 )’
(&21 a2 0 1 a1 Ay — A

dove 1 ¢ la matrice identita 1 x 1.
Il polinomio di secondo grado in A dato da

P2()\) = det, (A — )\]].) = )\2 — (a11 -+ a22) A -+ 11922 — A120271,

prende il nome di polinomio caratteristico di A e le sue radici

a1 + ag \/(an + ag2)? — 4(ar1a22 — a12a91)
2

A:
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si chiamano gli autovalor: di A.

Gli autovalori di A sono o entrambi reali (distinti o coincidenti) o complessi coniugati,
i.e. della forma A = a+1ib, con a,b € R (cfr. irisultati di §I.7)). La situazione ¢ illustrata
dai seguenti esempi.

Esempi
1. Se A= ; i) si ha Py(\) = A2 —2)\—1 = 0, quindi gli autovalori di A sono A\; = 1++/2
(§] /\2 =1- \/5
2. Se A= <1 _11> si ha Py(A\) = A2 — 2\ +2 = 0, quindi gli autovalori di A sono A\; = 1+1i

e da =1—1i, dove i = v/—1 & 'unita immaginaria.

3. Se A= (; ;) si ha Py(A\) = A2 — 4\ —1 = 0, quindi gli autovalori di A sono A\; = 2++/5
(S )\2 =2— \/3
4. Se A= <(2) (2)> siha Py(\) = A2 =4\ +4 = 0, quindi gli autovalori di A sono \; = Ay = 2.
Osservazioni:

1. Come mostra 'esempio ] gli autovalori possono non essere reali. Questo succede
quando il discriminante A = (@11 +as2)?—4(a11a2 —a12as1) dell’equazione Py(A\) = 0
¢ negativo.

2. Se la matrice A é simmetrica allora gli autovalori sono sempre reali. Infatti se
a1 = ag il discriminante A diventa

2 2 2 2 2

e quindi A > 0. In particolare le due radici coincidono solo se a11 = a9 € a1 = 0
(cfr. esempio M); in qualsiasi altro caso la matrice ha autovalori distinti.

Data la matrice A e il vettore ¥ = (v, v5) si puo considerare il vettore w = Av. Si ha

(all Cllz) <U1) _ <011U1 +a121)2)

a1 Qg2 ) \V2 ag1v1 + agvy )

quindi @ = (a11v14a12v9, ag1v1+as0vs). In generale il vettore At non ha la stessa direzione
di ¥, quindi non ¢é proporzionale a v. Diremo che un vettore non nullo ¥ é un autovettore
di A se esiste A € R tale che AT = \#. L’ultima relazione si puo riscrivere (A — \1)7 = 0:
poiché 7 # 0 allora la matrice A — A1 deve essere singolare, i.c. det(A — A1) = 0, quindi
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A deve essere un autovalore di A. Diremo allora che o ¢ 'autovettore corrispondente (o
associato o relativo) all’autovalore .

Scrivendo la relazione (A — A1)7 = 0 per componenti otteniamo

ajl — A a19 U1\ 0
921 99 — A (%) o 0/’

ovvero il sistema di equazioni

(CLH — >\) V1 + Aoy = 0,
a91V1 + (CL22 — )\) Vg = 0.

Poiché¢ det(A — A1) = 0 (poiché A ¢ un autovalore) allora le due equazioni non sono
indipendenti e quindi il sistema ammette una soluzione (vy, v2) # (0,0).

Osservazioni:

1.

II fatto che det(A — A1) = 0 implica dunque che esiste sempre almeno una soluzione
dell’equazione det(A — A1)v' = 0, quindi per ogni autovalore A di A esiste sempre
almeno un autovettore corrispondente a A; cfr. I’Osservazione M di pag. 37

Di fatto il sistema ammette infinite soluzioni: infatti se ¥ ¢ un autovettore, allora
ogni vettore della forma a ¥, con a # 0, ¢ un autovettore corrispondente allo stesso
autovalore \. Infatti si ha A(at) = a(AV) = a(A0) = A(ad).

L’autovettore corrispondente a un autovalore A individua quindi una direzione nel
piano. Si puo allora indicare I'autovettore scegliendo il versore in quella direzione.

Quindi quando si dice che “esiste un solo autovettore” corrispondente all’autovalore
A si intende che esiste un’unica direzione tale i vettori ¢ con quella direzione risol-
vono 'equazione Av = . Analogamente se si dice che “esistono due autovettori”
corrispondenti a A si intende che esistono due direzioni distinte tali che tutti i vettori
U1 e Uy con quelle direzioni risolvono I'equazione Av' = \v.

Sull’autovettore ¢ associato all’autovalore A la matrice agisce come il prodotto per
il numero reale .

Perché il vettore w = At sia diretto come ¢ occorre quindi che ¥ sia un autovettore
di A e in tal caso si ha @ = A\, dove A é "autovalore a cui corrisponde .

Esempi:

1.

Consideriamo la matrice dell’esempio [l di pag. Si trova che 'autovettore corrispon-
dente all’autovalore \; = 1++/2 & 7} = (1,/2) (e ogni altro vettore a esso proporzionale),
mentre I’autovettore corrispondente all’autovalore Ay = 1 — /2 & @ = (1,—v/2) (e ogni
altro vettore a esso proporzionale).
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2. Nel caso dell’esempio Ml si vede facilmente che ogni vettore ¢ un autovettore: possiamo al-

lora scegliere (arbitrariamente) due vettori linearmente indipendenti, per esempio i versori
01 = (1,0) e ¥, = (0,1) come autovettori corrispondenti all’autovalore A = 2. Lo stesso
argomento si applica a qualsiasi matrice che sia proporzionale all’identita.

11.8 Autovalori e autovettori di matrici n X n

Le definizioni date in §IT.7 si possono generalizzare al caso di matrici n X n.

Definizione 11.24. Sia A una matrice n X n, data da

a1 Q12 ... Qi
A _ 21 Q22 ... QA9
Ap1 Ap2 ... Opm

Si definisce polinomio caratteristico di A il polinomio di grado n

Pu(\) = det (A — M),

dove ora 1 & la matrice identita nxn, e si chiamano autovalori di A le radict del polinomio
caratteristico. Dato un autovalore N di A si chiama autovettore corrispondente a X\ il
vettore U tale che AU = \v.

Teorema 11.25. Se A ¢ una matrice simmetrica, allora i suoi autovalori sono reali.
inoltre essa ammette n autovettori che sono a due a due ortogonali.

Osservazioni:

1. Sia A una matrice n X n. Siano Ay,..., A, gli autovalori di A. A ogni autovalore

corrisponde un autovettore v: se quindi gli autovalori della matrice A sono tutti
distinti, allora la matrice A ammette n autovettori distinti v7,..., 0. Si pud anche
dimostrare che, in tale caso, gli autovettori sono linearmente indipendenti e quindi
{¥,...,0,} costituisce una base in R" (che viene chiamata base degli autovettori).

Se invece la matrice ha p autovalori coincidenti, i.e. se esiste una radice A di molte-
plicita p del polinomio caratteristico, allora il numero di autovettori corrispondenti
a A puo andare da 1 a p (a seconda della matrice).

Se tuttavia la matrice A é simmetrica allora il Teorema assicura che, indipen-
dentemente dal valore degli autovalori (quindi anche in caso di autovalori coinci-
denti) il numero di autovettori ¢ sempre n. Inoltre gli autovettori sono a due a due
ortogonali: se 1, ..., 0, sono gli n autovettori, si ha ¢; - ¥; = 0 per ogni @ # j.
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4. Se n = 3 il polinomio caratteristico ha la forma

a; — A Q12 13
Pg()\) = det 921 99 — A 23
31 @32 asz — A

e ammette tre radici (non necessariamente reali) A, Ag, A\3. Il vettore non nullo
U = (v1, v2,v3) & un autovettore (corrispondente all’autovalore ) se risolve il sistema
di equazioni

(an — >\) V1 + ajovy + 1303 — 0,

91V + (CL22 — )\) (%) -+ a23V3 — 0

31V + A32V9 + (agg — )\) V3 = 0.

Esempio: data la matrice

1 -1 -3
A=(0 2 1
0 0 -2
il polinomio caratteristico ¢ P3(A) = —(1 — A)(2 — A)(2 + A), quindi gli autovalori di A sono
A =1, Ay =2 e A3 = —2. Lautovettore corrispondente a A = 1 si trova risolvendo il sistema

—Vy — 3?)3 = 0,
vo +v3 = 0,
—U3 = 07

quindi (vy,v9,v3) = (v1,0,0) = ) = (1,0,0). L’autovettore corrispondente a A = 2 si trova
risolvendo il sistema

—U1 — Vg — 3’[)3 = 0,

vg =0,

—4?}3 = 0,
quindi (vy,v9,v3) = (v1, —v1,0) = ¥ = (1,—1,0). L’autovettore corrispondente a A\ = —2 si
trova risolvendo il sistema

3?}1 — Vg — 3?)3 = O,

4vg +v3 =0,

0=0,

quindi (v, v, v3) = (—11v2/3, ve, —4vy) = ) = (—11,3, —12).
Osservazioni:

1. Data una matrice A, la sua inversa A~! ha gli stessi autovettori di A, corrispondenti
ad autovalori che sono gli inversi degli autovalori di A: At = A\ = A0 = \717.
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L’affermazione precedente si dimostra verificando che se A0 = A\ allora A™'7 =
(1/A\)7. Partendo dalla relazione A¥ = A\ e moltiplicando a sinistra per A™! otte-
niamo 7 = A7'AT = A7\ = MA~'7. Poiché la matrice ¢ invertibile, si ha A # 0:
se infatti A = 0 fosse un autovalore il corrispondente autovettore © sarebbe tale
che tale che A7 = 07 = 0 e quindi ¥ = A0 = 0, che non ¢ possibile (cfr. anche
1'Osservazione 2 di pag. [44). Quindi si puo dividere per \ la relazione v = NA~17,
cosl ottenendo (1/\)0 = A~1v.

11.9 Diagonalizzazione di una matrice 2 X 2

Sia A una matrice 2 X 2 e siano Aq, Ay i suoi autovalori. In questo caso alcune delle
proprieta viste in §I1.8| si possono verificare per calcolo esplicito.

Proprieta degli autovettori di matrici 2 x 2:

1.
2.

3.

Se A1 # Ay allora gli autovettori ¢/, U, corrispondenti sono linearmente indipendenti.

Se Ay = Ay = A possono esserci o due o un solo autovettore corrispondente a A, a
seconda della matrice.

Se A ¢é simmetrica allora ammette sempre due autovettori ortogonali.

Dimostrazioni:

1.

Se i due vettori v, U5 fossero linearmente dipendenti allora dovrebbero essere pro-
porzionali (cfr. ’Osservazione 2] di pag. [[04)), i.e. vh = av; per qualche o € R. Ma
se cosi fosse si avrebbe Aty = Aat = aAth = al\v] = \av; = \Uy; d’altra parte
Aty = Aatiy, quindi si troverebbe \iU5 = Aoty che non é possibile se A\; #£ \s.

Consideriamo le due matrici

10 10
w=on) w0

In entrambi i casi si ha Ay = Ay = 1. Nel primo caso ogni vettore del piano ¢
un autovettore (si ragiona come fatto per 'Esempio [ di pag. [I40), quindi due
autovettori linearmente indipendenti sono, per esempio, ¥; = (1,0) e vo = (0,1).
Nel secondo caso c¢’é un solo autovettore corrispondente all’autovalore 1, che ¢ dato
da 7= (0,1).

Se A1 # Ag siano ¥ = (v11,v12) € Uy = (va1, V92) gli autovettori corrispondenti. Se A
é simmetrica si verifica facilmente che v - Aty = v, - Avy; infatti si ha

U1 - AUy = 11011021 + V11Q12V22 + V12G21V21 + V120220V22,

Uy« AUy = V21011011 + V21Q120V12 + V2202111 + Va2G22012,
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e si vede subito che le due espressioni sono uguali se A ¢ simmetrica (i.e. se ajp =
as). Dlaltra parte o) - Ath = U7 - Aoty = A0 - ¥ e, analogamente Uy - At} =
’(72 . )\1’(71 = )\1’(72 : 171 = )\1’(71 : 172. Qumdl 171 : A’UQ = ’(72 . AUl 1mphca )\1’(71 . ’(72 = )\2’(71 . ’(72,
ovvero (A — Ag)¥; - Ua = 0. Percio se Ay # Ay si ha ¢} - Uy = 0, i.e. ¥ e Uy sono
ortogonali. D’altra parte se \; = Ay allora la matrice é proporzionale all’identita (cfr.
"Osservazione 2 di pag. [[3])) e quindi ogni vettore ¢ un autovettore (cfr. 'Esempio
di pag. [[40): in particolare si possono scegliere due autovettori ortogonali.

Osservazioni:

1. La proprieta [I vale piu in generale per matrici n x n; cfr. I’Osservazione [Il di pag.
1401

2. Anche la proprieta [ vale pit in generale per matrici n x n cfr. I’Osservazione [3] di
pag. 140!

Sia A una matrice 2x2 con autovalori A; e A\s. Supponiamo che esistano due autovettori
distinti, i.e. due vettori linearmente indipendenti v; = (v11,v12) € Vs = (va1, U22) tali che
AUl = )\1171 (§ AUQ = )\2172, i.e.

apvir + appvip = A, a11V21 + A12V22 = Agva1,

A21V11 + A22V12 = A1V12, (2121 + A2V22 = AU,
In tal caso {7, Uy} costituisce una base per i vettori del piano. Questo vuol dire che ogni
vettore del piano si pud scomporre come combinazione lineare dei vettori v e vy, i.e. per
ogni vettore ¥ esistono «, # € R tali che v = av; + $v5. Si ha allora

A=A (04171 + 5172) = OéAUl + 614172 = Oé)\l’(_fl + 6)\2172.

In altre parole, lavorando nella base {7, U5}, la matrice A agisce come se moltiplicasse le
componenti dei vettori per dei numeri reali. Puo quindi essere pitt conveniente lavorare
nella base {#7, 5} in cui la matrice A agisce come una matrice diagonale. Ci si puo quindi
porre il problema di come si passa dalla matrice A alla matrice diagonale i cui elementi
siano gli autovalori di A.

Definiamo la matrice C' le cui colonne siano costituite dai vettori ; e ¥y:

O = Ci1 Ci2 _ (Vi1 U
C21  C22 V12 V22

Poiché i vettori v e U5 sono linearmente indipendenti non possono avere la stessa direzione.
Quindi le due colonne di C' non sono proporzionali e quindi il determinante di C' non puo
essere nullo (per I’Osservazione 2l di pag. 317 questo implicherebbe appunto che le colonne
di C sono proporzionali) = det C' # 0 = C' ¢ invertibile.
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Poiché i vettori 9}, Ui sono linearmente indipendenti, {#7, 05} costituisce una base. Se
scriviamo
U1 = V11t + V12, Uy = V211 + V22,

Yy _er(T), er— (o)
Vg i Vg1 V22

quindi C' ¢ la trasposta della matrice del cambiamento di base che fa passare dalla base
{7, 7} alla base degli autovettori {v}, U5 }.

possiamo notare che

Possiamo riscrivere le due equazioni
AUl - )\1171, A’UQ - >\2’(72

come un’unica equazione nella forma

B (A0
w-cn. o-(% 1)

Infatti si ha

AC — (all alz) (Ull Uzl) - (&11011 + a12v12  A11V91 +012U22)
- - 9

Q21 Q22 Vi U2 (21011 + A22V12  A21V21 + A22V22
(v var) (A 0 Ao Aguyg
CD = — .
Uiz U2 0 A AU12 AU
Poiché la matrice C' ¢ invertibile possiamo moltiplicare a sinistra per C~! la relazione

AC = CD, cosi da ottenere
D =C"AC.

La matrice D é diagonale e ha come elementi diagonali gli autovalori di A. Si dice in tal

caso che la matrice A & diagonalizzabile e che la matrice C' diagonalizza la matrice A.

Osservazioni:

1. Poiché det(C1AC) =det C!-det A-det C' = (1/det C) - det A - det C' = det A, si
ha
det A=detD = )\1)\2,

ovvero il determinante di una matrice 2 x 2 diagonalizzabile ¢ uguale al prodotto
degli autovalori.

2. In particolare se una matrice A é invertibile allora é non singolare, i.e. det A # 0, e
quindi i suoi autovalori devono essere entrambi diversi da zero.
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11.10 Esercizi

1. Date le matrici

10 1
A_<1 1 2)’ b=

si calcolino le matrici A + BT, AB e BA.

11
1=(12)

W =
)

2. Data la matrice

3. Dato il sistema
r+3y =1,
x4+ 2y =2,

si riscriva il sistema nella forma Au = b, con 4 = (x,y), e si trovi il vettore u che

risolve ’equazione.
1 2
=2 1)

sic
(1) A
(2) gli autovalorl e gli autovettori di A,
(3) la matrice che diagonalizza A.

4. Data la matrice

alcohno

5. Date le matrici
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6. Date le matrici

320 -3/2 5
A:(_Ol 132 (1)) B=11 -1 0], cC=| 0 =2/,
2 —2 1 -2 0

si calcolino tutti i possibili prodotti.

7. Dato il sistema
r—y+2z=1,
204+ 2z =0,
—r — 2y = 2,

si trovi la soluzione (x,y, z) usando il metodo di Cramer.

8. Dato il sistema

r—y+z=1,
r+y+z2=0,
r—z=1,

(1) si riscriva il sistema nella forma Aud = b e lo si risolva calcolando la matrice
inversa di A;
(2) si risolva il sistema usando il metodo di Cramer.

2 —1
=01 %)

(1) si calcolare autovalori e autovettori di A;
(2) si diagonalizzi A.

9. Data la matrice

10. Data la matrice

(1) si calcolino autovalori e autovettori di A;
(2) si diagonalizzi A.
(12 0
=0 5),
si calcoli 'inversa di A;

)
) si calcolino autovalori e autovettori di A;
)
)

11. Data la matrice

si diagonalizzi A;
si calcolino autovalori e autovettori di A=,

(1
(2
(3
(4
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Data la matrice )
-1 1/4
=)
si calcoli I'inversa di A;

(1)

(2) si calcolino autovalori e autovettori di A;

(3) si diagonalizzi A;

(4) si calcolino autovalori e autovettori di A~

Si risolva il sistema
3r+2y+4z =1,
20 —y+2=0,
r+2y+32=1,

usando il metodo di Cramer.

Si consideri il sistema
T+ 3y +2z=1,
Tr+ 2y + 22 =2,
4y + 2z =1,

e si determini la soluzione (z,y, z)
(1) usando il metodo di Cramer;
(2) attraverso il calcolo della matrice inversa.

Data la matrice

A=

=N O

1

1

1

1
A

o, O~

(1) si calcolino autovalori e autovettori

(2) si diagonalizzi A.
11
=)

(1) si calcolino autovalori e autovettori di A;
(2) si diagonalizzi A.

Y

Data la matrice

Data la matrice

NG
— = N

(1) se ne calcoli il determinante;
(2) se ne calcolino gli autovalori;

3) si calcoli A% e det A2,
(3)

147
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18. Data la matrice

A:

—_
—_
I O

(1) si calcolino gli autovalori di A;
(2) si calcolino gli autovettori di A;
(3) si calcoli il determinante di A e si discuta se A sia invertibile.

19. Data la matrice

11
A=12 1 a € R,
11

S o N

(1) si determini il valore di « per il quale la matrice non ¢ invertibile;
(2) per il valore di « trovato al punto (4.1) si calcolino gli autovalori di A;
(3) si calcoli 'autovettore associato a uno degli autovalori trovati al punto (2).

13 00
=) oG

(1) si calcolino le matrici S = A+ Be M = AB e N = BA;

(2) si calcoli C%, dove C' = MT — NT (T indica la matrice trasposta);
(3) si calcolino gli autovalori di A;
(4)
(5)

20. Date le matrici

si calcolino gli autovalori di B;
si calcolino gli autovettori di A e di B.

21. Data la matrice

1
A=13
1

= O N
_= O W

(1) si verifichi che la matrice ¢ singolare;
(2) se ne calcolino gli autovalori;
(3) si determinino due sottomatrici 2 x 2 che siano una singolare e una non singolare.

22. Data la matrice

—_ = =

) si calcoli A?;

) si calcolino gli autovalori di A, in particolare si verifichi che A = 0 ¢ un autovalore;
) si determini un autovettore associato all’autovalore A = 0;

) si determinino gli altri autovettori di A.

(1
(2
(3
(4
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Soluzioni:
101
1.A+BT:G ; i),ABz(é g),BA: 21 3]
52 7
9. AT — G ;) det A—1, Ai = (2,3), A" = <_21 _11),detA4:1.

GYO-Cr- (2
Y
v = (1,—1

_ 1 /-1 2 Ao=-—1, ¥ =( )
4. A7V == PN =2 -2 -3=0= ’ or
3(2 —1) XA No=3, &= (11),

(11 L1/ 1 4 (10
C_(—l 1):>C —5(1 1):>C AC_(O 3).

N e &

1 -1 1 1 -1 1 1
1 1 1 |=11 1 1 = 0] = det A= —4,
1 0 -1 1 0 -1 1

2

At=o(-2 2 0) — (z,y,2) = (3/4,—1/2,=1/4);

149
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1 1 -1 1 1 11 1
(2) x:—zdet 0 1 :3/4,y:—1det 1 0 1 |=-1/2
1 —1 11 -1

0= (o 2 g) = e (2 7)

:>C—1AC:<‘\/g y )

0 V3

M=—1 @ =(11

10. (1) {7 ’ zf_< ’ >j
)\2 _3> Vg = (Oa ]-)a

11. (1) At = (3 _01);

(3)C (2 2) — o=, (‘12 g) — 0AC = (‘01 1(/)2)-

(4) gli autovalori e autovettori della matrice inversa sono: Ay = 2, \y = —1 ¢
vp = (0,1), vp = (3,2), rispettivamente.

12. (1) A™' = % <_21 1{4);

5 M= —+/3/2, v =(1,4—2V6),
@) Ay = 1/3/2, Uy = (1,4 + 2V6);

® 0= (g 14 by5) = 1O =4V

1 (fa42v6 -1 o (VB2 00\
= = aras 1) T A= 372)°

(4) gli autovalori e autovettori della matrice inversa sono:

M= —+/2/3, © = (1,4—2V6),
Xo=/2/3, = (1,4+2V6).
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3 2 4 1 1 2 4 1
1 2 3 1 2 3
1 31 4 1 3 2 1 9
113 1 2 1
- 1 3 2
14. (1) Scrivendo il sistema nella forma At =bsiha A= |7 2 2| = det A = 10,
04 2
o 1 1 3 2 1 1 11 2 1
qumdla?:l—odet 2 2 2 :g,yzﬁdet 7T 2 2 =
1 4 2 01 2
1 31
1 1
z=—det |7 2 2| =—.
10 0 4 1) 10
L[4 2 2 I e 1
(2) A7 = ol 2 2= = A"1h= ol 2 12 2
28 —4 -19 28 —4 -19 1

— @ =(1/5,1/5,1/10).
15. (1) Il polinomio caratteristico &

Py =1 =M1 =) =2 = (1-X) = (1 -1\ —2)-2),

quindi gli autovalori e autovettori sono Ay = 1, Ay = 1 ++/3, A3 = 1 — V3 e,
rispettivamente, 7y = (=2,0,1), v, = (1,v/3,1), v = (1, —V/3, 1).
-2 1 1 -1/3 0 1/3
2)C=10 V3 —V3|=C"'=1|1/6 1/2V3 1/3)
1 1 1 1/6 —1/2v3 1/3
1 0 0
= C'AC =0 1+v3 0
0 0 1-3

16. (1) Il polinomio caratteristico &
PA)=(1-X>—1=X-22=A(\-2)

quindi gli autovalori e autovettori sono A\; = 2, Ay = 0 e, rispettivamente, v; = (1, 1),
Uy = (—=1,1).

(1 -1 Lo 1/1 a4 (20
(2)0-(1 1):>C —5(_1 1):>C AC_<O 0).
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17.

18.

19.

20.

21.

22.
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(1) det A = 0;

(2) Gli autovalori sono A\, = (9 +/157)/2, Ay = (9 — V/157)/2, A3 = 0.
31 64 11

(3) A2= 133 81 16| e det A% = (det A)? = 0.
18 39 7

1) Gli autovalori sono A\ =5, \a =1 e A3 =0.

2) Gli autovettori sono v = (2,3,5), v = (2,1,—1) e U3 = (—1,1,0).

3) det A =0 = A non ¢ invertibile.

det A =2 — a = A non é invertibile per a = 2.
Per o = 2 gli autovalori sono A\; =2+ v/3, Ay = 2 — V3e )l =0.

(
(
(
(
(
(3) Gli autovettori sono @, = (—1, —14++v/3,1), % = (1, =1—+/3,1) e T3 = (2, —4,1).

)
)
)
1)
2)
3)

5=y Do (3 D)= (0 3)

9 0 9 0
2 (0 _9):>C—<O _95).

—~

) C
(3) Gli autovalori di A sono \; =4 e Ay = —2.
(4) Gli autovalori di B sono Ay = Ay = 0.
(5) Gli autovettori di A sono ¥} = (1,1) e ¥h = (—1,1); B ha un solo autovettore
vy = (0,1).
(1) det A = 0;

(2) Gli autovalori sono A\; =4 + V21, A =4—+21e N3 =0.

(3) Una sotto matrice non singolare ¢ C' = (? ?), una singolare ¢ C' = (zl), 2)

3 3 3

3 3 3

3 3 3

(2) Gli autovalori sono A; = 3, Ao = A3 = 0.

(3) Un autovettore associato all’autovalore 0 ¢ 03 = (—1,1,0).

(4) L’altro autovettore associato all’autovalore 0 ¢ v5 = (—1,0,1), autovettore
associato a A\ =3 ¢ v3 = (1,1, 1).

(1) 4* =



12 Integrali

12.1 Integrali definiti

Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Siano M e m il massimo e il minimo di f in [a, b],
rispettivamente (per il Teorema di Weierstrass sappiamo che esistono). Suddividiamo il
segmento [a, b] in n parti nel modo seguente: fissiamo a = xg < 11 < T3 < ... < Ty <
T, = b e poniamo Ax; = 11 — g, Axy =29 — 21, ..., Az, = 1, — T,_1. Indichiamo con
M; e my il massimo e il minimo di f in [zg, 1], con My e my il massimo e il minimo di f
in [r1, 2], ..., con M, e m, massimo e il minimo di f in [z,_1, x,].

Definizione 12.1. Le due somme

S, = MiAxy + moAxy + ...+ m, Az, = ZmiAxi,
i=1

Sy = MlA[L’l + MQAZIZ’Q + ...+ MnAZIZ'n = Z MZAZL'Z,
i=1

si chiamano, rispettivamente, somma integrale inferiore e somma integrale superiore.

Osservazioni:

1. Se f(z) > 0 Va € [a,b], la somma integrale inferiore rappresenta l’area della figura
inscritta in f, mentre la somma integrale superiore rappresenta ’area della figura
circoscritta a f; cfr. Figura 12.1]

2. Poiché m; < M; pert=1,...,nsi ha s, <3,, dove il segno = vale se e solo se la
funzione f é costante.

3. Poich¢ m; > mperi=1,... nsiha

S, > mAzxy + ...+ mAzx, >m(Azy + ...+ Az,) =m(b—a).

153
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a 1 Ty T3 X4 b

Figura 12.1: Somma integrale inferiore e somma integrale superiore.

4. Poiché M; < M pert=1,...,nsi ha
Sy < MAzy + ...+ MAz, < M (Axy + ...+ Ax,) = M (b—a).

Definizione 12.2. Per ognii =1,...,n si scelga un punto &; € [z;_1,x;]. La somma

Sn = f(fl) Axl + . fn Al’n Z.f fz sz

prende il nome di somma integrale.

Osservazioni:

1. Sia le somme integrali superiore e inferiore che la somma integrale dipendono dalla
suddivisione dell’intervallo.

2. La somma integrale dipende anche dalla scelta dei punti &, ..., &,.

3. Poiché &; € [x;_1, ;] si ha m; < f(&) < M;, quindi

Zn: m;Ax; < Zn: f(&)Ar; < Zn: M;Ax;,
i—1 i—1 i—1

ovvero

4. Per n fissato il numero degli intervalli € finito, quindi possiamo considerare max; Ax;.
Al crescere di n il numero degli intervalli aumenta: possiamo per esempio infittire i
punti in modo tale che max; Az; divenga sempre pit piccolo. Si puo allora conside-
rare il limite della somma integrale per suddivisioni dell’intervallo [a, b] in intervalli
di ampiezze Az; tali che max; Azr; — 0. Ovviamente in tale limite n — +oo.
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Definizione 12.3. Data una funzione f : [a,b] — R continua, se per ogni suddivisione
dell’intervallo [a,b] in n segmenti [x;_1,x;] e per ogni scelta dei punti & € [x;_1,x;], nel
limate in cui max; Ax; tende a 0, la somma integrale s,, tende a uno stesso limite s, allora
tale limite si chiama integrale definito della funzione f(x) sul segmento [a,b] e si indica
con

n b
s= lim Zf(§n) Ax; = / f(z)dz.

max; Ax;—0
7

Diremo anche che a ¢ [’estremo inferiore e b ¢ [’estremo superiore dell’integrale, e che
la,b] ¢ l'intervallo di integrazione.

Definizione 12.4. Se il limite s esiste la funzione f si dice integrabile in [a, b].

Teorema 12.5. Sia f: [a,b] — R una funzione continua. Allora f ¢ integrabile in |a, b].

Osservazioni:

1. Finora abbiamo assunto a < b. Per consistenza si definisce

/baf(w)dx:—/abf(x)dx, /aaf(:c)d:c:(),

che permette di considerare anche i casia > be a=0.

b
2. Se f(x) > 01in [a, b] allora l'integale [ f(z)dx rappresenta geometricamente 'area

della regione racchiusa tra ’asse z, il g?aﬁco della funzione f(x) e i due segmenti ver-
ticali che uniscono i punti (a, f(a)) e (b, f(b)) ai punti (a,0) e (b,0), rispettivamente;
cfr. Figura [12.2

a b
Figura 12.2: Interpretazione dell’integrale di una funzione positiva.

Esempi:
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1. Se f(z) = k, con k costante, data una suddivisione qualsiasi di [a,b] in intervalli
[z;_1,2;] e scelti comunque 1 punti & € [x;_1, ], si ha

Sn = Zf(ﬁz) Ax; = kZ(xz —xi1) = k(b —a),

b
dove Ax; = x; — x;_1, quindi / kdx= lim s, =k(b—a); cfr. Figura[I23

max; Az;—0

a r1 T2 x3 T4 b a b
Figura 12.3: Somme integrali e integrale di f(x) = k.

2. Se f(z) = x consideriamo una suddivisione di [a,b] in n intervalli, tutti con la
stessa ampiezza Ax = (b — a)/n: x9 = a, v1 = a+ Ax, 9 = a + 2Az, ...,
T, = a+ nAxr = b, e scegliamo i punti & nel modo seguente: & = a, & = a + A,
o &e=a+(n—1)Az =b— Az. Si ha allora

Sp = A+ EAT+ .+ A= (G +H &+ 4 E) A
= (a+(a+Az)+...+(a+ (n—1)Az)) Az
= (na+(1+...+(n—1))Az) Az

_ (na + @m) Az =nAza+ M(M)z

2
= (nAz)a+ — 1(nAa¢)2 = (b—a)a+ —— 1(b—a)2
a n B on ’
dove abbiamo usato il fatto che
- n(n —1)
14+2... —1) = ) — ————=,
+ +(n—1) E i 5

i=1
Poiché Az; = Az = (b — a)/n per ogni 4, il limite di s,, per max; Az; — 0 si puo
riscrivere come limite per n — o0, e si ottiene quindi

lim s, = lim ((b—a)a+nﬁ(b—a)2 =a(b—a)+ =(b—a)?

max; Azx; —0 n— o0

= (b—a) (a+b;a) =(b—a) (b—;a) zé(bZ—aZ).
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b
1
In conclusione / rdr= lim s,== (b2 — a2); cfr. Figura [12.4]
o max; Ax;—0 2
a Tl To T3 T4 b - a b

Figura 12.4: Somme integrali e integrale di f(z) = x.

12.2 Proprieta degli integrali definiti
1. f continua in [a,b] e « € R = /bozf(x) doe = a/bf(:c) dz
2. f e g continue in [a, b] =>/ x)+g(x d:c—/f d:c+/b (x)dx.
b
3. f e g continue in [a,b] e f(z) > g(z) Vz € [a,b] = / flz)dx > / g(x)du.
b
4. f continua in [a,b] e f(z) > 0 Vz € [a,b] = / f(z)dx > 0.

5. f continua in [a,b] = m(b— a) / f(z)de < M(b—a), dove m e M sono il

minimo e il massimo, rispettivamente, di f in [a, b].

Dimostrazioni:

1. Si ha

n

b
/ af(x)de = mathIiliHOZ af(&) Ax;

max Azx; —0 max Az;—0 4

lim Ozzn:f(fi)Axi:a lim E:ffz sz—a/bf(x)dx.
i=0
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2. Se h(z) = f(x) + g(z), effettuando la stessa suddivisione in intervalli per le due
funzioni e scegliendo gli stessi punti &; per entrambe, si vede che la somma integrale
per h é data dalla somma delle somme integrali di f e g:

n

[ h@rde = [ () + gl@nde = tw S (6 + ol6) A

max Az;—0 4
1=0

n n b b
ip Do S€) At T S o€ A= [swars [Cowar

max Ax; max Ax;

3. Effettuando la stessa suddivisione in intervalli e la stessa scelta dei punti &; per le
due funzioni f e g, si trova

b n n b
[t S r@)anz tm S e€)an= [ g
a i=0 =0 a

max Az; —0 max Az;—0 4
7

4. Segue dalla proprieta Bl con la funzione g(x) = 0.

5. Segue di nuovo dalla proprieta Bl notando che m < f(x) < M in [a, b].
b
Teorema 12.6. f continua in [a,b] = 3¢ € (a,b) tale che / flx)yde = f(&) (b—a).

Dimostrazione. Per la proprieta Bl si ha

b
m<i/ flx)dx < M.

“b—a

Poiché ¢ continua, la funzione f assume tutti i valori compresi tra m e M (per il Teorema
[6.5), quindi esiste un punto £ € (a, b) tale che

b
1€)== [ ),

da cui segue l'asserto. ]

Osservazione: il teorema ¢ noto come teorema della media.

b c b
Teorema 12.7. f continua in I e a,b,c € | :>/ f(x)dx:/ f(:)s)dx—l—/ f(z)dz.
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12.3 Integrali indefiniti

Definizione 12.8. Si dice che una funzione F & una primitiva della funzione f in [a,b]
se F' ¢ deriwabile e F'(x) = f(z) Vx € [a,b].

Esempi:

1
1. F(x) = §x2 ¢ una primitiva di f(z) = .

1
2. F(z) = g{lt?’ ¢ una primitiva di f(x) = 2.

xT

3. F(z) = e” ¢ una primitiva di f(z) = e”.
4. F(z) = sinx é una primitiva di f(z) = cosz.
Osservazione: una funzione f(z) ammette infinite primitive. Infatti se F(z) ¢ una

primitiva, anche F'(z) + ¢, con ¢ costante arbitraria, & una primitiva.

Teorema 12.9. Siano Fi(z) e Fy(x) due primitive della funzione f(x) in [a,b]. Allora
Fi(z) — Fy(x) é costante.

Dimostrazione. Poiché F|(x) = Fi(x) = f(z) in [a,b] si ha F|(x) — Fj(z) = 0 in [a, b,
quindi la funzione p(z) = Fi(z) — F3(z) ha derivata nulla in [a,b]. Per il Teorema
(di Lagrange) per ogni z € [a,b] esiste & € [a,z] tale che p(x) — ¢(a) = ¢'(£) (b — a),

quindi, poiché ¢'(x) = 0 per ogni x € [a,b], si trova p(z) = p(a) Yz € [a,b], ovvero ¢(x)
¢ costante in [a, b]. n

Definizione 12.10. L’insieme delle primitive di una funzione f(x) si chiama integrale

indefinito di f e si indica con /f(:c) dz.

Osservazione: quindi, se F'(z) & una primitiva di f(z), si ha / f(x (x) + ¢, dove

¢ & una costante arbitraria.

Teorema 12.11. f continua in |a,b] = ®(x / f(t)dt é una primitiva di f.

Dimostrazione. 1l rapporto incrementale della funzione ® é dato da

AD 1 Az v 1 [otas
= A_x</a f(t)dt—/a f(t)dt) = A_x/x f()dt,
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z+Ax
dove A® = &(x+ Az) — ®(z). Per il Teorema [[20] si ha / f(t)dt = f(&)Ax, per un

opportuno £ compreso tra x e z + Ax (ovvero £ € (z,x+ Axx) se Ax >0e € (x+ Az, )
se Az < 0). Quindi

AP 1 ) . Ad .
N = g F©A) =€) = @(2)= lim = = lim [(¢) = f(2),

Az—0 €T Az—0

dove si ¢ usato che & — x per Az — 0 (per la continuita di f). u

Teorema 12.12. Sia f una funzione continua in [a,b] e sia F' una sua primitiva. Allora

st ha/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Dimostrazione. La funzione ®(x)= / f(t) dt & anch’essa una primitiva di f per il Teorema
I211 Quindi / f(t)dt = F(x) + ¢, dove ¢ ¢ una costante, per il Teorema [2.9. D’altra

parte 0 = / f(t)dt = F(a) + ¢, quindi ¢ = —F(a). Segue che / f(t)dt = F(z) — F(a).
Se si pone 2 = b si ottiene I'asserto. ‘ [ ]

Osservazioni:

1. Il teorema é noto come teorema fondamentale del calcolo integrale.
2. Usualmente si scrive F'(b) — F(a) = F(x)

3. Il teorema fornisce una regola per calcolare I'integrale definito di una funzione: si
deve prima trovare una qualsiasi primitiva di f e quindi si calcola la differenza tra
i valori che essa assume in corrispondenza degli estremi di integrazione.

12.4 Tabella di integrali indefiniti

a—+1

d
2. /—$:1n|x|+c.
T

3. /sinxdx = —cosz + c.

l.a—l—l
1. /:Badx: + ¢, dove o # —1.
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=

/cosxdx =sinz + c.

dx
6. —— = —cotgz + c.

S~ T

\]

tgrdr = —In|cosz| + c.

oo

cotgxdr = In|sinx| + c.

y
y
/@m_e+a
/

O

10.

a®dr =

11. /1+x2 = arctgx + c.

dx 1 r+1
12. /1_:62 :iln‘x—l + c.
13. /dix = arcsinx + c.
V1—a2
14. /dix:ln)xjtvzzjta’%—c.
Vai+a
Osservazioni:

1. Le formule sopra seguono dalle espressioni trovate in §7.11 e §7.4] per le derivate
delle funzioni elementari principali, a eccezione delle formule [, || e [[4] che
possono comunque essere verificate esplicitamente per derivazione della primitiva.
In particolare 'integrale [12] si puo ottenere mediante il metodo di integrazione delle
funzioni razionali che sara descritto pitt avanti (cfr. in particolare I’Osservazione [II

di pag [I72).

2. Mentre le derivate di funzioni elementari sono sempre funzioni elementari, non ¢ vero
che ogni integrale indefinito si possa esprimere in termini di funzioni elementari. Per
esempio

i d
/e_m2 dzx, /smx dx, —x, /\/ 1 —k2sinxdz, con0< k<1,
x

Inz
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rappresentano funzioni di natura nuova rispetto a quelle incontrate finora. In par-
ticolare la primitiva

O(x) = —/e_gc2 dz +c¢

che si annulla in z = 0, i.e.

2 T
(I)(LU) = ﬁ/o e_t dt,

prende il nome di funzione degli errori di Gauss, mentre la primitiva
/\/1 —k2sin?zdz4+¢, con0< k<1,

che si annulla in z = 0, i.e.
/ V1—Fk2sin?tdt, con0<k <1,
0

prende il nome di integrale ellittico (incompleto del secondo tipo) .



13 Metodi di integrazione

13.1 Integrazione per sostituzione

Supponiamo di voler calcolare 'integrale / f(z)dx. Se F(z) ¢ una primitiva di f(z),
ie. F'(z) = f(z), si ha '

/f(:c)d:c:F(x)—l—c = / f(z)dx = F(b) — F(a).

Supponiamo anche che si abbia z = ¢(t), dove ¢ : [, f] — [a, b] ¢ una funzione biunivoca
(e quindi invertibile) di classe C' (e quindi derivabile). Indichiamo con G(t) la funzione
composta G(t) = F(e(t)). Si ha allora G'(t) = F'(o(t)) ¢'(t) = f(e(t)) ¢'(t), per la

regola di derivazione della funzione composta. Quindi G(¢) é una primitiva della funzione

Flo(t)) &' (t):
E
/f(@(t)) P)dt=Gt)+ec = / fle(1) ¢'(t) dt = G(8) — G(a).

D’altra parte, poiché ¢ : [, 5] — [a,b] e quindi, in particolare, p(a) = a e ¢(5) = b, si
ha G(B) = F(p(B)) = F(b) e G(B) = F(p(a)) = F(a), cosi che possiamo concludere che

/f dx—/f

Osservazioni:

1. La discussione sopra mostra che, a livello di integrali indefiniti, si ha

/ fa (1) +c=G(t) +c= / Flo(t)) o' (t) dt

poiché F(z) = , e quindi

/f d:r—/f
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Una volta calcolato G(t) si trova F(z) esprimendo t in funzione di = attraverso la
funzione inversa di ¢, i.e. F(z) = G(p !(x)).

2. Possiamo interpretare 'espressione sopra dicendo che, formalmente, dz = ¢'(t)dt.

3. Spesso pud essere utile definire  in termini di ¢, scrivendo ¢ = v (z). Si ha allora

Y(x) = ¢~ (x) ovvero p(z) = ¢~ ().

4. Per la regola di derivazione della funzione inversa (cfr. §7.3) si ha allora ¢'(t) =
1/4'(z), quindi formalmente possiamo scrivere ¢’'(x)dz = dt.

Esempi:

1. /2:E cos 2 dx = /costdt = sint 4 ¢ = sinz? + ¢ (sostituzione t = z?).

2 4
1 1 1
2. /1 T 334 =3 /1 e dt = §(arctg4 — arctg 1) (sostituzione t = z?).
2 5
1 1 1 5
3. /1 T x2 5/2 i dt = 5(1115 —In2)=1In \/; (sostituzione ¢t = 1 + z?).
1 V3 1 arctgt 1 T
4. ———der=— | —=dt= + ¢ = —=arctg — + c.
/x /1+3:2 3/1+t2 V3 /3 s
3
1 T
5. / 5 dz = —arctg + ¢ (sostituzione t = —).
> +a a a a
d
6. / 5 a 5 = ln‘x + a‘ + ¢ (sostituzione t = E)
a? —x Tr—a a
7. / — arcsin — + ¢ (sostituzione ¢ 3:)
= — 7 - — .
va? —x2 a a
1 2 1 1 1 1 i
8. cos? zdx = dez—(ac—k— costdt)z—(x+—sin2w>:$+smw
2 2 2 2 2 2
1 2
(si & usata prima la formula cos? z = w, poi si ¢é effettuata la sostituzione ¢t = 2z
per calcolare l'integrale di cos 2z, infine si ¢ usata la formula sin 2z = 2sin x cos z).
1
9. /\/1 —22dx = / V1 —sin?6 cos§df = /00820d9 = §<arcsinw + V1 — x2>

(sostituzione: prima x = sin @, poi § = «/2; si & anche tenuto conto che la funzione /1 — x2
¢ definita per |z| <1 = 6 € [-7/2,7/2] = cosf > 0 = Vcos? 0 = | cos O] = cosb).
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w/2 7r/21 20
10. / \/1—3:2d:n—/ V1 — sin? HCOSGdH—/ cos29d9:/ +Cid@
0

2

1 1
:Z+4/0 cosada—z+4(81n77—81n0)—%

(sostituzione: prima z = sinf, poi si procede come nell’esempio precedente, usando il
fatto che cos@ > 0 per 6 € [0, 7/2]; oppure si applica direttamente la [0)).

3 16
2 2 1

11. / Ld;pz/ —dt =In16 — In4 = In4 (sostituzione t = x> + 2z + 1).
1 2?42 +1 4t

3 3 2
d d dt
12. / 5 ; +2:/( 1§c2+1:/m:arcth—arctgl(sostituzione t=x—1).
2 % — 4T 2 \T — 1

13/ dx _1/ dx N
' ar?+br+c a < N b)2+4ac—b2
. 2a 4a2
dac — b2

(I) se —az 0 allora
a

/ dx 1 / dx 1 ¢ t . 1 ) (1 ( . b )) n

———— =— | 5—— = —arctg - +c= —arctg (- (z + — c

wltbrtc a) Bk ako Pk ak T\ g 2a ’
2 _ 4ac — b2 o .

dove k* = ——— (sostituzione: prima t = z +

4a2
(IT) se

4ac—b2
/ dx _l/ dx ——iln
ax?+br+c a) t2—k2  2ak

2

— poi si usa la [l);
50’ P )

< 0 allora

dac — b

dove k2 = —
4a?

b
(sostituzione: prima t =z + %0’ poi si usa la[0)).
a

0 0
d 1 d
14 lezz/_lr‘;z—i—l — Si applica laﬂ:{l, caso (I), con k = 1/2 (§]
2 4

1 dx 1
t=a— - 72—( tg (—1) — arctg(— )
* 2:>/_14w2—4w+2 5 (rets (1) —arctg(—3)

15.

Ab
d
ax2+bx+c ax2+bx+c

A 2ax + b Ab 1
e e B2 -
2a/a$2—|—b:ﬂ—|—cdx+< 2a>/aaz2+bx+cd$

A Ab 1
=—1 24b (B——)/id,
2an‘ax+x+c‘+ 2a a$2+b:n—|-cx
e l'ultimo integrale si calcola usando la 131
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T 1 1 dz
6 [ —F  dr=-m|Pre—1 - [ L
/x2+:17—1x 211\95 +o-1 2/x2—|—x—1

1 5
1 1 T+ 5+4/7
:§ln]az2+x—1]+ In 2 |
R ARG
(si sono usate prima la [[5 e poi la [[3} caso (II), con k? = 5/4 per calcolare il secondo

integrale).

z
17./7d$:—/dt:—t—|—c:— a? — x2 + ¢ (sostituzione t = Va2 — x2).
- ( VE= )

x
18. 7dx:/dt:t+c: 1 4+ 22 + ¢ (sostituzione t = V1 + z2).
/\/1-1-3:2 ( )

Osservazioni:

1. Nell’Esempio [[3]1a condizione (4ac—b?)/4a® > 0 implica che il polinomio ax?+bx+c
non ha radici reali. Al contrario la condizione (4ac—b?)/4a* < 0 si presenta quando
le radici sono reali. In tal caso l'integrale si puo calcolare anche come discusso in
§13.3 a proposito dell'integrazione di funzioni razionali.

2. Sempre nell’Esempio [[3 il caso in cui si abbia (4ac — b*)/4a* = 0 si riconduce al

caso [[ di §12.4] con oo = —2.

3. Gli integrali di cos?z e di v/1 — 22, visti negli Esempi B e [, si possono calcolare
anche con il metodo di integrazione per parti (cfr. gli Esempi [7] e [0 di §I3.2)).

13.2 Integrazione per parti

Ricordiamo che, date due funzioni derivabili f e g, si ha (fg) = f'g + f¢’. Quindi
integrando si ottiene

fmmwszma@m+/ﬂ@ﬂ@m.

Si trova quindi
/f@M@Nx=ﬂ@%ﬂ—/ﬂ@d@N%

che ¢ nota come formula di integrazione per parti.
Esempi:

1. /m Sinxdx:—:ncoszn—l—/cosznd:z::—:Ecosx—l-sinx+c.
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[\)

w

-~

o

o

3

%

©w

10.

11.

12.

INTEGRAZIONE PER PARTI

. /lnazdaz::Elnzn—/d:E::Eln:E—a:—l—c.

2

2

/(x2+7x—5) cos2zdx = (2% + 7z — 5)
_ (332+73:—5) sin 2z b (2z4T) COZQJE

./mdx:xm_/x
— oVl _2? -

dx +

/ 1— a2
V1-—22

(7=

X

/a:exdx:xex—/exdx:xe””—em—i—c.

2

4

—Inx—— +ec

2
/xlnxdx:%lnx—/gdx:x

/$2exdx:xzex—2/:nexd$:ex (3:2—23:—1—2)—1—0.

in 2 1
Sm2 T 5 / (22 4 7) sin 2z dx
sin 2z n
1 c.

dx
V1 — 22
=zV1—22— / V1 —22dx + arcsinz + ¢, da cui si ottiene

1 1
/ V1—2a?2dx = % 1—a2+ §arcsina: + ¢ (cfr. anche 'esempio [ di pag. [G4]).

ag Dsinbx + acos bx

9 cos ba dx =
/e COS Oxr dx (S a2—|—b2

az @SInbx — bcos bx

“ sin b do =
/e sSin oxr Ax (S a2—|—b2

X

+ c.

) as

d
/cos2znd:n:/cos:nd—(sinaz)dzn:cosznsin:n+/sin2:nd:n

= cosxsinx + / (1 — cos? ac) dz, da cui si ottiene

/coszwdw:sinwcosw+x—/coszwdw — /coszxdx:

. 9 T —sinxcosx
sin“z dr = —

T

=cosPzsinz + 3 [ cos®?xdx — 3

1
/cos4znd:n: Z(cosgajsinx+3/

/cos4wdac = /COS3 x di(sin x)dx = cos

x + sinxcosx
2

3xsinx+3/coszwsin2xdx

cos? z dz, da cui si ottiene

COS2 X

)

1

3 . 3 .
4<cos rsinz + 3 (3:+sm3:cosa:)> +ec.

167



168 CAPITOLO 13. METODI DI INTEGRAZIONE

13.3 Integrazione di funzioni razionali

Definizione 13.1. Le funzioni razionali del tipo

A 5 A 5 Ax + B 4 Ax + B

1. —_— . = :
r—a’ (x —a)k’ 22 +pr+q (22 4+ pz + q)*’

dove k € N, k> 2, e A, B,p,q sono costanti reali tali che p?> — 4q < 0, prendono il nome
di elementi semplici (o fratti semplici).

Osservazioni:

1. La condizione p? — 4¢q < 0 assicura che il polinomio 2% + px + ¢ non ha radici reali.

2. Alla luce dei risultati visti in precedenza, ¢ immediato calcolare le primitive degli
elementi semplici. Infatti per i primi tre elementi semplici si ha

A
/ dz =Aln|z —a| + ¢,

r—a
/de:— A +c
(x —a)* (k—1)(x —a)r! ’
/7Ax+B dx:éln}x2+px+q}+7QB_Aparctgi%—i_p +c
2+ pr+q 2 NIV Vig—p2

dove si sono usati i risultati [l e 2 di [[2.4] (con la sostituzione t = x — a) e le formule
degli esempi [I3] e 15 di §13.1, mentre 'integrale dell’ultimo elemento semplice puo
essere discusso come segue.

_ Ar + B A Ap
.Sih = — B——|1I,d
3. Si a/(:)sZ—l—px—l—q)k dz 2Jk+< 5 ) i, dove

20 +p / 1
J. = dzx, I, = d
. /<x2+px+q>k T @t

Il primo integrale si calcola immediatamente e da

1
Ji = .
S RS N e e B

Il secondo, ponendo t = z + p/2 e m* = q — p*/4 > 0, si riscrive

B B dt 1 dt 1 t2dt
Iy = Ly, Ly = Ermr m2) @rmept m2 ) @ m)E
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dove, integrando per parti, si trova

[ @ =~z (= | )

In conclusione

B t L 2%-3
T2k — D)@+ m2)k1 | om2(k — 1) *

Ly,
che fornisce un modo iterativo di calcolare Ly, fino a ridursi a
L / de ! arct ! +
= | ——— = —arctg— +c.
! t2+m?2  m &m

Esprimendo poi t e m in funzione di x, p, ¢ si trova il valore di Ij,.

4. Per esempio, per k = 2, si trova

Ar + B
5 2d:c
(22 4 pr +q)

Bp —2Aq+2Bx — Apx 2(Ap — QB)a ot ( p+ 2z ) N
- r — ) +e
(4g —p?)(2? +pr +a?)  (4g—p?)*/? Vg —p?

Esempi:
2. /%d;ﬂz%ln|6x2+5az—|—2|+3\1/32_3arctg12;%5+c.
3. /%dx:hﬂxz—kwc—kﬂ—garctngH—Fc.
4. /de:—wi—%—garctg%—ka

Definizione 13.2. Una funzione razionale P(x)/Q(x) si dice regolare se il grado del
numeratore & inferiore al grado del denominatore.

Teorema 13.3. Una funzione non regolare si pud sempre scrivere come somma di un
polinomio e di una funzione razionale regolare. In altre parole, se P(x)/Q(x) non ¢
regolare, allora esistono polinomi M (x), F(x), f(x) tali che
P(x F(x
@) _ vy o F@)
Q(x) ()

dove F' ha grado inferiore a quello di f. Inoltre si ha f(z) = Q(x).
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Osservazione: per determinare i polinomi M (x) e F(x) si deve effettuare la divisione tra
i due polinomi P(z) e Q(x): M(x) é il quoziente e F(z) é il resto della divisione.

Esempi:

22 1

1. = 1 .
c+1 7 r+1
22+ 22+ 2 2r + 3

S i B, (R

2. = .
2 -1 2 -1
z* + 5z 4o — 22
=z
2 +r+1 w+r+1
x3+3x2+a:+1 2x — 11
4. T+ 4+ .
2?2 —x+3 w3+ 302+ +1

Teorema 13.4. Sia F(z ) una funzione razionale regolare e sia * = a una radice

)/ (@
reale di molteplicita k di f(z), i.e. f(z) = (x —a)*fi(x), dove fi(a) # 0. Allora si ha
fl@)  (w—a) " (z—a) fi(x)

dove Ay & una costante e Fy ¢ un polinomio di grado inferiore a quello di (x —a) =1 fi(z).

Teorema 13.5. Sia F(z)/f(x) una funzione razionale regolare e sia x = a una radice
reale di molteplicita k di f(x). Allora si ha

f@) " @-af o T T e Ry
dove Ay, As, ..., Ay sono costanti e Fy(x)/ fr(x) é una funzione razionale regolare.

Dimostrazione. Si applica k volte di seguito il Teorema [[3.4] rispetto alla radice x = a. m

Teorema 13.6. Sia F(x)/f(x) una funzione razionale regolare e sia f(z) = (2? + px +
q)*p1(x), dove i(x) non ¢ divisibile per x? + px + q. Allora si ha

F([L’) . Mll'—l—Nl (I)l(llf)

flx) (@@ 4+pr+qt (22 +pr+q)oi(z)
dove My, Ny sono costanti e ®1(x) ¢ un polinomio di grado inferiore a quello di (z*+px +
Q)" ().
Teorema 13.7. Sia F(x)/f(z) una funzione razionale regolare e sia f(z) = (2? + px +
Q)*1(z), dove ¢i(x) non ¢ divisibile per x* + px + q. Allora si ha

F(r)  Muar+ N Msx + Ny Mz + N, N Oy (7)
fl) @ +pr+qF (@2 +pr+oFt  2r4prtqg gi(r)
dove My, N1, My, Ny, ..., My, Ny sono costanti e ®r(x)/or(x) & una funzione razionale

regolare.
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Dimostrazione. Si applica iterativamente il Teorema [13.6l ]

Teorema 13.8. Ogni funzione razionale regolare si puo scrivere come somma di elementi
semplici.

Dimostrazione. Sia F(x)/f(x) una funzione razionale regolare. Possiamo fattorizzare

f(z) scrivendo (cfr. §I71)
f(@)=(r—a)*(x =)’ ... (2> +pr+ (> + sz +7)"...

dove si & tenuto conto che il coefficiente del monomio di ordine pin alto di f(x) si pio
associare a F'(z) (in altre parole se f(r) = a,z™+ ... possiamo ridefinire F'(z) = F(z)/a,
e f(x) = f(x)/a, =2"+...).

Allora applicando iterativamente i Teoremi e [3.7 otteniamo che F(x)/f(x) si
puo scrivere come

F([L’) . Al A2 —|— Aa
fl@)  (@—a) (z—a)t " w-a
By By Bg
LT A P T = B
o
M1£U+N1 MQ$+N2 MuLL’—FNu
(22 4+pr+qr  (2+pr+qrt T 224pr+ygq
Pix+ s Pyx + Qs Pa+Q,
(22 4+re+s)  (24re+s)t T a24+rr+s
o
dove i coefficienti Ay, As,...,B1,Bs, ..., My, Ny, My, No, ..., P;,Q1, P5,Qs,... vanno
determinati imponendo che le due espressioni siano uguali. ]
Osservazioni:

1. 1l procedimento per determinare i coefficienti qui descritto prende il nome di metodo
dei coefficienti indeterminati.

2. In principio il metodo dei coefficienti indeterminati permette di scomporre ogni
funzione razionale regolare in somma di elementi semplici. Ovviamente quello che
puo essere difficile, da un punto di vista pratico, ¢ determinare le radici del polinomio
f(z) a denominatore.

Esempi:

242 1 1 2 2

Gt 1)Pa—2) @+1P 3@+’ 9@+l 9@-2)
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5 r+3 ——i+ 1 N 5

"z —-2)(x+2) 4r 8(z+2) 8x-—2)

34 22 1 1 3 4 2
3. 71T +2$;r == +-+ 5 — :
(x —1)%z 2z (z—1) x—1

A el—z+2 110 P B B |

Ca(z4+2)4 8z (z+2)* 2@ —2)3 4(x+2)?2 8x+2)
5 z+1 B 2 n 1—2x

Sz —-1)(2+2) 3(x-—-1) 3(2%2+2)

1 1 x x

S @ FI T @t @)

I risultati visti finora permettono di calcolare I'integrale di qualsiasi funzione regolare.
Infatti, data una funzione razionale P(z)/Q(x), per prima cosa applichiamo il Teorema
M33 per scrivere P(z)/Q(z) = M(z)+ F(z)/f(x), con f(z) = Q(x). La funzione M (x) si
integra facilmente essendo un polinomio. Utilizzando il Teorema [[3.8 si scompone quindi
F(z)/f(z) in somma di elementi semplici, dei quali sappiamo calcolare U'integrale (cfr. le
osservazioni dopo la Definizione [I3.1]).

Esempi:
1. /%dyg:%(ajil)2 _3(x1+1) —gln\x+l\+gln\x—2l+c.
2. /mdx:%ln|x—1|—iln(az2+1)+%arctg:p—l—c.
3. /x4 (—;24132—; 1123?2—(;1_231;8 dx:2(x;(—g:;_x2—)k 3 —garctgx—\—/gl +Injz + 1| +c
4. /% = %ln]a:\ + 3(3:1_1(_)2)3 — 4($2_32)2 + 4(3:2_51_2) +gln\x+2l + c.
5. /#—Zémdx:§In|3:—1|—éln(x2+2)+%ﬁarctg%+c.
6. /2d7$ = —l —arctgz + c.
22(z? + 1) x
Osservazioni:

1. Se riconsideriamo l'integrale dell’Esempio di §12.4 possiamo notare che si puod
scomporre 1/(a? — 2?) in elementi semplici, i.e.

I RV 1
a?—122 2a\z+a zxz—a)’
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quindi si trova

/ dx 1 / 1 / 1 1(1 | n | l| D"‘
—_— = — =—(In —In|x — c
a?—1x2  2a r+a T —a 2a rra roa ’

/ dx 11}x+a‘+
— = _—1In c
a?—22 2a lz—a ’

in accordo con quanto gia trovato.

1.e.

2. In particolare I'integrale [[2] di §13.4 si puod ottenere in questo modo.

13.4 Esercizi

1. Si calcoli /dix
z(lnz +1)

1
. . dx
2. Sl CalCOh/O m

1
3. Si calcoli / (\/5 + (z+2)%% + ?) dz.
w/2
4. Si calcoli / Vsinx cos z dx.
0

2
5. Si calcoli /#—;H;dx

6. Si calcoli /\/ 2 — 1dux.

ex
7. Si calcoli / —duz.
V1—e
8. Si calcoli /arccosx (1 + arccosz) dx.

r—1

9. Si calcoli / 575 — g7 — 6xdx.

4
10. Si calcoli/ ln—xdx.
1 VT
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

CAPITOLO 13.

(ol
&

Si calcoli

—_
+
—+

o
8

&.
5
B
o
s

Si calcoli

S

o8
&

Si calcoli

[\)
_l’_
9

Si calcoli / In? z dz.

Si calcoli / dx .
sin

Si calcoli / dix
1+sinx

Si calcoli / de
v+ 1

Si calcoli / sin(ln z) dz.

Si calcoli / In(1 j 7) dax.

x

Si calcoli / dix
vVl —z)

Si calcoli / e da.

1
Si calcoli/ VreVide.
0

1.3 2 2
Si calcoli / %dx.
0 ¢+ 3

Si calcoli /m—fdx
x

w/2
Si calcoli / sin? x cos® z dz.
0

xvax? =3
—d=.

Si calcoli
i calcoli o

METODI DI INTEGRAZIONE
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Soluzioni:
1/ de In|lnz -+ 1|+
.| ————=1In|In c.
z(lnz +1) ’
2/ dx _/ dx _1/dx 1/dx
' x2+4x+3_ (z+D)(x+3) 2) z+1 2] z+3
1
dz 1
§(ln|x+1\ ln|x+3|)+c:>/0 mzﬁ(ln|x+l|—ln\x+3\)o
1 1
1
3. /<ﬁ+(x+2)3/2+—)dx
x?
d 2 2 1
/\/_dx+/(x+2)3/2d + x:§x3/2+g(x+2)5/2——+c.
x
3/27r/2 2
4. \/smx cosxdr = = (smx) =3
T+ 2
| ————dr=5In|r—3|—4ln|xr —2 :
5 /x2—5x+6dx 5In |z — 3| njzr—2/+c
o 9 i 2 t? .
6. Con la sostituzione 2* — 1 =t~ si ottiene | v2* — 1dxr = — [ ———dt, dove si &
In2 /) t?2+1
2t

1
usato che z = logy(#* +1) = (S In(t* +1) = do = 5

t2
/ﬁdt = /dt — / mdt =t —arctgt + ¢, da culi si ricava

Si ha quindi

/\/ ldx = —2 (\/2”6 — 1 — arctgyv2% — 1) +c.
7 / S in e” +
. | ——=dx = arcsin " +-c.
V1= o
8. / arccos x (1 4 arccosz) do = / arccos zdx + / arccos® zdz, dove

/arccos xdxr = x arccosxr — V1 — 22 + ¢, /ar(:(3082 rdx

= x arccos’x — 2y/1 — 22 arccosz — 21 + ¢ = /arccosx (1 + arccoszx) dx
= zarccosz (1 + arccoszx) — /1 — 22 (1 4+ 2 arccosz) — 2z + c.

9 / Tz —1 J 1 dx —l—l dx 1/ dx
203 — 422 — 6 12) z—3 6 T 4 ) x+1

1 1 1
:—1n|x—3|+ ln|a?|——ln|x+1|—|—c
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Inx
10. [ —=dx =2z (In|z| — 2) =
\/7
Ylng
—=dz = 2y/z (In|z| - 2)[ =4 (Ind — 2) + 4=4(In4 — 1).
1V
d dt
11. Con la sostituzione tgx = t si ottiene / T / , dove si ¢
1+tga (1+t)(1+¢?)
dt
usato che x = arctgt = do = T
dt 1 dt 1 t—1
/ :—/———/ ——dt, dove
(1+t)(1+¢?) 2] 1+t 2) (1+1¢)?
dt t 1 ) t
1—H:1n|1—|—t|—|—c,/mdt=—§ln|1+t |—|—c,/m:arctgt—l—c, da
i si otti / dt Ly 11+ 1] Ly |1+t2\+1 tgt +c =
cui si ottiene =—In ——1In —arc c
A+0(1+e) 2 1 PR

dz 1 1 x
=—In|l+tgz| — -~ In|l +tg’ =
/1+tgx 211\ + tg x| 4n| +gx\—|—2+c
1+tge

1
Y el
2( V1 +tg?e

12. / Smﬁdx = —2cos/x +c.
N3

1 .
—l—x) +c= §(ln\smx+cosx\+x)+c.

2

t? t
13. Con la sostituzione \/5 = t si ottiene /idx = 2/2—+tdt, dove =

51
tdt — 2 dt +4
2+t / / + /2+t

=r—4/r+8In|2+ Vx| + ¢

t_
2—i—t
t2

14. /lnzxdx —zln’xr —2zlnx + 22 + ¢

15 / dz / dz / dz / dt J y /2
. = [ —— = = [ —— dove t = z/2.
sin sin <E+E> 2sin(x/2) cos(x/2) sintcost’
2 2
dt dt dx
indi _— = —— =1Inltgt = —— =1Inlt 2 .
Quin l/sintcost /tgtcoszt ntgt] +c /sinx ntg (¢/2)] +c
16./ d:c‘ :/ 1—§in2xdx:/1—sinxdx:/ dz _/ sin:cdx
1+sinx 1 —sin“z cos? cos? cos? x
1
=tgxr —

COS ™
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

ESERCIZI 177

Con la sostituzione x + 1 = ¢ si ottiene / dove si & usato

Vo +1 /t2—1
che x = t? — 1 = dz = 2tdt. Quindi
dt 1 dt 1 dt 1
— =) — —— | —— =—(In|lt—1|—-In|lt+1
/t2—1 2/t—1 5 | i1 - gl =Inft A1)+ e

dx
— ——— =In|vVe+1—-1-In|ve+1+1]|+c
/x\/x—+1 | =] |

1

Con la sostituzione x=e' si ha/sin(ln x)dx :/ sinte’ = 3 (e'sint — €' cost) + ¢
— /sm (Inz)de = 3 (SL’ sin(lnz) — zcos(lnx)) + c.

In(1+ ) In(1+ x) / dz 1 1 1

T = B | -~
/ x? ‘ x * r(1+z)’ Ovea:(1+a:) r 14z

In(1 In(1

— /%dx: —wjtlnm —In|l+zl+c

Con la sostituzione \/x =t si ottiene dove si € usato

/ dx _2/ dt
Va(l —z) V1—t2
\/ldi—t? —arcsint + ¢

che x = t? = dx = 2tdt. Quindi /
dx
— /7 = 2arcsin /z + c.
vVl — 1)
Con la sostituzione e* = ¢ si trova [ e*e® dz = /t2 eldt = e (e* — 2e" +2) +c
dove si é usato I’'Esempio Bl di §13.2]

Con la sostituzione y/z = t si ha / VzeVidr=2 / t2etdt=2eV"(z — 2y/x +2) + ¢
dove si ¢ usato 'Esempio B di §13.21

Si h 3+ 242 1 3x 1 ,d,/x3+x2+2d x2+
iha ——— =z - - ,quindi [ ———doe = — +=x
22+ 3 2+3 22+3 1 22+ 3 2
3 x
——In(2® + 3) — —= arctg —, da cui si ottiene
2 ( ) V3 gﬁ

/1x3+x2+2d 3 (1 1,4 2 g L
——————dr = ¢ —In- ) — —F=arctg —.
o #2+3 2 3) V33

| | 1
Si trova/n—fdx A —
T

/
. . . 1.
Si ha /sm2x cos5xdx:/(sm2x cosx) cos4xdx:/<§ sin®x | costzdz, e

quindi, integrando per parti si ottiene
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/s1n2x cos’® x dx =

4 .
n3 T COS T+ = 3 sm4 T COS3 rdx

1 4 4 9 5 L
=3 sin® 2z cos'z + = [ sin?x cos® rdx — 3 sin® z cos” x dx, che implica

1
3
1 4
= —sin®x cos?z + = [ sin? x 1 — cos? :):) cos® x dx
3 3
7 1 3 4 4 -2 3 ce <. .
3 sin? z cos® xdzr = gsm T cos” x + 3 sin“zcos’ xdrx. Ci si é cosi ridotti a
calcolare l'integrale [ sin®x cos®zdz, che puod essere discusso in modo simile. Si

1 /
ha infatti /sim2 z cos® rdr = / (sin2 T COoS x) coszdx = / <§ sin® :)3) cos® x dz,

e quindi, integrando di nuovo per parti,

sin® z cos® xdx = 3 sin® z cos® = + 3 sin* 2 cos x dx

1 2
= 3 sin® z cos® x + 3 /sinzx (1 — cos? ZL’) cosz dx
1 .3 2 2

2 . . T
= —sin’x cos” x + 3 sin? & cos x da — 3 sin’ x cos® z dz, che implica

3 2

3
5 1 2
3 /51n2x cos® xdx = 3 sin® x cos® z + 3 /Sin2[ECOS{EdZE
1 2
§ sin® 2 cos®> z + = sin® z + ¢. Unendo i risultati, otteniamo

3 /1 4
/sm xcos®xdr = = (— sin® z cos? x + 3 /sinzxcos?)xdx)

7\3
3 (1 43 (1 2
=7 (§ sin® x cos* x + 35 (g sin® x cos® x + 9 sin® x)) + ¢. In conclusione
/”/2 ) fp o 3432 _ 8
sinz cos’vdr = ———= = —.
0 7359 105

T2 —
Con la sostituzione t = a2 — 3 si trova / x /t2 +4dt = /dt

x? + 1
dt t
/ —4 =t — 2arctg 3 + ¢, quindi

/I v - =22 —3— 2arctg< 2_3)+c.

x2+1 2



14 Formula di Taylor

14.1 Approssimazioni di funzioni con polinomi

La formula di Taylor serve per approssimare una funzione nell’intorno di un punto. Ricor-
diamo il teorema di Lagrange (TeoremaB3)): se f ¢ derivabile in un intorno di z( allora si
ha f(x) = f(xo) + f'(§) (x — xg) per un opportuno &. Quindi, per x vicino a xg, possiamo
dire che f(x) e vicino al valore f(xq) e l'errore che si compie nell’approssimare f(z) con
f(xg) ¢ infinitesimo di ordine 1 per z — zo (cfr. §6.0): quindi pit x ¢ vicino a xg, piu
piccole é l'errore.

La formula di Taylor generalizza il teorema di Lagrange e permette di approssimare
una funzione sufficientemente regolare entro la precisione che si vuole.

Sia f una funzione derivabile almeno n + 1 volte in un intervallo I contenente il punto
x9. Vogliamo determinare un polinomio P,(z) di ordine n tale che il valore che esso
assume in xg sia uguale al valore della funzione f in z e, allo stesso tempo, le sue prime n
derivate in xy siano uguali alle derivate corrispondenti della funzione f in zy. In formule
richiediamo quindi:

fxo) = Palzo),  f'(z0) = P(xo), ["(w0) = P)(x0), ..., [ (o) =P ().

Scriviamo il polinomio P,(z) nella forma

Pn(l’):Co—i‘Cl(LL’—SL’Q)+Cg($—l’0)2+...+cn<l’—$0)n:ch(l’—xo)k,

k=0

con i coefficienti Cj da determinare in modo che le relazioni sopra siano soddisfatte.
Calcolando le derivate di P, (z) si trova:

(P! (z) = Cy + 205 (x — x9) + 3Cs (x — 10)° + ... + nCy (x — m0)" ",
P/L’(x):2C'g+3-203(x—:)30)—|—4-304(93—a?0)2+...—|—n-(n—l)Cn(a?—xo)"_2,

179
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cosi che, imponendo P™ (o) = f®) () per k =0, ...,n, troviamo

f(ffo) = Pn(ffo) = Co,

f(@o) = P (x0) = Ch,

(o) = P)(x9) =2Cy =21 Cy,
" (xg) = P (x0) = 3-2C5 = 3! Cs,

;

FOD(2) = P D (mg) = (n—=1)- (n—2)...2C_1 = (n — D) Cpp_y,
F™(20) = PM(20) =n - (n—1)...2C, = n! C,,

che possiamo scrivere in modo compatto come

1
TR

In conclusione il polinomio P, (z) avra la forma

Ck ®)(z0), k=0,...,n.

Po() =) %f(k)(l"o) (z — )"

Chiamiamo R, (z) la differenza tra la funzione f(z) e il polinomio P,(x),
By (x) = f(x) = Pa(2).

Possiamo quindi scrivere

| —

f(x) = Po(x) + Ru(z) =
k=0

lf(k)(f'fo) (z — 20)" + Ru(2).

5

La funzione R, (z) si chiama resto di ordine n.
Scriviamo

Ro@) = gy (o = )™ Q).

(n+1

con Q(z) da determinare. Per t compreso tra zg e z (i.e. t € (xg,z)sex > xget € (x,xg)
se < xp) definiamo la funzione

P = @)~ 10 - 00 - S o - B - B0 o),
Se calcoliamo la derivata di F(t) rispetto a t troviamo
P = 0+ 50~ T+ 2D iy - D g
M= ooy - S ey 4 S ),
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che si puo semplificare in

(n+1)(x—1t)"
(n+1)!

Q(x).

Inoltre si ha, per costruzione, F'(zg) = F(x) = 0: possiamo quindi applicare il Teorema
(di Rolle), per concludere che esiste &, compreso tra xy ¢ x tale che F'(§) = 0. Per
tale valore ¢ = ¢ si ha quindi

(z —&)"

n!

(n+1)(x - )"

(n+1)
FrE) + (n+1)!

F'(§) =

da cui si deduce Q(z) = f*Y(¢). Quindi otteniamo la seguente espressione per il resto
(nota come forma di Lagrange per il resto)

Ru(r) = oy (o)™ 700,

dove £ & un opportuno valore compreso tra xy e x (quindi fissato zo ¢ funzione di x). In
conclusione possiamo scrivere

:ggéfwuw(x—%f+fﬁéﬁﬂx—%f“fwm@%

che ¢é chiamata formula di Taylor con il resto di Lagrange. Nel caso in cui sia xqg = 0 la
formula ¢ talvolta chiamata formula di MacLaurin.

Se approssimiamo una funzione f(z), per z vicino a un valore zy, con un polinomio
di ordine n, troviamo che 'approssimazione diventa sempre migliore all’aumentare di n.
Per esempio, se se f(z) = e”, si ha (cfr. §14.2 pin avanti):

2 2 3

Pi(z) =1+, Pz(:E)=1+a:+§, Pg()_l’+§+3',
2o 2! [ O
P()—1+l’+§+§+4', PS()_1+$+§+§+J+5

2?2 23 ot 2 af
%U_L”+§+§+E+§+6

e cosi via. Si vede che al crescere di n i polinomi P,(x) costituiscono, per x vicino a

xo = 0, un’approssimazione sempre migliore di f(z); cfr. Figura [4Il Ovviamente, per

ogni n € N, per = grande le funzioni e” e P,(z) sono molto diverse. Si vede comunque

dalla figura che per z piccolo (in realta fino a |z| ~ 3) gia il polinomio FPs(x) costituisce

un’ottima approssimazione di e*.
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Ps(x) / ’ Py(z) )/
/ : /
/
6 /
1/ S T
3/ P - -1 \;ﬁ\77/‘/
: Ps(x) : Fe(x)

Figura 14.1: Confronto tra f(z) = e® e i polinomi approssimanti fino all’ordine 6.

Analogamente, se f(z) = sinx, si ha (cfr. §14.3 piu avanti):

3 2 2

Pi(z) = Py(z) = =, P3($)2P4(55):17—§> Ps(:L"):PG("E)::E—yﬂLg,

x? x° x’ 3 P 7 29

P7(93)—P8(=T)—17—§ B Pg(l”)—Plo(!E)—I—g—l-g—ang',
o R S S B
Pll(f)=P12(£E)=95——+———+———

30 5 7911l

e cosi via. Se confrontiamo la funzione sin z con i polinomi di ordine dispari P;(z), P3(x),
Ps(x) e P5(x) si ha la situazione rappresentata in Figura [I4.21 Di nuovo si ha un’ottima
approssimazione in tutto l'intervallo [—m, 7| gia a n = 11.
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P (x ) \\ Ps (1‘ )
N \ X
6 4 2 2 4 6 4 2 2 4
X \ >
\/ \\
2 -2r \\
\\\
4 -4l \
Ps(z) | | Pr(z) 4
2 /Jﬁ“ \\\ 2
. / :
) Ve \4\/ \: \/
’,'/ 2 2 ‘\\
\
[ \“\
P, 9 (:L') |
| | Pu(z)
' \\
s‘f \\ —
i DN
6 / -4 2 2 \4\_/ / 6 4 2 2 4
/x \/ \,/
[ N
/‘ 2 2| \
/ Ll i

Figura 14.2: Confronto tra f(x) = sinz e i polinomi approssimanti fino all’ordine 11.

14.2 Formula di MacLaurin di funzioni elementari

14.2.1 Formula di MacLaurin per la funzione e”

Se f(x) = e” si ha f'(z) = e®. Derivando ulteriormente si vede che f™(z) = e® per ogni
n € IN. Quindi per xg = 0 si trova la formula di MacLaurin

no ok
e =S T 4 R,(2)
k!

k=0
_ Lo, b g 14 l o
= 1+x+ia¢ +§x +Ix +...+mx + R, (x),

dove .
R, (z) = 2" e,
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per & opportuno compreso tra 0 e z. Si pud dimostrare che per ogni z € R si ha R,(z) — 0
per n — +00.

14.2.2 Formula di MacLaurin per la funzione sin x

Se f(z) =sinx si ha f'(z) = cosx e f’(x) = —sinz. Quindi iterando si trova f"”(z) =
—cosz, f@(z) = sinx, e cosi via. In particolare si vede che le derivate dispari sono,
alternativamente, f(™(z) = cosx (per n = 1,5,9,13,...) e f™(z) = —cosz (per n =

3,7,11,15,...), mentre la derivate pari sono, alternativamente, f™(z) = sinz (per n =
0,4,8,12,...) e f™(z) = —sinx (per n = 2,6,10,14,...). Calcolate in z = 2y = 0 le
derivate pari sono quindi tutte nulle, mentre le derivate dispari sono alternativamente
uguali a 1 e —1. Per n = 2k + 1 possiamo quindi scrivere f**1(0) = (—1)*. Quindi si
trova la formula di MacLaurin

n (_1)kx2k+1

sing = — + R2n+1 (LU)
|
—~ (2k+1)!
B 145 15 1. (=" o
_x—ax +§x_ﬁx —i—...—i—mx + Ropt1(2),
dove 1
R _ D™ i
oni1(T) = (2n + 2)'x sin g,

per £ opportuno compreso tra 0 e . Anche in questo caso per ogni z € R si ha Ry, 1(x) —
0 per n — 4o00.

14.2.3 Formula di MacLaurin per la funzione cos

Se f(z) = coszx siha f'(z) = —sinz e f’(x) = — cosx. Quindi, ragionando analogamente
a quanto fatto per sinz, iterando si trova f”(z) = sinz, f®(z) = cosx, e cosi via. In
particolare si vede che le derivate prime sono, alternativamente, f(x) = —sinz (per
n=1,5913,..) ¢ f™(z) = sinz (per n = 3,7,11,15,...), mentre la derivate pari
sono, alternativamente, f™(z) = cosz (per n = 0,4,8,12,...) e f(x) = —cosx (per
n =2,6,10,14,...). Calcolate in z = x5 = 0 le derivate dispari sono quindi tutte nulle,
mentre le derivate pari sono alternativamente uguali a 1 e —1. Per n = 2k possiamo
quindi scrivere f%)(0) = (—1)*. Quindi si trova la formula di MacLaurin

n -1 k:(]2k
cosT = Z%jtfzgn(x)

1 2 1 4 1 6 (_1)71
2 Tt et T T @)

I2n + Rgn(l’),
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dove

Ry, (z) = ﬂxzn“ sin &
T on 1) ’

per £ opportuno compreso tra 0 e z. Anche in questo caso per ogni z € R si ha Ry, (x) — 0
per n — +00.

14.2.4 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 — x)

Partendo dall’identita

n+1

=l4ao+22+23+24+. . +2"+
1—=x 1—=x

Y

che si verifica facilmente scrivendo

1-—z)l+z+22+23+2+ ... +2a")
1—=x
14+t 4 -2t -2 -t — =t 1=

l4+z+22+2384+2"+.. . 42" =

)

1—=x 1—=x

si ottiene lo sviluppo di 1/(1 — z), con un’espressione esplicita del resto:

1 n
— =Y 2"+ R,(x) =1+z+2’+2° + 2"+ . +2" + R,(),
k=0

dove

14.2.5 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 + x)

Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(1 — z) e sostituendo —z a x si trova

1 n
=Y D Ra(e) = Lz =t (21 R(a),
k=0

dove
+1xn+l
R, = (=1)""" —.
(@) = (-1
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14.2.6 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 — x?)

Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(1 — z) e sostituendo z? a x si trova

1 n
1— a2 =Y 2+ Ry(a) =1+2" + ' + 25+ 2%+ .+ 27 4 Ry(a),
k=
dove
2n+1)
Roy(z) = ——.
2 (ZE) 1 _ :L,Q

14.2.7 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 + x?)

Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(1 + x) e sostituendo 2% a x si trova

n

1
1+a2 Z(—l)ka?% + Rop(2) =1 -2 +2* =28 + 2%+ ...+ (=1)"2® + Ry, (2),
k=0
dove st 1)
Ron(z) = (=1)%"D2
() = (-1

14.2.8 Formula di MacLaurin per la funzione In(1 4+ x)

Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(14 ), sostituendo ¢ a x e quindi integrando
t tra 0 e x si trova

n

T dt ! !
In(1+2z) = — = (—1)'“/ tkdt+/ R, (t)dt
o 141 P 0 0
n l’k+1 T tn+1
— —1) +(—1 "*1/ dt,
k:(]( )k+1 (=1) o 141
quindi si ha
n i Rt
(1-+0) = 3+ Rl
1 1 1 1
= r — 51’2 + 51’3 — ilA + ...+ (_1>nn—+1xn+1 + Rn(l’),
dove
. /:c t"+1 d&t
R, =(—-1)" .
@) = (0 [y
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14.2.9 Formula di MacLaurin per la funzione arctg x

Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(1+ x?), sostituendo ¢ a x e quindi integrando
t tra 0 e sl trova

n

Tt . x o x

k=0 0

n N p2k+1 o T 42(n+1)
= —1 —1)" dt
ZO( )2k+1+( ) /0 14627

quindi si ha

n p2h1
arctgx = ;(—l)kk 1 + Ry ()
= — %x?’ + %xE’ — %af +...+ (—1)71%_1_1952%1 + Ru(2),
dove L[
Ruf) = (-1 [

14.2.10 Formula di MacLaurin per altre funzioni elementari

Pitt in generale, data una qualsiasi funzione elementare, se ne puo calcolare la formula di
Taylor o di MacLaurin fino all’ordine voluto applicando direttamente la formula vista alla
fine di §14.1.

Esempi:

1 1 1 5
1. V1 =14 -x— -2+ -2 - a4+ ..
+x +23: 8:1: +163: 128$ +

3 3 1 3
3. (1 32-142 St a4 —at
(1+x) Tt gt = e oea

3 15, 35, 315
4 (4+a2) 32 =1-Sp4+ 222 203 4 2044
(1+2) PR TR DT

1 2 17 62
5. ter = x4 —a8 4+ —af — —gT 2 9
GT =T gt H Pt m gt T ogee T

6 i pls By Dy By
. IcCSin = — —_— _— _—
AWML =T G0 T 0% T2t T 152"
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1, 3, 5 . 35

T
7. Ay V. Sy L i R
arccos x 5 T Gx 4Ox 1123: 11523: +
1 1+« 15 15 1, 14
. =1 = — - - —
2n1_x x+3x+5x—|—7x—|—9m—|—

Osservazioni:

1. A volte puo essere utile applicare iterativamente le formule. Per esempio lo sviluppo
di tgz si pud anche calcolare come segue: (1) si scrive tgx = sinz/cosz, (2) si
calcola la formula di MacLaurin sinz e di cosz, (3) poiché cosz = 1+ a(z), dove

Lo, Ly 1
a(m)——ﬁx —l—gx ~ 5" +...,
si scrive 1/ cosz utilizzando la formula di MacLaurin della funzione 1/(1 4 z), con
x sostituita da a(z). Quindi si ha

3 2 3 b
DV Tt Ittt T e
cosz 2 xt 2 ot
—ytate (grate)
3 2 2 ot 2zt 2
:@—§+5+WXH«§+E+my%5+E+m>+m)

da cui si ottiene la formula dell’Esempio Bl

2. In particolare si puo calcolare la formula di Taylor di qualsiasi funzione composta
f(g(x)): prima si calcola la formula di Taylor f(y), con y = g(x) in un intorno di
Yo = g(zo), ottenendo un polinomio in y — yo, poi si scrive la formula di Taylor di y
in ciascun termine del polinomio:

flg(x)) = f(g(w0)) + f'(g(x0)) (9(x) —-g(lb))-+-%if"(g($o))(g(lﬁ —g(z0))" + ...
= f(9(z0)) + f'(g9(z0)) (g'(CEo) (x — x) + %g”(Io) (x —20)* + .. )

00 (50 (= 0)+ (o) (2 =)+ )

Esempi:

1 1 1
1. e si _ 2 23 L5 L6,
e'sinr=x+x +3a: 3095 9033 +

1 1 1
2. excos:E:1+x—§$3—6$4—%x5+...
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- 1 1 1
3. eSine _ | -2 -4~ 5
e —|—a:+2x 895 153: +

1 1 31
4. 05T — e<1 o §$2 + 6$4 — ﬁolﬁ + )

14.3 Calcolo di limiti mediante la formula di Taylor

La formula di Taylor puo essere utilizzata per calcolare i limiti. Risulta infatti essere un
metodo molto molto efficiente per trattare le forme indeterminate, al pari dei Teoremi di
de I’'Hopital visti in §8.2.

Osservazioni:
1. Se le formule di MacLaurin di due funzioni f(z) e g(x) iniziano rispettivamente

dall’ordine n e dall’ordine m (ovvero f(z) = ax™ + ... e g(z) = ba™ + ..., con
a,b # 0), allora si ha

0, n>m,
limmz +00, n<m, a/b>0,
+—0 g(x) —00, n<m, a/b<0,

a/b, n=m.

Infatti se n = m, f(x) e g(x) sono infinitesimi dello stesso ordine; se n > m, f(x) ¢
infinitesimo di ordine piu alto di g(x) e se n < m, g(x) ¢ infinitesimo di ordine piu

alto di f(z).

2. In pratica, se si vuole utilizzare la formula di Taylor per calcolare il limite

im m
M o)

Y

conviene scegliere, tra f(x) e g(x), la funzione per la quale sia piu facile calcolare
la formula di Taylor. Supponiamo che tale funzione sia g(x). Se ne calcola allora
la formula di Taylor e si trova g(z) = bz™ + ..., per qualche m > 1 e b # 0. Si
calcola allora la formula di Taylor per f(x) fino all’ordine m. Se tutti i termini dello
sviluppo sono nulli, allora f(z) = az™+. .., per qualche n > m, quindi il limite ¢ 0.
Se invece si trova f(z) = ax™ per qualche a # 0 e n < m, si ragiona come segue: se
n = m il limite vale a/b, mentre se n < m il limite vale 400 se a e b hanno lo stesso
segno e —oo se a e b hanno segno opposto. Analogamente se si parte dalla formula
di Taylor di f(z) e si trova f(x) =ax™+ ..., per qualche n > 1 e a # 0, si calcola
poi la formula di Taylor di g(x) e si ragiona in modo simile.
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Esempi:
L1 em—sina:+cosw—2_1
’ x% 333 _3
5 fim ex—sinzzn—coszn—az_i
2—0 273 12
e’ (sinx — 1) +cosz 1
3. 1i =—.
x% .Z'?’ 6
X
1
4 lim S——— "=
z—0 1 —cosz
et —e T -2z
5.1 = 2.
x1—>mo T —sinz
In(l1 +2) —sinz+22 1
6. li = —.
x1—>mo e* —x —coszw 2
1 1
7. dim (— =) =
z—0\sinx
8. lim o8 =1,
z—0 X
T —1
9. lim —— = 1.
z—0 x
4
e TToan o
10. lim — 3 1.
2—0 x?sin® x
Soluzioni:
. o 22 g3 23 72 .
1. Si hae —51nx+cosx—2:1+w+7+€—x+€+1—7—2+...,dacmsegue
. e’ —sinzx+cosz—2 . (23/3)+... 1
1 = ljm =t/ T 2
x% :L'3 x% :L'3 3
2 3 2
2. Sihaex—sin2aj—cosx—$:1+$+%+%—$2—1+x——x+...,dacuisiottiene
T 102 3
— — — 1
i & T sitr —cosz—z (x°/6) + _1
z—0 213 z—0 23 12
3. Si ha
e’ (sinx — 1) 4 cosz
2 3 2
x T 1 x
= (1 R S | CE- A BN S P
( +x+ 5 + 6 + T 695 + + 5 +
3 3 2 3 2 6
x x
—r— 142t - 1- = ==
T 5 +a—x+ 5 6 + 7 + 6 + .0
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 (sinz — 1 3/6) +... 1
da cui si ottiene lime (sinz ) +cosz zlim%:—.
2—0 x3 z—0 x3 6
4. Si ha ) )
x x
T—l—x=—+... 1— =—+...
e x 2+ ) cosx 2+ )
da cui segue il risultato.
5. Siha
2 3 2 3 3
x x x x x
T—e " —2x=1 —+—=—-1 -+ —=—=-2 ==+
e’ —e T +x+ 5 + 6 +x 5 + 6 T + 3 +..
i +x3+ x3+
r—sinr=x—z+—+...=—+...,
6 6
da cui segue il risultato.
6. Si ha
x? z?
1n(1—|—:17)—sinx—|—:1:2:(m—;—l—...)—(:p—l—...)—|—x2:7—|—...,
2 2
ex—x—cosx:1+x+%—x—1+%+...:a;2—i—...,
da cui segue il risultato.
7. Scrivendo .
1 1 z—sinz
sinz 2z  wxsinz ’
z3 x3
. . . 2 . .
ahax—smxzx—x—kg—k...:€+...exsmaz:x + ..., da cui segue il risultato.
. 3 . sinz
8. sinzx=z— —+... = lim =1.
6 z—0 T
e’ —1
9. —-1=14z—-1+...=z+... = lim =1.
z—0 X
10. Si ha
sin 22 s 2 Lo 2y 2 Lo o 2
e = 1+(sma:)+§(sma:) +...=1+(x +)+§(az +.0)7 4
1
=1+a22+ =2t 4+ ...,
2
1 1 1
V14 2sin?x = 1—|—§(28in2:17)— g(Zsin2:p)2—|—... = 1—|—(sin:17)2—§(sin3:)4—|—...
5
—1+$2 6174—1— s

w?sin’e =2t ...,

da cui si ottiene e5®” — \/1 + 2sin? 2 — z1/3 =24 ... ea?sin?2z = 2* + ..., che implica
il risultato.
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Osservazioni:

1. I limiti Ml [l e [0l sono gia stati discussi in §8.2, applicando i Teoremi di de I’'Hopital.
Analogamente il limite [7] é stato discusso in §8.3.

2. T limiti B e @ sono i limiti notevoli discussi B e [ visti a pag. e a pag. [61]
rispettivamente.

14.4 Esercizi

cos(sinx) — cosx

L. glcliI(l] Zsin(?) (cfr. Pesercizio 10 di §8.4)).
. efsinz+e *sinx — 2w cosx
2. lim - .
z—0 r —SInT
3. lim e _ 94 cosz
z—0 1z (e* —e™¥)
earctgm —1
4. lim .
r=0yItz—I—2
5 im (e —x — 1)111(1 —i—x).
z—0 (1 —cosz)sinx
6. Tim esin? — cosz — In(1 + x)
z—0 V1422 —cosx
e —e3 4+ e? — cos2u
7. lim - .
2—0 sinz — x
ef—e™" _ 2z
8. lim - °
z—0 1’3
Soluzioni.
1. Si ha
1 1 1 1 1
cos(sinz) = 1-— §(Sinx)2 + I(Sinaj)4 +...=1—- 53;’2 + ax‘l + JSLA +...,
L, 14
cosr = 1—556 —l—@x + ...,
rsin(z?) = 2+ ...

da cui si ottiene che il limite ¢: 1/6.
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2. Si ha

. z?
SN = T — — + ...,

3!

x? x3
e’sinr = (1+x—|—5+...) (x—§+...),
x? x3
e Tsinxy = (1—x+5+...) (x—§+...

— 1 x2
TCOST = X —5+... ,

quindi il imite ¢: 10.

N———

3. Siha
T —x x2 $2 2
(e —e) =z Ibotop—ldo— ot =o@et.)=2"+...,
sin 22 : 2 2
e =14 (sinz”)+...=14+2"+...,
22
coszzl—g—l—...,

quindi il limite é: 3/4.

4. Si ha
8T = | farctgr+...=1+@+..)+...=1+x+...,
X 113'2
1+z = 1+§—72+...,
X i
1—z = 1—5—74‘...,

quindi il limite ¢é: 1.
5. Si ha
x
e —x—1 = <1+x+——|—...)—x—1:?+...,
x
In(l+z) =ov——+...=2+...,

(1 ) si x2+ x3+ x3+
— COS SIN T — —_— —_ — = —
v e P Y P ’

quindi il limite ¢: 1.
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6. Si ha
2 2
SinT 1+smx+(812'x) —l—...:1+x+%+...,
) !
x
cosle—gjt...,
2
1n(1+x):x—%—l—...,
2 2
\/1+x2—cos:)§:(1+%+...)—(1—%+...):x2+...,
quindi il limite &: 3/2.
7. Si ha
R I S S
=l4+zs4+—4+—+...=14+42+—+—+...
2 3! 2 6 ’
42?2 83 43
ezw:1+2x+%+%+...1+2x+2x2+%—i—...,
9x.2 27"%3 922 923
e3w:1+3x+7+ 3 +...1+3x+7+7+...,
42
cosQa:zl—%—i—...:l—sz
‘ B 23 g
81nx—x—x—§—x+...——€+...,
quindi il limite é: 18.
8. Si ha
v oz _ (1 2 . r? a2 _ z3
e’ —e = +LL’+§+§+ — —S(I—Fa—a—i‘ = LL’—FE—F
el —e” T T —x (ew - e—x)2 (em - e—x)3
e =1+("—e)+ 5 + T +...
z? 1, 1, 4
=1 (2054 +§(4x +...)+§(8x +..)+.
5
:1+2x+2x2+§x3+...,
42 823 43
e2m:1+2x+%+%+...:1+2x+2x2+%+...,

quindi il limite ¢: 1/3.
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