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Esercizio 1. [16] Si consideri il sistema meccanico unidimensionale che descrive un punto materiale di massa

m = 1 sottoposto alla forza di energia potenziale

V (x) =
(
x2 − 1

)2 x

x2 + 1
.

(1) Si determinino i punti di equilibrio del sistema dinamico associato e se ne discuta la stabilità.

(2) Si studi il grafico dell’energia potenziale V (x).

(3) Si discuta qualitativamente il moto del sistema nel piano delle fasi (x, ẋ).

(4) Si individuino le traiettorie periodiche eventualmente presenti.

(5) Si dimostri che la traiettoria con dato iniziale x(0) = 0 e con energia E = 0 è asintotica.

(6) Si dimostri che esistono traiettorie illimitate e si studi se il tempo di fuga è finito o infinito.

Esercizio 2. [18] Un punto materiale di massa µ è soggetto a una forza centrale di energia potenziale

V (ρ) =
1

4
αρ4 + 2ρ, α ∈ R.

Sia L il modulo del momento angolare L.

(1) Si assuma che sia L > 0 e, al variare del coefficiente α, si risponda alle seguenti domande.

(1.1) Si scrivano l’equazione del moto per la variabile ρ.

(1.2) Si determinino i punti di equilibrio del sistema dinamico associato e se ne discuta la stabilità.

(1.3) Si disegni il grafico dell’energia potenziale efficace.

(1.4) Si analizzino qualitativamente le orbite nel piano (ρ, ρ̇).

(1.5) Si determinino le traiettorie periodiche nel piano (ρ, ρ̇).

(1.6) Si discutano le condizioni sotto le quali il moto complessivo del sistema è periodico.

(1.7) Si discuta per quali valori dei parametri si hanno orbite aperte.

(1.8) Si discuta se, per le orbite di cui al punto (7), il tempo di fuga è finito o infinito.

(2) Si discuta come cambia lo scenario nel caso in cui si abbia L = 0.
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