ESERCIZI 459

Esercizio 7 Si dimostri che il lavoro lungo una traiettoria virtuale o — z(o; to), con |a| < ag, ¢ dato
dalla (L.2). [Suggerimento. Data una curva s — z(s) = (z(s),...,x™)(s)), il lavoro compiuto
dalla forza f dal punto x(s1) al punto x(s2) & dato (cfr. la definizione di lavoro lungo una
traiettoria) dall’integrale da s; a so di vazl FD(x(s)) - [dz® /ds](s)]

Esercizio 8 Sia A una matrice n X n. Si dimostri che I'’equazione Ax = 0 ammette una soluzione
non banale x # 0 se e solo se det A = 0. [Soluzione. Se x # 0, allora si ha necessariamente det A = 0
(altrimenti A sarebbe invertibile e Az = 0 implicherebbe x = A~10 = 0). Viceversa, se det A = 0
allora le colonne di A sono linearmente dipendenti — per il teorema del rango (cfr. ’esercizio del
capitolo . Ne deduciamo che, se indichiamo con vq,...,v, i vettori individuati dalle colonne di A,
esiste ¢ = (¢1,...,¢n) # 0 tale che cyv1 + ... 4 ¢pv, = 0. L'ultima relazione si puo riscrivere Ac = 0;
questo mostra che ’'equazione Az = 0 ammette una soluzione x = ¢ # 0.]

Esercizio 9 Datin vettori vy, ..., v, in uno spazio euclideo F, si definisce matrice gramiana dei vettori
v1,...,0, la matrice G di elementi G;; = (v;,v;), dove (-,-) & il prodotto scalare in E, e gramiano il
determinante della matrice gramiana. Si dimostri che i vettori vy, ..., v, sono linearmente indipendenti
se e solo se il gramiano corrispondente & diverso da zero. [Soluzione. Dimostriamo, equivalentemente,
che 1 vettori sono linearmente dipendenti se e solo se il gramiano ¢ nullo. Se i vettori vy, ..., v, sono
linearmente dipendenti esiste ¢ = (¢1,...,¢,) # 0 tale c;v; + ... + ¢yv, = 0. Se moltiplichiamo
lequazione scalarmente per v; otteniamo ¢y (v;, v1) + ... + ¢y, (v;,v,) = 0, cosi che risulta

n
E GijCj:O, Z:L...,’Il,
j=1

che possiamo scrivere in modo pit compatto nella forma Ge¢ = 0. Poiché ¢ # 0 si ha detG = 0
(cfr. Vesercizio . Viceversa, se det G = 0, 'equazione Gc = 0 ammette soluzione ¢ # 0 (cfr. sempre
I’esercizio . Moltiplicando le n equazioni (Ge); = 0 per ¢; e sommando su ¢; otteniamo

n n n n n n
0= E Ci E Gijc; =0= E cicj (v, v5) = E civ;, E Civ; ) = ‘ E Civ;
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)

ovvero la norma del vettore c;vy, + ...+ ¢, v, & zero, quindi il vettore stesso ¢ nullo. Poiché per ipotesi
¢ # 0 1 vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti.|

Esercizio 10 Si considerino M vincoli regolari e indipendenti descritti dalle equazioni . Sia
m la matrice di massa del sistema meccanico (cfr. osservazione . Si dimostri che la matrice
M = M(z, t) di elementi M;;(z,t) = (VG;(z,t),m 'V G,(x,t)) & non singolare. [Soluzione. Poniamo
per semplicita v; = VG; per i = 1,..., M. Poiché i vincoli sono indipendenti i vettori vy, ..., vy sono
linearmente indipendenti, cosi che si ha civ; 4+ ...+ cpyvy =0seesolose c; =...=cy =0. Daltra
parte, se A ¢ una matrice non singolare (det A # 0), si ha Az = 0 se e solo se x = 0 (crfr. V’esercizio

, quindi si ha
M M
ZCiA’Ui =A (Z Ci’L)i) =0

i=1 i=1
se e solo se ¢; = ... = ¢y = 0. Ne concludiamo che i vettori Avy...., Avy; sono linearmente indipen-
denti. La matrice di massa m ¢é una matrice diagonale. Se scriviamo i suoi elementi diagonali come
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ar = \/ag+/ag, k=1,...,3N, e introduciamo la matrice diagonale A di elementi A; = /ay, possiamo
definire i vettori w; = Av; = AVG; e riscrivere M;; = (w;, w;). Poiché det A # 0, i vettori wy, ..., wa
sono linearmente indipendenti. Per ’esercizio |§|, si ha det M # 0.]

Esercizio 11 Si consideri un sistema meccanico conservativo sottoposto a M vincoli regolari e indi-
pendenti della forma (36.5). Si definisca H; la matrice hessiana della funzione G;, i.e. H; ji(x,t) :=
[02G;/0x;0xi](x,t), e si introducano i vettori A(x, #,t), B(z,i,t), C(x,t) e D(z,t) di componenti

Ai(x,j?,t) = <j;', Hi(.’lﬁ,t) .1‘> 5 Bi(.’lﬁ,jﬁ,t) =2 <§tVGi($,t),i'> 5

0%G;
Ci(x,t) = 52 (z,1), Di(z,t) = (VGi(z,t),m " f(z)).
Si dimostri che i moltiplicatori di Lagrange A = (A1, ..., Ay) del sistema sono dati da

A= -M"Ya,t)(A(z,2,t) + Bz, &,t) + C(z,t) + D(z,t)),
dove M(z,t) & la matrice invertibile definita nell’esercizio [Soluzione. Partendo dalle relazioni
G;i(z(t),t) = 0 e derivando due volte rispetto al tempo, otteniamo
. . . 0 . %G, .
(VGi(z,t), &) + (¢, H;(z,t) ) + 2 EVGi(a:,t),x + W(m,t) =0, i=1,...,M,

dove x = z(t). D’altra parte si ha m& = f(x) + fv, dove fyy = MVGy + ... + Ay VG, quindi il
primo termine si puo riscrivere

M
(VGi(,t), &) = (VGi(x,t),m ™" f(z)) + Y _(VGi(x,t),m ' N\;VG;(x,1)) .
j=1
Con le notazioni introdotte nel testo si ha dunque
M
Di(I, t) + Z ./\/lij(x, t) )\j + A1($, T, t) + Bi(l‘, T, t) + Ci(l‘, t) =0,
j=1

cosi che, tenendo condo che det M(z,t) # 0 (cfr. Pesercizio [10]), segue I'asserto.|
Esercizio 12 Si considerino le prime M componenti della (41.6c|), che riscriviamo

0G, 0Gm

fvi A1 Ory 1 Oxy

o=, I':=

fvm A 9G G M
Si dimostri che, se i vincoli sono indipendenti, allora, eventualmente ridenominando gli indici delle com-
ponenti, si ottiene una matrice I' che & invertibile. [Soluzione. Poiché i vettori 0G1/dz,...,0G p/0x
sono linearmente indipendenti, esiste una sottomatrice M x M della matrice di elementi 0G;/0z; che
ha determinante non nullo (cfr. lesercizio [1)). Siano iy,...,ip 1 valori di j che compaiono in tale
sottomatrice. Se ridenominiamo 1,..., M tali indici, la sottomatrice diventa la matrice I' nel testo

dell’esercizio.|



