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Esercizio 14 Si dimostri che le (18.7) definiscono il prodotto scalare standard nella base ((18.6]).
[Suggerimento. Sia n =1+ 2s. Se (z1,...,Z,) € (y1,...,Yn) sono le componenti dei bvettori z,y € E,
rispettivamente, si ha

(wy) =Y @y (fi fi) = Y@y
1=1

ij=1
se e solo se (fi, f;) ;5 epri,j=1,...,n|
Esercizio 15 Si dimostrino le (18.8).

Esercizio 16 Si mostri come si modifica la dimostrazione del lemma @ nel caso in cui in cui la
matrice 7' non sia semisemplice e i blocchi siano della forma (5.10) anziché della forma (5.9)).

Esercizio 17 Si dimostri la (I8.9). [Soluzione. Dato x € Ej, siano (z1,...,3,) e (Z1,...,Z,) le sue
componenti nelle basi {ey, ..., e, } e {é1,...,&,}, rispettivamente. Risulta allora x = z1e1+...+xpe, =
T1€1 + ... + Tpép, da cui segue che 7; = e/71z; Vj = 1,...,n. Per definizione di prodotto scalare
standard (in ciascuna delle due basi), si ha (e;, e;) = (&;,€;)_ = d45. Si trova

n n n—1
<£L',£E>E = Zi’?, <£L',CZ—‘|.E]€{I?>‘S = <£C7S£C>E + <£U,N.’E>E = )‘k Zf? + 19 ij:fjJrlv
j=1 j=1

j=1
cosi che
,T|\E S N T1T ToX e+ Tp1 Ty, S
<:E | kx>s _ <$ $>5 <‘r x>e — )\k: +€.’L’1.’132 +f:§x3 + j;x 1T — <l‘ J"> +Eh(l‘>,
<xa x>a <:I“7 $>5 <I]'J, x>a xl + R + ‘Tn <‘T7 :I“>
dove
() T1T2 T BTy 4 4 BT B < 1(@+23)+ (@3 +723)+...+ (22, +72) -1
(2):= = i h(z)| < 5 L - <1,
i +...+ 73 2 i +...+ 7T

da cui segue 'asserto.]

Esercizio 18 Si dimostri che la (18.9)) implica la (18.10). [Suggerimento. Sia A il pit grande autovalore
di T. Siha Ay < A < . Definiamo 7 := 8 — A e fissiamo ¢ € (0,n]. Usando i risultati discussi nella
soluzione dell’esercizio [I7] si ha

T E
MS)\k+5:ﬁ_n+5§ﬁa
<x7x>5

che implica la stima dall’alto in (18.10]). Analogamente si dimostra la stima dal basso.]

Esercizio 19 Si dimostri la (18.16)). [Soluzione. Per ogni ¢ > 0 si puo fissare ¢ > 0 tale che se |z| < §
allora |Q(x)| < elz| (cfr. la (18.1)). Possiamo scrivere

(z, f(2)) = (1, A121) + (22, Agw2) + (2, Q(2)) ,
dove | (z,Q(z)) | = | (z1,Q1(2)) + (z2, Q2(x)) | < e|z|?, per x € B;s(0). Utilizzando le e (18.15),

otteniamo, per x € B;(0),
(@, f(2)) > ala1|* — blaa|® — elz[?.
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Se inoltre x € C' N Bs(0), si ha |za| < alz1|?/(2b), cosi che

a
af* = las* + Joal® < (14 57 ) I

da cui segue |z1]? > d|z|?, con 1/d := 1+ a/2b. Quindi troviamo

1 1 1 ad
(5. £@)) 2 el + 5 (alor P = 2loal?) = lal? 2 Falorf? - claf > (G — <) ol

cosi che, se € < ad/4 (e § & scelto corrispondentemente), si ha la (18.16]) con o := ad/4.]

Esercizio 20 Si dimostri la (18.17)). [Soluzione. Per ogni e > 0 si puo fissare ¢ > 0 tale che se |z]| < §

allora |Q(x)| < €lz| (cfr. la (18.1)). Tenendo conto delle (18.14) e (18.15) si ha

a{xy, f1(x)) — 2b(xa, fo(x)) = alxy, A1z1) — 2b (X2, Asx2) + a{x1,Q1(x)) — 2b{(x2, Q2(x))
> a’lz1]? — (a+2b)elz]|* > (a®d — (a + 2b)€) |z,

cosi che, con se si sceglie ¢ < a?d/[2(a + 2b)] (e si fissa § corrispondentemente), con d come nella

soluzione dell’esercizio si ottiene la (18.17).]
Esercizio 21 Si dimostri che la ((18.20) & soluzione della (18.19)). [Suggerimento. Per separazione di

variabili.|

Esercizio 22 Si dimostri che un numero L ¢ il massimo limite di una successione reale {t} se e solo
se Ve >0

1. esiste kg € IN tale che per ogni k > kg si ha t, < L + ¢,
2. per infiniti k si ha ty, > L —e.

[Suggerimento. La proprieta 1 significa che ogni numero maggiore di L é un maggiorante definitivo,
mentre la proprieta 2 significa che per ogni £ > 0 il numero L — & non é un maggiorante definitivo.|

Esercizio 23 Si dimostri che un numero ¢ ¢ il minimo limite di una successione reale {t;} se e solo
se Ve >0

1. esiste ky € N tale che per ogni k > kg si ha t > £ — ¢,
2. per infiniti k£ si ha t, < £+ €.

[Suggerimento. Si ragiona analogamente a quanto fatto per l'esercizio ]

Esercizio 24 Si dimostri che una funzione f: X — Y, con X C R" e Y C R, & continua se e solo se
per ogni aperto A C Y la controimmagine f~'(A) := {z € X : f(x) € A} & un insieme aperto. Se ne
deduca che f é continua se e solo se per ogni insieme chiuso C' C Y la controimmagine f~1(C) é un
insieme chiuso. |[Soluzione. Sia f: X — Y continua e sia A C Y un insieme aperto. Se z € f~1(A),
si ha f(x) € A, quindi esiste € > 0 tale che I'intorno B.(f(z)) é contenuto in A, essendo A aperto.
Poiché f ¢ continua, fissato ¢ esiste 6 > 0 tale che |f(z) — f(y)] < € se |z — y| < 4, i.e. per ogni
y € Bs(x) si ha f(y) € B.(f(x)) C A. Ne segue che y € f~'(A) Vy € Bs(x), da cui si deduce che
I'intero intorno Bgs(x) é contenuto in f~1(A). Abbiamo trovato un intorno di = contenuto in f~1(A).



