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se 1 dati iniziali sono all'interno). Quindi la lemniscata ¢ I'insieme w-limite di tutti i punti
esterni e ciascuno dei due lobi ¢ anche l'insieme w-limite di tutti i punti interni a esso, con
I’esclusione dei punti di equilibrio. Punti di equilibrio, cicli limite e la lemniscata della figura
m costituiscono esempi di attrattori.

Figura 5.5: Insieme w-limite per il sistema discusso nell’esempio m

Definizione 21.10 (CicLO LIMITE) Un’orbita chiusa v di un sistema dinamico é un ciclo
limite se v = Ly, (x) oppure v = Lo(x) per qualche x ¢ ~; nel primo caso diremo che vy & un
ciclo w-limite, nel secondo che v é un ciclo a-limite.

Sia v un’orbtita chiusa di un sistema dinamico planare. Una traiettoria ¢(¢,x), con x ¢ 7,
st muove a spirale (o descrive un moto a spirale) verso v (cfr. la figura[5.6)) se, comunque siano
fissati un punto y € v e una sezione locale S contenente 7, la traiettoria (¢, z) attraversa S
lungo una successione strettamente monotona di punti {y,} convergenti a y.

Figura 5.6: La traiettoria ¢(t,x) si muove a spirale nel piano verso le curve chiusa 7.

Lemma 21.11 Sia v un ciclo limite per il sistema dinamico planare (21.1). Se v = Ly (z)
per qualche x & =y, allora la traiettoria ¢(t,x) si muove a spirale verso ~y.

Dimostrazione. Poiché v = L (z), se y € L,(x) e S & una sezione locale di f in y, fissato
un intorno B.(y) esiste un indice kg e una successione di punti ¢(tx,z) € B:(y) per k > ko.
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Sia € tale da poter applicare il lemma [21.5] e concludere che, per ogni t;, con k > kg, esiste
una successione {0y} tale che y, = ¢(tx + ok, x) € S. Per il lemma la successione {y,} ¢
monotona su S e converge a y poiché limy o ¢(tr, ) = y. Ne concludiamo che la traiettoria
©(t, x) si muove a spirale verso 7. ]

Lemma 21.12 Sia vy un ciclo limite per il sistema planare (21.1). Se v = L,(x) ey € v, sia
S una sezione locale di f in y e sia {yr = o(tk,x)} la successione di punti in cui la curva
descritta dalla traiettoria o(t,x) interseca S. Definiamo

L Ck = {@(t,x) A <t< tk+1};
e Aj linsieme compatto che ha come frontiera Cy, v e il segmento contenuto in S che

unisce i due punti p(tg, x) € o(tgi1,x);
o Ay := A\ 0A.

Allora esiste ko € IN tale che per ogni k > kg, l'insieme A non contiene punti di equilibrio.

Dimostrazione. Poiché f(x) # 0 Vx € ~, se poniamo

a := min |f(x)], (21.5)
xey

si ha a > 0, poiché v é compatto. Esiste allora € > 0 tale che per ogni punto z contenuto

nell’insieme
B.(7) = | B:(y) (21.6)
yEY

si ha 2a > |f(z)|] > a/2. Dimostriamo per assurdo la stima dal basso (quella dall’alto si
dimostra allo stesso modo). Se la stima non fosse soddisfatta, allora, per ogni ¢ > 0, esisterebbe
z € Be(7) con |f(z)] < a/2. Scegliendo un intero ng > 0 e e =&, = 1/n, al variare di n € IN,
con n > ng, si determinerebbe una successione z, € B, (7), tale che [f(z,)] < a/2, da cui
si potrebbe estrarre una sottosuccessione convergente {znj}; indicando con zg il suo limite si
avrebbe 2 € 7 per costruzione e |f(20)| < a/2 per continuita, in contraddizione con la (21.5).

Vogliamo ora dimostrare che esiste kg € IN tale che per k > kg la curva C}, é contenuta
all’interno di B:(7) (cfr. la figura[5.7). Per il lemma possiamo scegliere ¢ > 0 in modo
che, fissati y € v e una sezione locale S di f in y, per ogni z € B.(y) esista t(z) tale che
©(t(z),z) € S con |t(z)| < o per qualche o > 0. Sia § < e~ L(T+9)¢ dove L ¢ la costante di
Lipschitz di f|B:(y) e T ¢ il periodo della traiettoria che ha v come orbita. Scegliamo kg tale

che |yx — y| < ¢ per ogni k > ky. Per il teorema della dipendenza continua dai dati iniziali
(teorema |12.3)), si ha

ot k) — et )| < e |y, — y| < eM's (21.7)

per ogni £ > 0 e ogni k > kg. In particolare

lo(Toyk) — yl < |o(Toye) — @(Toy)| < e jyp —y| < elT6 < el <, (21.8)



