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Teorema 21.19 Sia H una costante del moto di classe O del sistema planare (21.1)). Se H
non & identicamente costante su alcun insieme aperto, allora non ci sono né cicli limite né
punti di equilibrio asintoticamente stabili.

Dimostrazione. Supponiamo che esista un ciclo limite . Poiché H é una costante del moto,
per ogni y € v, H(p(t,y)) assume sempre lo stesso valore, che indichiamo con H,. Poiché
H & continua, per ogni x tale che v = Ly (x), si ha limy_,oo H(¢(ty,x)) = H,, per qualche
successione monotona divergente {¢;y}. Ma H deve assumere sempre lo stesso valore sulla
traiettoria ¢(t, ), quindi H(p(t,z)) = Hy. Per il lemma esiste un intorno B(x) tale
che v = L, (z) per ogni z € B(x). Per ciascuno di tali punti possiamo ripetere il ragionamento
precedente e concludere che H(z) = Hy per ogni z € B(z). Questo contraddice 'ipotesi che
H non sia identicamente costante su alcun insieme aperto.

Il caso dei punti di equilibrio asintoticamente stabili si tratta in modo analogo. Se il sistema
ammettesse un punto di equilibrio asintoticamente stabile x(, esisterebbe un intorno B(zg)
tale che lim; o0 ©(t,2) = o per ogni z € B(xg) e come nel caso precedente, si avrebbe
limy oo H(p(t,2)) = H(xo) per ogni z € B(xp). Poiché H ¢ una costante del moto, ne
seguirebbe che H(z) = H(xz¢) per ogni z € B(xq), contro I'ipotesi su H. [ ]

Osservazione 21.20 La condizione che H non sia identicamente costante su alcun insieme
aperto é soddisfatta, per esempio, se H ha punti stazionari isolati.

Per il teorema gli insiemi limite compatti di un sistema planare che non contengano
punti di equilibrio sono orbite chiuse. Sia v una di tali orbite: se esistono punti z ¢ ~ tali
che v = L (2), allora v & un ciclo limite; altrimenti possiamo solo dire che la traiettoria che si
svolge su vy é periodica. Puo infatti succedere che una data regione del piano sia interamente
costituita da orbite chiuse, senza che per altro esistano cicli limite. Questo si verifica in sistemi
meccanici conservativi, o, pilt in generale, in sistemi dinamici in cui esista una costante del
moto che non sia identicamente nulla su alcun aperto, come mostra il seguente risultato.

Teorema 21.21 Sia H una costante del moto di classe C' del sistema planare tale
che essa non sia identicamente costante su alcun insieme aperto. Se esiste un insieme aperto
U che sia racchiuso all’interno di una componente connessa chiusa di una curva di livello
di H e contenga un unico punto di equilibrio stabile xy, allora ogni traiettoria ¢(t,T), con
z € U\ {zo}, é periodica e si svolge su un’orbita che contiene xo al suo interno.

Dimostrazione. Sia Z un punto arbitrario in U \ {zo} (cfr. la figura [5.8). Poiché U é compatto
19.9)

e invariante, L, (Z) ¢ non vuoto ed & contenuto in U (cfr. il lemma

Notiamo in primo luogo che L (Z) non puo essere contenuto in vy := 9U: infatti, se H, ¢é
il valore che H assume su v, poiché¢ H ¢ una costante del moto, si avrebbe H(¢(t,z) = H,,
i.e. p(t,z) dovrebbe appartenere alla curva di livello v, contro l'ipotesi. Quindi L (Z) &
contenuto in U \ 7.
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Inoltre L, (Z) non pud contenere il punto di equilibrio stabile z(, come si vede ragionando
per assurdo. Se xg appartenesse a L (Z), si avrebbe L, (Z) = {zo} e limy_ 40 ¢(t, T) = x0 per
il lemma[19.6] Sia e > 0 tale che Z ¢ B.(xo), e sia z € Bs(z), con § tale che ¢(t,z) € Be(wo)
per ogni t € R (per la stabilita di x tale ¢ esiste). Si ha L, (z) # 0 (cfr. di nuovo il lemma
19.9). Si dovrebbe allora avere xg € L, (z). Infatti se cosi non fosse, dal momento che xg ¢
I'unico punto di equilibrio contenuto in U, I'insieme L, (z) dovrebbe essere un’orbita chiusa
per il teorema contenuta in B.(xg) per costruzione, e dovrebbe racchiudere zy al suo
interno per il teorema Indicando con C tale orbita, la traiettoria ¢(¢,z) dovrebbe
allora intersecare la traiettoria che ha luogo sulla curva chiusa C, contro il teorema di unicita
(teorema [I1.27). Avremmo quindi trovato zg € Ly(z). D’altra parte il discorso varrebbe per
ogni z € Bs(xg). Allora esisterebbe 6 > 0 tale che per ogni z € Bs(z0) si avrebbe L, (2) = {zo}
e limy, 100 (t, 2) = x0, i.€. o sarebbe attrattivo. Poiché x( ¢ stabile per ipotesi, xg dovrebbe
percio essere asintoticamente stabile. Questo ¢ in contraddizione con il teorema [21.19

v

Figura 5.8: Discussione del teorema [21.21] La regione ombreggiata ¢ racchiusa all’interno di una
componente connessa di una curva di livello e contiene un punto di equilibrio stabile al suo interno.

In conclusione L, (Z) non pud contenere xy. Deve quindi essere un’orbita chiusa per il
teorema poiché L, (Z) & compatto e, per ipotesi, ¢ € I'unico punto di equilibrio in U.
Se fosse Z ¢ L, (Z) allora L,,(Z) sarebbe un ciclo limite (cfr. la definizione 21.10), ma per il
teorema possiamo escludere l'esistenza di cicli limite all’interno di U. Quindi si deve
avere T € L, (Z), ovvero L, (Z) deve essere l'orbita della traiettoria ¢(¢,z). La traiettoria
o(t, ) ¢ percid periodica. Infine 'orbita chiusa percorsa dalla traiettoria deve contenere g al
suo interno per il teorema 21.18] ]

Teorema 21.22 Sia H una costante del moto di classe C' del sistema planare tale che
essa non sia identicamente costante su alcun insieme aperto. Se esiste un insieme (aperto) U
che sia racchiuso all’interno di due componenti connesse chiuse vy e y_, con y_ inlerna a Y+,
di una curva di livello di H e non contenga punti di equilibrio, allora ogni traiettoria ¢(t,T),
con & € U, ¢& periodica e si svolge su un’orbita che racchiude al suo interno la componente
connessa y— della curva di livello.
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Dimostrazione. Si ragiona come per la dimostrazione del teorema 21.21] sostituendo a zo
I'insieme vuoto @ (cfr. la figura [5.9). L’orbita deve racchiudere al suo interno la componente
~—, dal momento che deve contenere un punto di equilibrio al suo interno (per il teorema
21.18]) e, per ipotesi, non esistono punti di equilibrio in U. [ |

T+

Figura 5.9: Scenario previsto nella discussione del teorema|21.22] La regione ombreggiata & racchiusa
tra due componenti connesse di una curva di livello e non contiene punti di equilibrio al suo interno.

Osservazione 21.23 Dato il sistema dinamico planare

= fi(@, 22), (21.15)
&y = fo(x1,22),
se esiste una funzione H: R? — R di classe C? tale che
0 0
_ 9y - %qH 21.1
f@)= 5o HE@),  f) =~ Hi), (21.16)

con x = (x1,x2), allora H ¢ una costante del moto: infatti

H_d_H_a_Hjc _|_8_H_7'; _8_H8_H_8_H8_H_
odt ox1 ! Oxo 2= O0x1 Oxo Oxo 011 N

D’altra parte se & noto a priori che esiste una costante del moto H: R? — R per il sistema
dinamico (21.15)), non é detto che la (21.16]) debba essere soddisfatta. In generale possiamo
soltanto concludere che esiste una funzione g: R? — R di classe C' tale che

i) = 9(0) 5 @), o) = —g(a) 5 H () (21.17)

Infatti se H = 0 si ha allora H = (VH,&) = 0, cosi che & deve essere ortogonale a VH,
i.e. deve essere proporzionale al vettore

(- o H@) o H@)).

con costante di proporzionalita che pud dipendere dal punto x — che ¢ la condizione (21.17)).
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Esempio 21.24 Consideriamo il sistema dinamico planare

s oTg,2
{Zj ~ e—eyzxy (21.18)

Si vede immediatamente che H(z,y) = 22+ & una costante del moto. D’altra parte il campo

vettoriale f che definisce il sistema dinamico (21.18)) & della forma (21.17)), con g(z,y) = e*y:
in particolare non esiste alcuna funzione H tale che f; = 0H/Jy e fo = —0H/0z, come &

facile verificare. Si veda ’esercizio |30| per uno studio qualitativo del sistema (21.18]).

§22 Sistemi gradiente

Nel presente paragrafo analizzeremo alcuni sistemi notevoli in cui il campo vettoriale si puo
scrivere come gradiente di una funzione scalare.

Definizione 22.1 (SISTEMA GRADIENTE). Un sistema dinamico (17.1) si dice sistema
gradiente se esiste una funzione V: R"® — R di classe C? tale che

= f(z), zeR", fz) =-VV(x). (22.1)

Definizione 22.2 (PUNTO REGOLARE) Diremo che il punto x & un punto regolare per il

sistema gradiente (22.1)) se VV(z) # 0.

Indicheremo con ¥, la superficie di dimensione n—1 definita da £, = {x € R" : V(x) = ¢},
con ¢ € R: X, é la superficie di livello di V' corrispondente al valore c.
Lemma 22.3 (PROPRIETA DEI SISTEMI GRADIENTE) Dato il sistema gradiente (22.1)), si ha:
1. V(x) <0V, e V(z) =0 se e solo se x & un punto di equilibrio;
2. se xg & un punto di minimo isolato di V(zx) allora xo é un punto asintoticamente stabile;

3. se x & un punto regolare per il sistema (22.1), allora VV (x) ¢é ortogonale in = alle
superfici di livello di V';

4. mei punti regolari le traiettorie attraversano ortogonalmente le superfici di livello di V.
Dimostrazione. Da (22.1)) si ha
V(z)=—(VV(x)* <0,
cosi che V(z) & nullo se e solo se VV (z) = 0; in quest’ultimo caso f(z) = 0. Questo dimostra
la proprieta [T}
La funzione V(x) — V(zg) € una funzione di Ljapunov che verifica le proprieta 1+3 del

teorema [19.10in un intorno di zg. Quindi xy € un punto di equilibrio asintoticamente stabile.
Questo dimostra la proprieta [2}
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