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1. detH > 0e Hi1 >0 = (x0,yo) & un punto di minimo relativo isolato;
2. detH >0e Hi1 <0 = (z0,y0) & un punto di massimo relativo isolato;
3. detH < 0 = (w0,%0) & un punto di sella.

[Soluzione. Poniamo z = (z,y) e 29 = (x0,%o). Poiché f & di classe C? si ha

F(2) = F(z0) + {2 — 20 H(z — 20)) + R(z.20),  lim D) g

z=20 |2 — 30‘2

dove si & tenuto conto che [0f/0z](z9) = 0 poiché zy & un punto stazionario e che R(z;zg) tende a
zero pilt velocemente di |z — zg|? (cfr. Pesercizio [2] del capitolo . In particolare per ogni € > 0 esiste
§ > 0 tale che se |z — 29| < & si ha |R(2;20)| < €|z — 20|?. Se det H > 0 e H11 > 0 la forma quadratica
(z — 20, H(z — 2)) & definita positiva (cfr. I'esercizio [9] del capitolo [d}), quindi esiste ¢ > 0 tale che
(z — 20, H(z — 20)) > c|z — 20|? (cfr. Desercizio . Fissato € = ¢/2 e preso 0 consistentemente si ha
allora f(z) — f(20) > (¢/2)|z — 2z0/> > 0 per |z — 29| < d, quindi 29 ¢ un punto di minimo relativo
isolato. Se invece det H > 0 e Hi1 < 0 si trova f(2) — f(20) < —(¢/2)|z — 20|? < 0, dove ¢ > 0 & tale
che (z — 29, H(z — 20)) < —c|z — 20/?, quindi 2o ¢ un punto di massimo relativo isolato. L ultimo caso
si discute in modo analogo.]

Esercizio 5 Sia f : [0, +00) — R una funzione integrabile, i.e. tale che

/O " e ()

esiste ed ¢ finito. Allora per ogni ¢ > 0 si ha

a-+c
lim dz f(z) = 0.

a—+o0o a

[Soluzione. Definiamo
b
I(a,b) ::/ dz f(z)

Per ipotesi esiste £ = I(0,400) = limp_, 0 I(0,b). Si ha allora I(0,+00) = I(0,a) + I(a,a + ¢) +
I(a + ¢,+00) per ogni a,c > 0. Per definizione di limite, per ogni € > 0 3b > 0 tale che |I(a,+00)| =
|[7(0,a)—¢| < e/2Va > b. In particolare per a > bec > 0siha|I(a+c,+0)| <e/2e|I1(0,a)—¢| < &/2,
quindi |I(a,a + ¢)| <|I(0,a) — £| + |I(a + ¢, +00)| < e. Ne segue che I(a,a+ ¢) — 0 per a — +00.]

Esercizio 6 Sia f :[0,+00) — R una funzione uniformemente continua tale che

+oo
/ dz | f(z)| < +o0.
0

Si dimostri che allora lim,_, 4o f(2) = 0. [Soluzione. Supponiamo per assurdo che f(x) non tenda a 0.
Allora, esiste € > 0 tale che per ogni M > 0 esiste z > M tale che |f(z)| > . In particolare, per tale
g, per ogni n € N si puo trovare z,, tale che |f(x,)| > . Poiché f é uniformemente continua, Ve > 0
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36 > 0 tale che |z —y| < § implica | f(x) — f(y)| < /2. Quindisi ha |f(z)] > |f(zn)| = |f(z) = f(zn)| >
e/2 per ogni n € N e ogni « € (z, — 6, z, + ). Segue che

Ty +0 Tp+0 c
1,,:/ dx|f(x)\2/ dr $ > >0
Typ— Tp—0

n n

per ogni n € IN, che ¢ in contraddizione con il fatto che I, — 0 per n — oo (cfr. esercizio ]

Esercizio 7 Con riferimento all’esercizio [6] si mostri che I'ipotesi di continuita uniforme ¢ essenziale
perché valga il risultato. [Suggerimento. Siano {x,} una successione reale monotona divergente e {d, }
una successione sommabile (per esempio &,, = 1/n?). Si consideri una funzione continua f: [0, +00) —
R+ che sia nulla al di fuori degli intervalli I, := (,, — 6p, @y, + 0p) € soddisfi f(z,) =a>0VnecNe
0< f(z)<aVreRi. Siha

Tn+0n 00
/ dz f(x Z/ ’ dacf <2a25n<—|—oo.
0 Tn —

n=1

Tuttavia la funzione f(x) non ammette limite. Infatti limsup,_,, . f(z) = a # 0 = liminf, . f(z),
i.e. massimo e minimo limite sono diversi, quindi non esiste il limite (come segue dal lemma [19.2)).]

Esercizio 8 Si dimostri che il fatto che I'integrale in (24.28)) sia finito implica che y(t) = 0e g(t) — 0
per t — +00. [Soluzione. La (24.28)) implica

1

§y2(t) < H(0(t),y(t)) < H(6(0),y(0)),
quindi y(¢) si mantiene limitata lungo le traiettorie. D’altra parte, la seconda equazione delle ([24.2))
implica

()] < 1+ alyt)],

quindi anche y(t) rimane limitata. In particolare esiste M > 0 tale che |y(t)] < M V¢t > 0. Poiché y(t)
¢ di classe C*, per ogni t,s € R, si ha, per il teorema di Lagrange (cfr. 'esercizio [4| del capitolo ,

y(t) = y(s)| < max [g(7)] [t —s| < M|t =],
TER

quindi per ogni € > 0 si pud scegliere § = ¢/M in modo tale che |t — s| < ¢ implica |y(t) — y(s)| < e.
Pertanto y(t) & unlformemente continua e, per l'esercizio |§|, si ha y(t) — 0 per t — +00. Derivando la
seconda equazione in (24.2), si ottiene §j = —cos 6 — ay, quindi |§j(t)| < |y(t)| + a[y(t)|, che mostra
che §j(t) & limitata, cosi che ragionando per y(t), si trova che §(t) & anch’essa uniformemente continua.
Supponiamo per assurdo che g(t) non converga a 0. Allora, esiste € > 0 tale che per ogni M > 0 esiste
T > M tale che |y(7)| > €; da qui segue che possiamo costruire una successione divergente {¢,} tale che
|9(tn)| > €. Poiché y(t) ¢ uniformemente continua, fissato €1 > 0, esiste 6 > 0 tale che |y(t) —y(s)| < e1
per ogni ¢, s tali che |t — s| < J. Quindi, se scegliamo €; = ¢/2 e definiamo I, := (¢, — J,t, + 0), si
ha |9(t)] > |9(tn)| — |y(tn) — y(t)| > €/2 per ogni t € I,,. Se t,s € I, per il teorema del valor medio
(cfr. Desercizio [d] del capitolo[2)) si ha y(t) —y(s) = y(t)(t — s) per qualche ¢ € I,,, cosi che, se t,s € I,
sono tali che |t —s| = 0, si trova |y(t) —y(s)| = |9(t})| [t —s| > €6/2. D’altra parte, poiché y(t) — 0 per
t — 400, per ogni g9 > 0 esiste My > 0 tale che si ha |y(t)| < € per t > M. Se fissiamo eq := €d/4, per
n tale che ¢, > max{M, Mz} si ha £6/2 = 29 > |y(t) — y(s)| > £d/2, che porta a una contraddizione.|



