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Osservazione 82.6 Il teorema di Liouville-Arnol’d afferma che, sotto le ipotesi considerate,

valgono i seguenti risultati:

1. la superficie My ¢ diffeomorfa a T",

2. esiste un intorno F di f tale che per ogni f’ € F la superficie My ¢ diffeomorfa a T" e

nell’insieme M x si possono usare variabili azione-angolo.

La parte(l|del teorema é dovuta a Liouville, mentre la parte é dovuta ad Arnol’d. Talora i due
risultati sono enunciati separatemente, rispettivamente come teorema di Liouville e teorema

di Arnol'd.

§83 Variabili azione-angolo di alcuni sistemi hamiltoniani

83.1 Oscillatore armonico

L’hamiltoniana dell’oscillatore armonico ¢ data da

R R
H(p,q) = 5P T 5mey
e diventa
K(J) =wd,

con la trasformazione canonica (cfr. I'esercizio [17))

[2J
q =1/ —sinp, p = V2Jmw cos p;
mw

La funzione generatrice (di seconda specie) é
q
F(q,J) = / dq'\/2mwJ — m2w?(q')2.
P

Infatti, derivando la (83.4)) rispetto a J, si trova

_8F_/”” da’ - /
J_g;\/l—x’Q’ —1

(83.1)

(83.2)

(83.3)

(83.4)

(83.5)

e prendendo qo xo =0 (che equ1vale a ﬁssare lorigine dei tempi) si trova ¢ = arcsinz, in

accordo con la . Si noti che la si integra esplicitamente e da (cfr. I'esercizio

Fla,J) = %\/2me — m?w?q? + J arcsin <q\/?j> _

(83.6)

L’oscillatore armonico ¢ un sistema integrabile (cfr. la definizione [50.1f). Inoltre ¢ un sistema
iscocrono: la frequenza w non dipende dall’azione. Infatti tutti i moti sono periodici con

periodo T' = 27 /w, indipendentemente dai dati iniziali.
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