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e si ignora la dipendenza da ¢ in {29, trattando (2o come se fosse un parametro. In questo

modo, invece della si ottiene
@(t) = 9(0) + Qat +(J(0) (A(2(0)) = Ap(0) + Q1)) )

+ &2 (T2 (= Ax((0)) + B(p(0)) A((0) + Qat) (86.28)

- G (9(0) + 00 A(0) + Ca((0) + ) ).

Confrontando la (86.28|) con la (86.26)), si vede che le due espressioni sono uguali a meno di
termini O(g?); tuttavia la (86.28)) ¢ una funzione periodica di frequenza Qg = w + cw; + c%ws.

§87 Serie di Lindstedt

ELL’ESEMPIO DISCUSSO AL abbiamo visto che, gia in un caso molto semplice,
se fissiamo un dato iniziale per il sistema perturbato, la corrispondente traiettoria
troncata al secondo ordine avra un comportamento molto diverso da quello del

sistema imperturbato con lo stesso dato iniziale. Infatti, per € = 0, ogni traiettoria del sistema

descritto dall’hamiltoniana ¢ periodica con frequenza w, mentre per € # 0 la soluzione
calcolata al primo ordine (cfr. la (86.12a))) o al secondo ordine (cfr. la (86.26)) non ha una
frequenza definita; inoltre, come sottolineato nell’osservazione [86.2] i coefficienti di un fissato
ordine in € non sono necessariamente periodici né limitati. Tuttavia, se trattiamo la frequenza
della soluzione (¢'(t), J'(t)) come un parametro indipendente, la soluzione che si ottiene risulta

essere una funzione periodica (cfr. di nuovo le osservazioni e[86.2).

Questo suggerisce un modo diverso di procedere, anche nel caso generale di sistemi a pii
gradi di liberta. Si puo infatti pensare di fissare le frequenze fin dall’inizio e cercare soluzioni
quasiperiodiche che abbiano le frequenze assegnate. Si ha cosi la certezza a priori che, se si
riesce a costruire una soluzione, questa deve descrivere un moto quasiperiodico.

Piu precisamente possiamo ragionare nel modo seguente. Consideriamo il sistema descritto
da un’hamiltoniana della forma . Se il sistema fosse integrabile (e quindi se 1’equazio-
ne di Hamilton-Jacobi si potesse risolvere, almeno in principio), allora avremmo soluzioni
quasiperiodiche. Poiché questo succede per € = 0, dove tutte le soluzioni sono della forma

@o(t) := ¢o +w(Jo)t, Jo(t) = Jo, (87.1)

con Jy che dipende dalle condizioni iniziali, ci si puo allora chiedere se il sistema perturbato
ammetta una soluzione con la stessa frequenza w(Jp), cioé se esista una soluzione

(p(t), J(t)) = (¢o + wot + h(wo + wot, Jo), Jo + H (w0 + wot, Jo)) (87.2)

del sistema perturbato, con wqg := w(Jy) e opportune funzioni h(v, J) e H (1), J) che dipendano
periodicamente dagli argomenti 1.
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Ovviamente, gia sappiamo che questo non é possibile per ogni valore di Jy. Nel caso
di sistemi isocroni, per quanto possiamo spingere la teoria delle perturbazioni all’ordine che
vogliamo, tuttavia non possiamo davvero risolvere l’equazione di Hamilton-Jacobi (cfr. 'os-
servazione ; inoltre, sempre nel caso di sistemi isocroni, abbiamo 'ulteriore difficolta che
nel sistema imperturbato tutte le soluzioni hanno le stesse frequenze, mentre ci aspettiamo
che il sistema perturbato abbia frequenze diverse; gia nel semplice esempio discusso nel
la frequenza é data da Qy = w + ewy + €2ws, dove le correzioni wy e wy dipendono dai dati
iniziali (cfr. la (86.25))). Di conseguenza non ¢ immediato individuare le frequenze dei moti
che si vogliono studiare.

Anche nel caso anisocrono abbiamo problemi analoghi, oltre a quelli evidenziati nel §85]
Tuttavia, nel caso di sistemi anisocroni, abbiamo il vantaggio che il sistema imperturbato ¢
caratterizzato da frequenze che variano in un insieme aperto (al variare dell’azione Jy in un
insieme aperto). Ci si pud quindi aspettare che il sistema perturbato ammetta, almeno a
livello di serie formali, moti quasiperiodici le cui frequenze corrispondano a un sottoinsieme
delle frequenze possibili per il sistema imperturbato, per esempio quelle che soddisfino qualche
condizione diofantea. Per questo motivo, nel seguito ci concentreremo sui sistemi aniscroni.

Ricapitolando, possiamo studiare la serie perturbativa per le funzioni h e H in (87.2)),
disinteressandoci da eventuali problemi di convergenza. Scriveremo allora in (87.2)

h(p, J) =Y fn® (@, 7),  Hp, )= "H® (9, 7), (87.3)
k=1 k=1

e studieremo se sia possibile definire i coefficienti delle due serie per £ > 1. Vedremo che questo
¢ possibile; in particolare, come anticipato, Jy dovra essere tale che wy soddisfi una condizione
diofantea e quindi le soluzioni cercate saranno genuinamente quasiperiodiche.

Definizione 87.1 (SERIE DI LINDSTEDT) Le serie perturbative (87.3) prendono il nome di
serie di Lindstedt.

Quello che dobbiamo fare ¢ scrivere le equazioni di Hamilton

. OHo oV . oV

W_W(J)"i_gw(@:‘])a J:—{;‘%(Lp,(}), (87'4)

e cercare di determinare ordine per ordine una soluzione della forma (87.2f). Se introduciamo
le (87.2) nelle equazioni del moto (87.4) otteniamo

. OH oV
wo+h=—2"2(Jo + H) + e (00 + wot + h, Jo + H), (87.5a)
oJ aJ
£ = =V (0o + wot + b, Jo + H), (87.5b)

dp
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e se in (87.5a)) scriviamo

OH
S ot H) = w(fo+ H) =wo + (@(Jo + H) —w(),
arriviamo alle equazioni
- oV
h=(w(Jo+H)—w(J))+ eﬁ(goo +wot + h, Jo + H), (87.6a)
. oV
H:€7(¢0+w0t+h,J0+H), (876b)

I
Espandendo poi h e H in accordo con la (87.3]) ed uguagliando i coefficienti delle potenze di
e, troviamo delle equazioni ricorsive per i coefficienti h(¥) e H®*),

Dal momento che cerchiamo soluzioni quasiperiodiche puo risultare conveniente passare
allo spazio di Fourier e scrivere i coefficienti h(*) (zp Jo) e H®) (1, Jy) come serie di Fourier

W, Jo) = > e™¥in D, Jo) = > ™V H (87.7)

vEZ™ veEZ™
dove ¥ = g +wpt. In e nel seguito i coefficienti h,(,k) e H,Ek) dipendono da Jy (i.e. h(yk) =
h,(,k)(,]o) e HY = k)(JO)), anche se non ne abbiamo scritto la dipendenza esplicitamente.

Unendo le due espansioni (| e , troviamo

h(po + wot, Jo) = Ze > eilreotwotip(k), (87.8a)
k=1 veZ™

H(po + wot, Jo) = Zg > eltvwotwoll ), (87.8D)
= vezZ"

che costituisce un’espansione in serie di Taylor-Fourier delle funzioni h ¢ H.

Osservazione 87.2 Entrambi gli sviluppi (87.3)) e (87.7)), e quindi anche gli sviluppi in serie
di Taylor-Fourier (87.8), sono puramente formali, perché non abbiamo alcuna garanzia al
momento che le serie convergano.

Visto che cerchiamo soluzioni che dipendono dal tempo attraverso la variabile ¢ = ¢g+wot,
possiamo usare il fatto che, su tali funzioni la derivata rispetto al tempo agisce come un
operatore di moltiplicazione nello spazio di Fourier. Infatti, derivando rispetto al tempo le

(87.8), abbiamo

h(po + wot, Jo) = Z € Z etwpotwot); (o vy P (87.9a)
= veZ™
H(o + wot, Jo) = Z e N eilreoteatl () HP. (87.9b)

k=1 vezn"
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Se introduciamo le (87.8) e (87.9) nelle (87.6) otteniamo

(k)

oV
i (o, ) B — [(W(JO FH) — () + 20 (gt +h Jo+ H)| L (87.100)
b\% (k)
i {wo, vy HF) = — [56(’0@00 +wot +h, Jo+ H)| (87.10b)

dove, data una funzione F' = F(pg + wot + h, Jo + H), con la notazione [F] *) intendiamo che

prima sviluppiamo F in serie di Taylor nei suoi argomenti, dopo sviluppiamo h e H in accordo
con le (87.8]), quindi raccogliamo insieme tutti i termini che hanno, complessivamente, indice
di Taylor k e indice di Fourier v; in altre parole la funzione F' é scritta nella forma

F(po+wot+h,Jo+ H) = Zsk Z e vpotwot) [F]l(,k)
k=0 veZ™

In particolare in (87.10a}) abbiamo

1 olel e
wilo+ H) —w(Jo) = Y —lajaw(Jg)HHil, (87.11)
ai,...,an>0 a@ i=1
ja|>1

dal momento che w(J) non dipende dalla variabile ¢, mentre

8—V( twot+hJo+H)= > i@ﬂiw + wot, J )ﬁH‘“hbi (87.12a)
by b S0

oV 1 olal 9lbl o o

— t+h,Jo+ H) = _———V t,J, HYR" (87.12b

aw(gp0+w0 + ) 0+ ) Z>Oa!b!3J“3¢b8gp (QDO+W0, O)H 3 ) ( )
al,...,an > 1=
b17~~~7bn20

dove, consistentemente con le notazioni introdotte dopo la (85.4)), abbiamo definito

e a=(ay,...,ap) eb=(by,...,by), con a;,b; > 0 intero per ogni i = 1,...,n,

la] =a1+...+ane|bl=b1+ ...+ by,
alal ja.ge = dlel jager . 9o e 9l ot = albl jaght ... agbn,

e al=ai!...a,) eb =b1!...b,!.
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Possiamo riscrivere le (87.11)) e (87.12)) in modo piti compatto come

w(Jo+H) —w(Jo) = Zﬁﬁw%) ...H, (87.13a)
p volte
oV X1 et e
57 (9ot wot + hyJo + H) = > gl 9777 B Vigo+wot, Jo) H...H h...h, (87.13b)
p,g=0 p volte g volte

[e.e]

o t+h,Jo+ H) = L o 8q+1V t,Jo)H...Hh...h, (87.13
%(wo-ﬂvo +h, Jo + )_ZPTI!WW (po +wot, Jo) H... Hh...h, (87.13c)

p,g=0 p volte g volte

dove i simboli devono essere interpretati come segue. In (87.13a), 0Pw/9JJP ¢ un tensore con
p + 1 indici, di cui p (relativi alle variabili J) sono contratti con gli indici di componente dei
p vettori H, i.e.

oP
WW(JO) H...H= Z aJ — J (J()) Hil ce Hip

p volte i1,..0p=1

¢ un vettore le cui componenti sono quelle di w. Analogamente, in (87.13b]) e in (87.13c)),
rispettivamente,

or+l  9a op gt

W%V(@o +wot,Jo) e @WV(% + wot, Jo)

sono tensori con p + ¢ + 1 indici di cui p sono contratti con gli indici di componente dei p
vettori H e ¢ sono contratti con gli indici di componente dei g vettori h; per esempio

ortl 94

g gV (o twot o) B B

p volte g volte
aq
Z Z aJaJ. -0Ji, 0pj, ... 0pj,

7/17 77'17_1 .]17 Jq—l

V((PO + wot, Jo) H; ... Hiphjl - hj

q

¢ un vettore le cui componenti sono fissate dalle componenti di 9/9.J.
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Introducendo le (87.8]) nelle (87.13) arriviamo alle equazioni

(k)
[w(JO +H) - w(JO)} (87.14a)
Ow k (kp)
DI ED IR NP S
V1, Vp €L ki,....kp>1
vi+t..tvp=v ki+...4+kp=Ek
1% (k)
[ — (o + wot + h, Jo + H)] (87.14b)
oJ y
o0
1 ) ap'f‘l k K (k/)
Z ol > (iv0)* 55t Vo (Jo) > HGY. 'Hrspp)h(uf) ce by,
= Vo,l/l,...,l/p,l/i...,l/(l]EZn Eyeoskp k5 k) >1
u0+u1+.4.+up+ui+l..+u;:u k1+...+kp+k’1+4..+k;:k—1
v *)
[5&/)(@0 + wot + h, Jo + H)] (87.14c¢)
1 V o (k) () (k%)
Z ol > (z'uo)qﬂﬁv (o) > HI .. H? hyt ey
= Vo,ul,...,up,ui...,VéEZ" Eyeskp k5 kG 21
l/0+1/1+...+l/p+l/i+...+l/(’1=l/ k1+...+kp+k’1+...+k;=k—1

dove, per semplicita notazionale, abbiamo omesso (come faremo nel seguito) la dipendenza da
Jo dei coefficienti hl(,k)(Jo) e H,Sk)<J0). In (87.14b|) e (87.14¢)), i termini con p = 0 0 ¢ = 0 vanno
interpretati opportunamente: per esempio, in (87.14b)), gli addendi con p =0 e ¢ > 1 sono

1 . 0 (k) (kl)

_ q_—

i > (i) o7V (o) > hyt ey,

q

VoV s Vg €L Epyeeskp>1
V()-‘rl/i-‘r...-l—l/{z:l/ k’1+...+kf1:k—1
quelli con ¢ =0 e p > 1 sono
1 or+l1 (
L v k1) (kp)
o > 57551 Vo (J0) > HW .. H,Y,
Vo, V1 ..., VpEL" k‘l,...,k:p21
I/0+IJ1+...+VP:I/ k1+,,,+kp:k—1

e, infine, I'addendo con ¢ = p = 0 si riduce a [0V, /0J](Jp) e in tal caso si ha necessariamente
k = 1. Analoghe considerazioni valgono per la ; in particolare il termine con ¢ = p =0
(e k=1) ¢ dato da (iv) V,,(Jo).

Se introduciamo le nelle , otteniamo equazioni che definiscono ricorsivamente
i coefficienti h,(,k) e H,Sk). Infatti in (87.14b) e (87.14c) la somma degli indici k;, k] & pari a
k — 1, quindi ciascuno di essi ¢ < k — 1, cosi che la puod essere utilizzata per esprimere
Hy *) in termini dei coefﬁcien‘gi trovati ai passi precedenti. Al contrario, nell’equazione

k che compare é H,E ), che ¢ gia stato determinato risolvendo ’equazione (87.10b]).

che definisce il coefficiente h,, k) , la somma degli indici k; é k, ma 'unico coefficiente di ordine
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87.1 Primo ordine

Tenendo conto delle (87.14)), le (87.10) per £ = 1 danno

v,

i (wo,v) hD = g‘;(J)Hﬁﬂ 57 o). (87.15a)
i (wo, v) HY = = (iv) Vi, (Jo). (87.15D)

Si vede immediatamente che, perché le equazioni (87.15)) siano risolubili, occorrano assun-
zioni aggiuntive. Poiché il membro di sinistra delle (87.15)) si annulla quando (wp,v) = 0,
occorre che anche il membro di destra si annulli in corrispondenza. Se wy & diofanteo — o anche

solo non risonante — allora (wg, ) = 0 se e solo se ¥ = 0. Il membro di destra della (87.15b))

si annulla per v = 0, d’altra parte quello dell’equazione (87.15a)) lo pud essere solo se H(()l) e
scelto in modo opportuno. Se richiediamo

det (gJ( 0)) 40, (87.16)

possiamo allora fissare H(()l) in modo tale che si abbia

ow 7 oVp

6J(J0) + w(Jo) =0

Si noti che la condizione (87.16)) ¢ soddisfatta se I'hamiltoniana imperturbata Hg é non degenere
(cfr. la definizione [84.9)). In conclusione, se fissiamo

H = (?jw) 5 1) (37.17)

le sono soddisfatte per v = 0, mentre per v # 0, danno
W = e (G ES + ). (87.150)
HY = — <wz7 ” (iv) Vi, (Jo). (87.18b)

La definisce quindi i coefficienti Hﬁl) per v # 0. Il coefficiente h(()l) resta inde-
terminato e possiamo arbitrariamente porlo uguale a zero (questo ¢ sempre possibile even-
tualmente ridefinendo ¢g). Inoltre, utilizzando la stima sui coefficienti di Fourier della
perturbazione e imponendo che wy soddisfi la condizione diofantea , abbiamo

V|
‘H,El)‘ <"1 @ el
Y
quindi i coefficienti di Fourier di H (1)(w,J0) decadono esponenzialmente. Ne segue che

la funzione H (1)(¢,J0) ¢ analitica in ¥ e, in particolare, la sua serie di Fourier converge
uniformemente per |S(¢)] < & < & (cfr. Vesercizio [70)).
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Introducendo la (87.18b)) nella (87.18al), otteniamo

1 L Ow 1 9V,

m___ 1w _ L oW
= (i(wo,y>)2( )aJ(JO)V”(JOHWD,m aJ

(Jo). (87.19)

Anche i coefficienti di h(M) (¢, Jy) sono ben definiti e decadono esponenzialmente, cosi che anche
la funzione h(M (¢, Jy) risulta analitica in 1, per |(¢)| < & < € (cfr. di nuovo Pesercizio .

Per semplificare le notazioni, anche in vista degli ordini successivi, poniamo

Pw oV,
Mw = 577 —(Jo), oV, = 570 —=(Jo), (87.20)
cosl che possiamo riscrivere la (87.17)), la (87.18b)) e la (87.19) come
Hél) = — (9yw) LoV, (87.21a)
Y =" v, v, (87.21b)
i {wo, V)
At = <—¥ (iv) Oyw Vy, + - ! 8JVZ,), v #0. (87.21c)
(i (wo,v))? i {wo, v)

87.2 Secondo ordine

Per k = 2 le (87.10]), insieme alle (87.13)), danno, usando le notazioni abbreviate (87.20)),

. 1 .
i (wo, v) WY = 0w HIY + ia?fw > HYHD + Y (8=2IVV0 HS (i) 0, Vi, hz(}l)) ’

V1,02 €L vo,V1 EZ"
vitve=v vot+vi=v
i(wo, ) HY = = 3 (wo 05V HY + (i) Vi hgp), (87.22)
l/(),l/lezn
vo+rvi=v

dove i coefficienti Hﬁl) e h(yl) sono dati, per v # 0, dalle (87.21bf) e (87.21c)), rispettivamente,
mentre Hél) ¢ dato dalla (87.21a)) e hél) = 0. Per v = 0 la prima equazione delle (87.22)) fissa

il coefficiente

_ 1
H(g?) = — (9yw)" (283w E H( (1) + E <0JV,,0 H£1) + (ivp) 05V, hf,ll))) (87.23)
V1,V2€Z" Vo, V1EZ™
v1+v2=0 vo+v1=0

Assumendo per il momento che anche la seconda delle (87.22)) sia soddsfatta per v = 0,
passiamo a considerare le equazioni per v # 0. Se v # 0, possiamo dividere le (87.22)) per
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i (wo, V) e ottenere cosi i coefficienti H, ,52) e h,(JZ). Ovviamente andra risolta per prima la seconda
delle (87.22]), in modo da definire i coefficienti

1 . N2
HY == (i) DV HEY + (i10)” Vi 1Y) (87.24)
vo,V1 EZL™
vo+rvi=v
in termini dei coefficienti H 1(1/1) e h,(jl/), con V' € ZM, trovati al passo precedente. Successivamente

si considera la prima equazione delle (87.22f), dove il membro di destra dipende di nuovo dai
coefficienti Hi,l) e hl(j), V' € Z", oltre che dai coefficienti H,£2) appena determinati attraverso

la (87.24). In questo modo riusciamo a determinare anche i coefficienti h,(,2).
Usando le (87.17)) e (87.21) nella (87.24]), otteniamo, per v # 0,

1
@ _ __ | .
H i(wo,u>< (iv) 95V, (9yw) " 95V
1
= Y (i) 0V —— (i) Vi, (87.25)
vo,v1 €EZ™ ,v1#0 v <w07 Vl)
vo+r1=v

) 1 . 1
+ Z (iv0)° Vi, <_(i<WO7V1>)2 (iv1) Oyw V,, + Wa;vyl)),

v0,V1 EZ",Vl 750
votv1=v

mentre la (87.23]) si puo riscrivere

(1 - -
HP = — (9,w) 1<zaﬁw (950) "1 05V0 (9yw) " DsVh

1

m (iv2) Vi, (87.26)

1 1
+ow > ——— (i) Vi,
2 V1,0 €EZ" 11 #£0 t <WO7 Vl)
v1+r2=0

1
2 - .
+ E <8JV,,0 o) (iv1) Vi,

v0,V1 GZ”,I/l 7&0
vo+v1=v

. 1 1
o+ (i10) 0 Vi (- ooy )0 Vi + s V1>a,v,,1)>> .

Le (87.25)) e (87.26)) costituiscono espressioni esplicite per i coefficienti H,EQ) per ogni v € Z".
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Infine, inserendo le (87.17)), (87.21)), (87.25)) e (87.26)) nella prima equazione delle (87.22]),

troviamo per v # 0

0
. 1 ‘
— Z (ZV()) 8JV1,0 W (U/l) Vyl

vo,v1 EZ™ w170
vo+rvi=v

+ Z (iV0)2 Vyo <_(z<w:u1>)2 (iul) oyjwV, + 7;18JVV1>>

vo,v1 EZ™ 1170 <w0a V1>
vo+v1=v
L 1.5 1 . 1 ,
iloon ) 2 N Vi T\ v 2
o) 207 2 ooy 1) Vo s (i) Vo (87.27)
v1,12€Z" 11 #£0
v1+rvo=v
L 1y (iv) V, (9w) L 9,V
- = NV,
i(wo,) 277 i{wo,v) )G
1 1 1
- 0%V,yy ——— (i) Vi — ———0%V,, (9w) "L 0,V
i {wo, V) Z J % i {wo, 1) (iv1) Vi, i {wo, V) Ve (Osw) Jr0
vo,v1 €EZ™ ,v1#0
vo+rvi=v
b Y )0V (e () 00 Vi + 0V
i {wo, V) - 00T v (i {(wo,11))? L) 018 T i{wo,v1) Jrn )
VO,’/IE_Z ,v17£0
vo+vi=v

laddove h(()2) resta arbitrario e si puod di nuovo fissare uguale a 0. In questo modo di nuovo si vede
che i coefficienti di Fourier delle funzioni h(® (¢, Jo) e H®) (1, Jy) decadono esponenzialmente
e quindi si pud sommare sugli indici di Fourier; ne segue che le due funzioni risultano analitiche
per |(¢)| < & < € (si ragioni come nell’esercizio [70| per i coefficienti con k = 1)

Resta il problema di verificare che la seconda equazione delle (87.22)) ¢ soddisfatta per
v = 0. Questo non ¢ evidente a priori e va discusso. Nel caso k = 2 che stiamo considerando
si puo facilmente verificare con un conto esplicito. Non ne diamo i dettagli poiché torneremo
sul problema nel caso piu generale k > 2.

87.3 Ordini superiori
(2)

Il conto al secondo ordine mostra che i coefficienti h,(,) e H}”’ si esprimono in funzione dei

coefficienti h,(,l) e H,El) trovati al primo ordine.

Si puo seguire la stessa strategia anche agli ordini successivi: infatti le (87.10) mostrano
che i coefficienti di ordine k si scrivono in termini dei coefficienti di ordine pit basso, ovvero
dei coefficienti di ordine k' = 1,...,%k — 1, in modo tale che i coefficienti stessi possono essere
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determinati ricorsivamente, ordine per ordine. Piii precisamente, introducendo le (87.14)) nelle
(187.10)), si trova, se v # 0,

1 =1
gE - - Z =
v 1 1!
i {(wo, V) Sz Pl
oPV, !
> Gvo) ™ S ) Y . Y ny. L hl, (87.284)
q
VOV ,eeesVp V] o Vg ELT k1,okp ks k>0
vo+vit . Avp 4y =y k1+...+k;p+k;’1+...+lc{]:k—1
1 6w0
pk) — = Jo) H(F)
v i {wo, V) 8J( 0)
o0Pw
+Z > > ﬁ(JO)H,E’fI)...HI(,fp) (87.28b)
. Vi, VpEZ™ ki1, kp>0
vit..+vp=v ki+..+kp=k
— 1 . (k) ko) (K)o (K))
+Zpiq' Z (ZI/()) GJP'H ZH 1 .. huil ...hy(,l y

p,q=0 VOV yeesVps V] oo Vg EL™ k1,.. ,kp ke sk >0
vo+vit.trp )+ v =y kl+---+kp+k/1+---+k¢/1:k_1

mentre, per v = 0, in corrispondenza della (87.10a]) dobbiamo richiedere

9]
1 N
= (vypo) a1 9 (k1) ) (k1) (kq)
0= Z p!q!el V,0 Z (ZV()) 8Jp ZH 1 PIp, 11 . hyéq , (8729)
p,q=0 Vo,Vl,...,I/p,I/i...,V(’IEZ" Eq,.. ,kp,k‘l, ,k/ >0

vot+vit...Avptri .. 4v;=0 k1+...+kp+k’1+...+k{1=k—1

e, per quanto riguarda la (87.10b)), vediamo che Hék) deve essere tale che valga ’equazione

k 8pw k k

wp -t S8 T T
v1,.. ,VPGZH k1,.. 7kp>0
vit+..+vp=0ki+...+kp=Fk

ol K} (kg)
§ elteol N (k) k) p (k1) :
+ e (iv)? 8JP+1 g Hk h’/i . h%
p,q=0 VO,Vl ..... Vp, 1/1 V[IIEZ’VL ki, ,kp k k’ 20
vo+vi+.. +Vp+yl+...+y;:0 k1+"'+kp+k/1+---+k‘;:k‘—1

dove )
&uo 6 Ho
(JO) aJ (JO) 8J2

In (87.28)), in (87.29)) e in (87.30)), i termini con p = 0 o con ¢ = 0 vanno interpretati come

discusso dopo la (87.12)).

(Jo)- (87.31)
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I coefficienti H, ,S ) &i scrivono come somme di infiniti termini in cui compaiono solo coeffi-
k)

cienti hl(,]f,) e Hiﬁ”) con k', k" < k, mentre h%) si scrive come somma di infiniti termini in cui
compaiono solo coefficienti hl(,]f/) e HZ%N) con k' < ke k” <k (ci sono infiniti termini a causa
degli indici di Fourier, a meno che la perturbazione non sia un polinomio trigonemetrico in
¢). Ciascuno di tali coefficienti si pud esprimere a sua volta come somma di infiniti termini
in cui compaiono solo coefficienti di ordine pitt basso. Iterando pitu volte alla fine si ottiene
un’espansione in cui compaiono solo coefficienti del primo ordine, i.e. coefficienti e
(87.18), come succede per le (87.22)) e (87.23) nel caso k = 2. Infine possiamo scrivere hY e
Hﬁl) in accordo con le (87.17) e (87.18), dove le uniche funzioni ad apparire sono la funzione

w, 1 coefficienti V,, e le loro derivate; cfr. le (87.25)+(87.27)) per k = 2.
Perché la costruzione iterativa sia ben definita occorre che le (87.29)) e (87.30)) siano risolu-

bili. Mentre la (87.30) ammette sempre soluzione, purché si scelga opportunamente Hok , non
appena i coefficienti di ordine piu basso k' < k siano ben definiti, al contrario la discussione
della (87.29)) & piu delicata. Infatti, non abbiamo parametri liberi da utilizzare per imporre
che essa sia soddisfatta: una volta che i coefficienti di ordine pit basso siano definiti, la (87.29))
deve essere un’identita. Vedremo pitt avanti come verificare che sia questo il caso, quando

avremo trovato un modo pit pratico per rappresentare i coeflicienti hl(,k) e H,Ek). Infatti, gia se
confrontiamo le (87.25)), (87.26)) e (87.27) per k = 2 con le analoghe e perk =1,
si vede che basta passare dal primo al secondo ordine per trovare espressioni pitt involute. Non
c’é da stupirsi, quindi, se gia agli ordini immediatamente successivi al secondo le espressioni
si fanno ancora piu complicate, al punto che, per esempio, occorrono pagine e pagine solo per
scrivere esplicitamente i coefficienti fino all’ordine k& = 10.

Quello che cercheremo di fare nel prossimo paragrafo é trovare un metodo sistematico per
studiare i coefficienti di ordine arbitrario. In altre parole, ci proponiamo di scrivere i coefficienti
di ordine k£ come somme sugli indici di Fourier di espressioni che si riescono a “controllare”
con questo intendiamo che tali espressioni si riescono a scrivere come somme finite di addendi
tali che ogni singolo addendo si stimi con una costante (dipendente da k) moltiplicata per un
fattore di decadimento esponenziale negli indici di Fourier che consenta di effettuare le somme
su tali indici. In sostanza, quello che faremo ¢ scrivere

k
hl(,k) :Z Z ﬁz(,k)(l/l,...jyp), ﬁgc)(yl,...,up): Z Bék)(yl,...,yp;oz),
p=1v1,..,Up acA,

dove A, & un opportuno insieme finito di indici, e quindi stimare

P, vy )| < (k) ekt (87.32)

uniformemente in «, per un opportuno & < &. La costante C(k) dipende anche da & e ha in
generale una dipendenza non sommabile in &, il che impedisce la somma sugli indici di Taylor e
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quindi la convergenza della serie perturbativa. Tuttavia il fattore di decadimento esponenziale
in é sufficiente a garantire la sommabilita sugli indici di Fourier e quindi I'analiticita
in ¢ delle funzioni h®) (¢, Jo) ¢ H®) (4, Jy). Ne segue che le funzioni h*) (v, Jo) e HF) (1), Jo)
sone ben definite e analitiche in ¥ per ogni k € IN, e quindi le serie di Lindstedt sono anch’esse
ben dedfinite come serie formali.

§88 Rappresentazione grafica della serie di Lindstedt

A DISCUSSIONE DEL §87] FA VEDERE che, gia ai primi ordini perturbativi, le espres-
sioni analitiche dei coeflicienti h,(,k) e H,Sk) risultano abbastanza pesanti (cfr. per
esempio la per k = 2). Se vogliamo cercare di stimare come i coefficienti

crescono al crescere di k dobbiamo quindi cercare un modo pit pratico per controllare i singoli

addendi delle espressioni (87.28) e (77).

88.1 Grafi e alberi

Iniziamo con il richiamare alcune definizioni di base della teoria dei grafi. Un grafo G é una
coppia ordinata (V, L), dove V = V(G) & un insieme di punti (o vertici o nodi) e L = L(G) &
un insieme di coppie di elementi di V', chiamate linee (o spigoli o rama).

Se ¢ = (v1,v2), con vy, v € V, si dice che

e / unisce (o connette) i punti vy e vo,
e i punti v; e vy sono adiacenti,
e /& incidente con v e con vs,

e i punti v; e vg sono gli estremi di /.

Supporremo sempre che una linea sia costituita da punti distinti (si dice in tal caso che il
grafo non ha cappi) e che ci sia una sola linea che unisce due punti adiacenti. Dato un punto
v € V(G), il grado di v ¢ il numero d(v) di punti in V(G) adiacenti a v. La linea che connette
due punti é disegnata come un segmento che unisce i due punti.

Si definisce ordine del grafo G il numero di punti in V(G). Un grafo si dice orientato se
le sue linee sono coppie orientate: possiamo associare a ogni linea ¢ di un grafo orientato una
freccia, con la convenzione che la freccia punta da v a w se £ = (w,v). Si chiama orientazione
di un grafo G I'assegnazione di un ordine nella coppia di punti che costituiscono ogni linea ¢ €
L(G). Un grafo orientato si pud quindi ottenere da un grafo tramite un’opportuna orientazione
(cfr. la figura[19.1).

Sia P := {vg,v1,...,v,} un sottoinsieme di punti distinti in V' (G) tali che v; sia adiacente
a viy1 per ¢ =0,...,n — 1. Diremo che P é un cammino di lunghezza n che connette vy con
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V2

V3 V4

Figura 19.1: Un grafo di ordine 6 (a sinistra) e lo stesso grafo munito di un’orientazione (a destra).

v, e scriveremo L(P) = {¢1,...,4,}, dove ; = (vj—1,v;) per i = 1,...,n. Se P = {vp} si ha
L(P) = 0. Un grafo si dice connesso se per ogni coppia v,w € V(@) esiste un cammino P che
connette v con w. Un ciclo ¢ un insieme di punti {vy, ..., v,+1} tali che {vy,...,v,} costituisce
un cammino, v, é adiacente a v,41 € vp41 coincide con vy (cosi che le linee ¢; = (vp,v1) e
lp+1 := (vn,v9) sono entrambe incidenti con vg). Un ciclo {vg,...,vn,vp41} di un grafo
orientato si dice orientato se le frecce puntano tutte da v; a v;11 o tutte da v; 11 a v; per
i=0,...,n, con v,+1 = vy. Per esempio, con riferimento alla ﬁgura I'insieme {v1, vg, v3}
costituisce un cammino P e si ha L(P) = {/{g, (s }; allo stesso modo, nel caso del grafo orientato,
{v1, va,v3,v5,v1} & un ciclo orientato.

Si dice che un grafo G ¢ aciclico se non ha cicli, i.e. se per ogni coppia di punti distinti
v,w € V(G) esiste un unico cammino che connette v con w.

Definizione 88.1 (GRAFO AD ALBERO) Un grafo ad albero é un grafo connesso aciclico. Un
grafo ad albero con radice é un grafo ad albero in cui sia stato evidenziato uno dei suoi punti,
che prende il nome di punto privilegiato o radice.

La presenza della radice induce un ordinamento tra i punti del grafo ad albero. Infatti,
sia vg la radice del grafo ad albero e siano v, w due punti del grafo, entrambi distinti da wy.
Diciamo che w > v se w si trova lungo il cammino (unico) che connette v con wp; indichiamo
in tal caso con P(v,w) il cammino che connette i due nodi v e w. Scriviamo inoltre w = v se
w = v ow = v. Larelazione > definisce una relazione di ordinamento parziale. Per evidenziare
I'ordinamento parziale tra i punti del grafo ad albero immaginiamo di sovrapporre una freccia
a ogni linea, con la convenzione che la freccia punti nella direzione della radice. In questo
modo il grafo ad albero diventa un grafo orientato, che chiamiamo grafo ad albero orientato

(cfr. la figura|19.2)).
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Figura 19.2: Un grafo ad albero di ordine 7 (a sinistra) e il grafo orientato corrispondente (a destra).

Nel seguito, per i grafici ad albero con radice orientati, risultera conveniente modificare
leggermente le definizioni rispetto a quella appena date.

Definizione 88.2 (ALBERO) Dato un grafo ad albero con radice orientato G, all’insieme
delle sue linee L(G) aggiungiamo un’ulteriore linea {y, incidente con il punto privilegiato vg.
Chiamiamo linea della radice la linea £y e radice dell’albero [’altro estremo r di £y; la freccia
associata a o punta da vg a r. Chiamiamo albero il grafo orientato 8 cosi ottenuto e, per
consistenza, chiamiamo nodi ¢ punti dell’albero distinti da r e rami le sue linee; in particolare,
chiamiamo £o ramo della radice.

Un esempio di albero ¢ rappresentato nella figura [19.3] Si noti che, a differenza di quanto
avviene per i grafi ad albero, negli alberi distinguiamo tra il punto privilegiato vy e la radice
r (in particolare la radice r di un albero non coincide con la radice vy del grafo ad albero da
cui si ottiene aggiungendo la linea £y). Per costruzione, V(6) := V(G) & I'insieme dei nodi di
0 e L(A) := L(G) U {ly} 'insieme dei rami di §. Quindi il ramo della radice ¢ contato tra i
rami dell’albero, mentre la radice stessa non € contata tra i nodi dell’albero. Un albero é un
esempio di grafo planare, i.e. di un grafo che puo essere disegnato sul piano in modo tale che le
sue linee si intersechino solo agli estremi. Disegneremo gli alberi collocando sempre la radice
a sinistra e i rami disposti in modo che le frecce puntino da destra a sinistra.

Figura 19.3: Albero ottenuto dal grafo ad albero orientato della figura aggiungendo la linea £g.
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Osservazione 88.3 Di solito nei testi di teoria dei grafi i termini “albero” e “grafo ad al-
bero” sono usati come sinonimi, nel senso della definizione Noi abbiamo distinto tra le
due nozioni perché nel seguito lavoreremo esclusivamente con gli alberi della definizione [88.2]
nonostante essa non sia la definizione canonica.

Il nodo privilegiato vy sard anche chiamato wltimo modo o nodo finale dell’albero, dal
momento che vy = v Yv € V(). Per ogni nodo v € V(0) si ha d(v) > 1. Vista la relazione
d’ordinamento tra i nodi dell’albero, per ogni nodo possiamo distinguere tra linee entranti e
linee uscenti: si dird che una linea ¢ entra nel nodo v se £ = (v,w) per qualche w < v e
che esce dal nodo v se, invece, si ha ¢ = (w,v) per qualche w > v; per esempio, nel caso
dell’albero della figura la linea ¢5 entra nel nodo vg ed esce dal nodo ve. Ogni nodo v
ha una e una sola linea uscente, mentre pud avere un numero qualsiasi di linee entranti; pit
esattamente, se m(v) indica il numero di linee entranti nel nodo v si ha d(v) = m(v) + 1, con
m(v) € {0,1,2,...,n — 1}, se n & il numero di punti dell’albero. Un nodo v con m(v) = 0 si
chiamera foglia; per esempio, nell’albero della figura [19.3] i nodi va, vs3, vs e vg sono foglie.

Osservazione 88.4 Strettamente parlando, un albero € non ¢ un grafo in accordo con la
definizione data all’inizio del paragrafo, poiché V' (6) non include 'estremo r della linea della
radice. Tuttavia, un vantaggio della definizione appena data é che, per costruzione, un albero
di ordine n ha n nodi e n rami. Inoltre ¢’é una corrispondenza biunivoca tra nodi e rami:
ogni ramo puod essere individuato specificando il nodo da cui esce. Scriveremo ¢ = ¢, se ¢
esce dal nodo v e indicheremo con 7(v) il nodo (unico) immediatamente successivo a v; quindi
by = (m(v),v). Se v =g & 'ultimo nodo di @ scriveremo 7(vp) = r anche se 7 non ¢ un nodo.
In un albero # ogni suo nodo v € V(0), v < vy, si pud vedere come il nodo privilegiato di un
albero 8, costituito dai nodi w < v, dai rami che li uniscono e dal ramo ¢, che esce dal nodo v.
L’albero 6, costituisce un sottoalbero di 6 e la linea ¢, & il ramo della radice di 6,. Ovviamente
il punto m(v) & un nodo di #, mentre costituisce la radice di 6,,.

Lemma 88.5 Sia 6 un albero con n nodi. St ha

Z m(v) =n— 1.

veV ()

Dimostrazione. Un albero con n nodi ha anche n rami. Uno di essi € il ramo della radice.
Ognuno dei restanti n — 1 rami entra in un solo nodo. Percio, al fine di contare tali rami,
possiamo contare per ogni nodo v € V(0) il numero m(v) di rami che entrano in quel nodo e
sommare m(v) sui nodi v dell’albero. [ ]

Lemma 88.6 Il numero di alberi che abbiano n nodi é stimato da 22™.

Dimostrazione. Dato un albero 6, immaginiamo di muoverci lungo ’albero partendo dalla
radice e mantenendoci sempre a sinistra dei rami. Ci muoviamo quindi verso destra finché non
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raggiungiamo una foglia dell’albero. A questo punto torniamo indietro finché non raggiungiamo
un nodo w con m(w) > 1. Se questo non avviene, torniamo alla radice, altrimenti, raggiunto
il nodo w, cambiamo direzione ancora un volta e c¢i muoviamo in avanti fino a raggiungere
una seconda foglia. E cosi via finché non ritorniamo alla radice dell’albero. Il percorso che
abbiamo seguito in questo modo pud essere rappresentato come una sequenza di 2n segni =+:
ogni volta che ci muoviamo lungo un ramo da sinistra a destra segniamo + e ogni volta che
ci muoviamo da destra a sinistra segniamo —. Si veda la figura la sequenza di segni che
corrisponde all’albero della ﬁgura e{+,+,+, -+, + -+ --, -+ - —}

Figura 19.4: Segni associati ai rami dell’albero orientato della figura m

Una passeggiata aleatoria € un percorso in cui a ogni passo ci si muove in una direzione
casuale. Supponiamo che ci si muova lungo una retta, partendo da un punto fissato O (che
assumeremo come origine), e che a ogni passo ci si sposti di un tratto L o verso destra o verso
sinistra; si ha in tal caso una passeggiata aleatoria unidimensionale. Una passeggiata aleatoria
unidimensionale di k£ passi & un percorso descritto muovendosi lungo la retta di k passi; la
posizione raggiunta alla fine del percorso ¢ (D — S)L, dove D ¢ il numero di passi verso destra
e S = k— D il numero di passi verso sinistra. Poiché a ogni passo ci sono due possibili direzioni
possibili, il numero totale di passeggiate aleatorie unidimensionali di k passi & dato da 2¥. Una
passeggiata aleatora unidimensionale di k passi si pud rappresentare come una sequenza di k
segni +: a ogni passo si segna + se ci si muove verso destra e — se ci si muove verso sinistra.

Ne segue che il numero di sequenze di segni + che si pud associare a un albero 6 con n
nodi & stimato dal numero di passeggiate aleatorie unidimensionali di 2n passi. Infatti a ogni
albero con n nodi corrisponde una sequenza di 2n segni 4+ e quindi una passeggiata aleatoria
unidimensionale. La corrispondenza ovviamente non é biunivoca; infatti non é detto che ogni
passeggiata aleatoria di 2n passi rappresenti un albero con n nodi (cfr. l’esercizio. Tuttavia,
a ogni albero con n nodi corrisponde una passeggiata aleatoria unidimensionale di 2n passi,
quindi il numero di alberi di con n nodi & stimato da 22". [ |

Un albero si dice etichettato se a ogni suo nodo e a ogni suo ramo sono associati degli
indici (etichette). Nel caso dell’albero della figura ai nodi sono associate le etichette
V0, V1, . ..,0¢ (una per nodo) e ai rami le etichette £y, ¢1,...,¢s (una per ramo).

Ovviamente c’é¢ una notevole arbitrarieta nel modo in cui possiamo disegnare un albero. Se
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immaginiamo di disegnare I'albero in un piano, la posizione dei nodi sul piano non é rilevante.
Di conseguenza anche la lunghezza dei rami e gli angoli che essi formano rispetto a una
direzione prefissata non ¢ importante. Tuttavia, questo lascia ancora una certa arbitrarieta;
per esempio gli alberi rappresentati nella figura[19.5] in base alle definizioni date, sono uguali
tra loro, in quanto hanno gli stessi nodi (e quindi gli stessi rami).
V2 U1
2 4y
Vo Vo

ﬁo EO
61 V1 62 ()

Figura 19.5: Esempio di due alberi non equivalenti (a meno che non si abbia v, = vy e 1 = {3).

In realta, nell’applicazione allo studio delle serie di Lindstedt, vorremmo considerare distinti
i due alberi nella figura A tal fine, introduciamo una relazione di equivalenza tra alberi.

Definizione 88.7 (ALBERI EQUIVALENTI) Diremo che due alberi sono equivalenti se si posso-
no ottenere l’'uno dall’altro deformando le linee con continuita senza che queste si attraversino.
Piv in generale, due alberi etichettati si dicono equivalenti se si possono ottenere uno dall’altro
mediante una deformazione continua dei rami, senza che questi si attraversino, in modo tale
che nodi e rami coincidano insieme alle loro etichette. Dati due alberi equivalenti 0 e 8, due
nodi v € V(0) ev' € V(¢) si dicono omologhi se vengono a coincidere quando 0" sia stato
deformato fino a sovrapporsi a 6.

In base alla definizione i due alberi della figura[T19.5|non sono equivalenti se le etichette
sono diverse (i.e. v1 # vg 0 ¢1 # f3), poiché, per ottenere il secondo dal primo, dobbiamo
ruotare le linee ¢1 e £5 in modo che si attraversino e si scambino di posto. Se invece le etichette
sono tali che v;1 = v9 e #1 = {9, allora i due alberi sono equivalenti e i loro nodi sono a due
a due omologhi tra loro (vg con vy e ciascuna foglia di un albero con una foglia dell’altro).
Inoltre, in tal caso, anche i due sottoalberi che entrano in vy sono equivalenti tra loro.

Osservazione 88.8 Vedremo pitu in 1a che assoceremo ai nodi e ai rami degli alberi una serie
pitt complessa di etichette di quelle considerate finora. Piil precisamente assegneremo etichette
a ogni nodo v € V(0) e a ogni ramo ¢ € L(#), secondo regole che saranno date pit avanti (cfr. le
definizioni e . Gli indici v e £ dovranno quindi essere considerati solo indici usati
per identificare nodi e rami, mentre, se considerare o no equivalenti due alberi dipendera dalle
etichette associate ai loro nodi e alle loro linee. Per esempio i due alberi della figura [19.5
posto che abbiano le stesse etichette associate al nodo vy e al ramo £y, saranno considerati
equivalenti se i nodi v; e v2 e i rami ¢1 e £5 del secondo albero hanno le stesse etichette dei
nodi v1 e vo e dei rami £; e s, rispettivamente, del primo albero, oppure se il nodo v; e il ramo
f1 del primo albero hanno le stesse etichette del nodo v e del ramo /5, rispettivamente, del
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secondo albero e, viceversa, il nodo vy e il ramo fo del primo albero hanno le stesse etichette
del nodo v; e del ramo ¢y, rispettivamente, del secondo albero.

88.2 Regole grafiche e costruzione degli alberi etichettati
(k)

Ci proponiamo di rappresentare i coefficienti H, ,Ek) e hy” in termini di alberi. Questo vuol dire
che daremo delle regole per associare a ogni albero € un valore numerico Val(f) e scriveremo
(k) (k)
eh

1 coeflicienti Hy v~ come somme sugli alberi di tali valori numerici.
Come discusso nel §87.3] cercheremo soluzioni h e H della forma (87.8), con coefficienti
v - e hy’ dati ricorsivamente dalle . er v mentre ¢ determinato dalla .
HE ¢ h%) dati ricorsi dalle (87.28) per v # 0, aM ed inato dalla (87.30)

e, come anticipato, hék) ¢ scelto nullo per ogni k£ > 1 (ovviamente dovremmo poi verificare che
anche la (87.29) sia soddisfatta). Questo suggerisce di porre

H( o + wot, Jo) = u(Jo) + H (0o + wot, Jo)

e riscrivere le (87.8]) come

h(po +wot, Jo) = Y &b Y elreotwotip(k), (88.1a)
k=1 vezZ”
v#0
H(po +wot, Jo) = Y e > ewoteotl gb), (88.1b)
k=1 vez"
v#0
wu(Jo) = Zaku(k), (88.1c)
k=1

dove abbiamo usato che le funzioni h e H non contengono termini costanti nel loro sviluppo
di Fourier. Si noti che, con le notazioni (87.30]), si ha u(k) = H(gk).

Il primo passo é di associare a ogni nodo e ramo di un albero delle etichette, in accordo
con le regole che ora daremo.

Definizione 88.9 (ETICHETTE DEI NODI) Dato un albero 6, a ogni nodo v € V() associamo
le sequenti etichette:
1. il grado d,,, che indica il numero di nodi del sottoalbero che ha v come nodo privilegiato;
2. lordine ¢, € {0,1};
3. Uetichetta k,, che definisce [’ordine del sottoalbero 6,, data da
ky = Z Ou;
)

weV (0
w=v
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4. il modo v, € Z;

5. due etichette ¢} e (2, che assumono i valori simbolici h, H, .
Definiamo il grado d e l’ordine k di 0 ponendo d=d,, e k=ky,, dove vy & l'ultimo nodo di 6.

Definiamo inoltre gli insiemi
P,={weV(®):m(w)=ve(,=h}, Qu={weV(®) :n(w)=ve(,=Hnu},

e poniamo p, = |P,| e ¢, = |Qy]; quindi p, e g, indicano il numero di rami che entrano in v e
che escono da nodi w con etichetta (L = h e, rispettivamente, il numero di rami che entrano
in v e che escono da nodi w con etichetta ¢} € {H, u}. Infine poniamo m, := p, + gy.

Osservazione 88.10 Si noti che m,, non ¢ il grado del nodo v come definito a pag. 396/ (i.e. il
numero di rami incidenti con v), ma ¢ il numero di rami entranti in v. Allo stesso modo,
lordine k£ di un albero 8, secondo la definizione [88.9] non ¢é il numero di nodi di @, quindi
non coincide con la definizione data nel §87 Il motivo per cui stiamo cambiando definizione
di ordine é che, come vedremo, i coefficienti delle funzioni con ordine di Taylor k si
esprimono in termini di alberi cha hanno ordine k, indipendentemente dal numero dei loro
nodi, quindi & naturale definire ’ordine di un albero come somma degli ordini dei nodi.

Definizione 88.11 (ETICHETTE DEI RAMI) Dato un albero 0, a ogni ramo £ € L(0) associamo
le sequenti etichette:

1. il momento vy, definito come

vy = Z Uy, (88.2)

se v & il nodo da cui esce U (i.e. £ ={y);

2. due etichette Cel e Cg, che assumono 1 valori simbolici h, H, .

In accordo con il valore delle sue etichette, diremo che un ramo ¢ é di tipo Cel — ng- Le
etichette associate ai nodi e ai rami degli alberi non possono essere scelte in modo arbitrario.

Infatti, perché i coefficienti Hﬁk) e h(yh) siano rappresentabili in termini di alberi, dobbiamo
imporre che le etichette soddisfino delle relazioni di compatibilita, oltre alla (88.2)).

Definizione 88.12 (VINCOLI SULLE ETICHETTE) Dato un albero 0, sussistono i seguenti
vincoli sut valori che le etichette dei nodi e det rami possono assumere:
: 1 1, 2 2.
1. sel =14y, si ha (; =, e = (5,

2. sono possibili solo rami di tipo p < H, h < H, H < h e h < h (ovvero non esistono
rami di tipo p < h, H <« H, H < p, h < p e p < u);
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3. sely éditipoh<+ hoH<« h, si had,=1;

4. se by, =0, il ramo £, é di tipoh < H opu<+ H, p, =0 eq, > 2;

. sihal/g;«éoseC}:h,HeVg:Oste:,u.

Nel seguito chiameremo alberi etichettati gli alberi a cui siano state associate le etichette

dei nodi e dei rami, consistentemente con le definizioni e[88.11|e in modo tale da soddisfare
i vincoli della definizione [88.12]

Lemma 88.13 Per ogni nodo v si ha d, < 2k, — 1. In particolare se 8 & un albero di ordine
k che ha d nodi, si ha d < 2k — 1.

Dimostrazione. Si procede per induzione sul grado. Se d, = 1 si ha d, = 1 (come conseguenza
del vincolo |4] nella definizione e quindi k, = 1, cosi che d, =2k, — 1 =1. Se d, > 2,
si ha m, > 1. Siano v, ..., vy, 1 nodi che precedono immediatamente v, i.e. tali che 7(vy) =
... = 7(vpm,) = v. Per l'ipotesi induttiva si ha

My My
dy =1+ dy, ST+ (2ky, = 1) =142 (ky, + ...+ ky,, ) — My (88.3)
i=1 i=1
D’altra parte si ha
ky =08y 4k + ..o+ ko, (88.4)
cosi che, unendo le (88.3)) e (88.4), si ottiene
dy < 2ky — (26, +my — 1)

Se 0, = 1si ha 20, + my, —1 > m, +1 > 1; se invece J, = 0 si ha m, = ¢, > 2, che implica
20, +my —1>m, —1 > 1. Quindi in entrambi i casi si ha d, < 2k, — 1. [ |
Vogliamo ora associare dei valori numerici ai rami e dei tensori ai nodi degli alberi, in

funzione dei valori delle rispettive etichette.

Definizione 88.14 (PROPAGATORE) A ogni ramo £ con vy # 0 associamo un propagatore

1 1, sel ¢ ditipo h <+ H o ditipo H < h,
9627“7 Ry =

(iwo, vy R 2, sel ¢ ditipo h < h.

Se vy =0 (e quindi ¢ & di tipo p < H ), poniamo Ry =0 e gy = 1.
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Definizione 88.15 (OPERATORE DI UN RAMO) A ogni ramo { = (v',v), con v' = w(v), che
non sia il ramo della radice, associamo un operatore

((ivy, —iT(Jo) 1), se £ & di tipo h < h,
o a N . .
. <Wg’8Jv>7 se £ & di tipo h < H,
o <ﬁ’_i”v>7 se ¢ di tipo H < h,
8 d
<ﬁ7—(T(Jo))718J >, se £ & di tipo p <+ H,

dove la matrice invertibile T(Jy) & definita in (87.31). Al ramo della radice Ly = (r,vp)
assoctamo [’operatore

—iT(Jo) vy, se by & di tipo h < h,
0 , se £y & di tipo h < H,
Og — aJUO
0 —ily,, se by & di tipo H < h,
—(T(Jp))~* 0 , sely e ditipo < H.
0Jy,

Il significato delle derivate che compaiono nella definizione degli operatori associati ai rami
¢ il seguente. Associamo a ogni nodo v € V(6) una funzione

(88.5)
Ho(Jy), sed, =0,

e consideriamo la quantita

II o II 2] (88.6)

(e L(0) veV (6)

Dopo aver derivato rispetto alle variabili J,,, poniamo J, = Jy Yv € V(#). Nell’'operatore Oy
della definizione [88.15] le derivate 9/0.J, agiscono sulla funzione ®,, (.J,) associata al nodo v,
mentre le derivate 9/9.J,s agiscono sulla funzione ®,, ,(J,/) associata al nodo v’.

Osservazione 88.16 L’operatore Oy & uno scalare se £ # {y (i.e. se £ non ¢ il ramo della
radice), mentre ¢ un vettore se £ = £y. Quindi la (88.6) ¢ un vettore.

Definizione 88.17 (FATTORE DI UN NODO) Definiamo

—iT(Jp) v, se by & di tipo h + h,
se b, & di tipo h < H,
Wy, se by & di tipo H < h,
—i(T(JO))_12 se by & di tipo < H.
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A ogni nodo v associamo il fattore F,, dove

B U
D”U (Zl/v)pv waU(J()), S€ 5'0 = 1,
F, =
. aQU
DU (lVU)pU W%O(JQ), se (51] = 07
Si noti che F,, & un tensore con my, + 1 indici che variano nell’insieme {1,...,n}.

Lemma 88.18 Dato un albero etichettato 6, possiamo scrivere la (88.6) calcolata a J, = Jo
come un prodotto

II 7. (88.7)

veV(0)

dove gli indici dei tensori F,, vanno contratti in accordo con la definizione|88.19,

Dimostrazione. Segue direttamente dalla (88.6]) tenendo conto dell’espressione esplicita degli
operatori Oy dei rami £ € L(0). [ ]

Sia D(p, &, Jo) il dominio definito in (84.2). Poniamo

FE := max max Vg, J), max Ho(J)|}, 38.8
{(%J)ED(P@JO)‘ (2, J)] (<P,J)€D(p’5“]0)‘ ol NI} ( )

Introduciamo inoltre 3 tale che
B <IT (o)l < B
e poniamo

Bo := max{3, 1}, po :=min{p, 1}, & := min{¢, 1}. (88.9)

Si noti che [y ¢ finito per le ipotesi su Hy.

Lemma 88.19 Sia 6 un albero etichettato di ordine k. Si ha, per ogni & € (0,&o),

‘ H Fl < (ﬁOEn) H e_(§_§3)"’”|(mv+1)!.

veV(0) 3p0 veV(0)

Dimostrazione. 1l vettore (88.7) si ottiene contraendo gli indici dei tensori F,,. Se si tiene conto
della definzione di Oy si vede che ogni contrazione corrisponde a una somma su un indice che
varia da 1 a n (corrispondente a un prodotto scalare in R™). Poiché ¢’¢ una somma per ogni
ramo e un albero di ordine k£ ha al pit 2k — 1 rami (cfr. il lemma , possiamo stimare

‘ H Fﬂlgan H HFU”00>

VeV (6) VeV ()
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dove [|Fy|lo := max{(Fy)iy, ..imys1 : i1---s4my+1 = 1,...,n} indica il massimo dei moduli
degli elementi del tensore F,. Per ogni nodo v € V (), indicando al solito con d; ; il simbolo
di Kronecker (cfr. pag. |4]), si ha

Fylle, < Bolva P @0 (qy + 62 gp)lp~ @0 e el B
00 ¢,H)P

dove abbiamo usato la (84.4)) (e il fatto che ® < E) per stimare V,,(Jp) e il teorema di Cauchy
per stimare le derivate rispetto a J delle funzioni V,, e Hy in J = Jy (cfr. 'esercizio :

01 o1
ma ———V,(Jy)| < qlpTIE, ma ———Ho(Jp)| < ¢lpTE.
o0 |7 om0 < 48 0 M0 |gum g el S dip
q1+--+gn=q q1+-.-+gn=gq

Tenendo conto che

o | |Pe ¢l < pl §;pe§3|”v‘e_§|”v| < p! fgpe_(f_&*)‘”’}' (cfr. Pesercizio @,
® po+0czp+ a0 H =my+1,

o fqlka! < (k1 + k2)! per ogni ky, ke € IN (cfr. esercizio ,

o Y (otdentatien) < Y. (my+1) <4k (perilemmilss.ole[s8.13),
veV (6) VeV ()

possiamo stimare

v 5 —\4v 6 —C |V
TT 1wl (a4 b )t p~ 0 Pt el
veV(0)
< &% TT o + 0can)! (g + b¢z pp)te 78I
veV(0)
<& g™ TI (mo+1)teE &)
veV(0)

dove abbiamo usato che £3 e pg sono minori di 1 per ottenere il fattore &5 4kpa ik

Definizione 88.20 (VALORE DI UN ALBERO) Dato un albero etichettato 6, il vettore

1
Val(@) = < H WFv>( H g€>
veV(0) (EL(0)

Indichiamo con 7}, ¢ I'insieme di tutti gli alberi etichettati non equivalenti di ordine % tali
cheyyy =ve Cglo = (, se £y é il ramo della radice.

Osservazione 88.21 A causa dei vincoli della definizione [88.12] gli indici v e ¢ in 7, ¢ non
sono indipendenti: si ha v = 0 se e solo se ( = u (e di conseguenza v # 0 se e solo se ( = h, H).

definisce il valore di 0.
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88.3 Rappresentazione dei coefficienti in termini di alberi etichettati

Il seguente risultato fornisce il legame tra gli sviluppi perturbativi studiati nel e gli alberi
etichettati che abbiamo introdotto nel §88.2

Lemma 88.22 Supponiamo che la (87.29)) sia soddisfatta per ogni k > 1. Allora, per ogni
k>1 e per ogniv e Z"\ {0}, si ha

h = 3" vale),  HP = > vaie), P = 3" val(o). (88.10)

66’77(;71_/7}7‘ GEﬁ,V,H 967—1@,0,p

Dimostrazione. La dimostrazione si puo fare per induzione sull’ordine k.

e Se k = 11 coefficienti hl(,l), oV e pt) = Hél) sono dati dalle (87.21c)), (87.21b)) e (87.21a)),
rispettivamente. In base alle regole date, 7, i contiene solo I'albero 6y, costituito dal
nodo vy e dal ramo della radice £y che esce da vy, e le etichette del nodo vy sono v,,, = v,
6o = 1, ¢}y = H e (2 = h, cosi che il ramo della radice £y ¢ di tipo H < h ¢ il suo
momento ¢ vg, = v (cfr. la figura [19.6)).

H <+ h

1%

Re

0o =

Figura 19.6: Albero 6y in 71, 5.

Si ha quindi (cfr. la (87.21b)))
1

<iw0, I/>

= HW.

v

> Val(9) = Val(6y) = Fuyge, = (—iv) Vi
967—1,V,H

Analogamente 7; ,,;, contiene due alberi 61 e 6o, costituiti entrambi dal nodo vy e dal
ramo della radice ¢y, tali che v, = 14, = v. In entrambi gli alberi si ha §,, = 1e C&O = h,
mentre CEO =hinf e CSO = H in 609, cosi che il ramo della radice é di tipo h < h in 6,
e h < H in 6y (cfr. la figura(19.7)).

h<+<h h+ H

01

0o =

Re
Re

Figura 19.7: Alberi 61 e 63 in 71, 5.
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Di conseguenza si ha

1 1
Val(0,) = F, = — (T (Ji V,——, Val(6s) = F,, =0;V,—r,
a ( 1) 090 (Z ( 0) V) <in, IJ>2 a ( 2) 0900 J <ZLUO, V>
e, dal confronto con la (87.21d]), si deduce che
> Val(0) = Val(6s) + Val(62) = h{)).
067—1,1/,}1,

Infine 710, contiene un unico albero 3, costituito dal nodo vg, con etichette v,, = 0 e
dyo = 1, e dal ramo della radice ¢y, con momento vy, = 0, che & di tipo p < H (cfr. la

figura [19.8]).

w— H
0

03 =

S e

Figura 19.8: Albero 65 in 719, ,.

Pertanto si ha

> Val(0) = Val(0s) = Fuogs, = (T(Jo)) " 9,V = uV.
067—1,0#

e Consideriamo ora k > 1 e rappresentiamo graficamente i coefficienti ngk), h,(,k) e u(k) con
i simboli della figura Ricordiamo che u(k) = Ho(k), quindi puo essere utile talvolta

rappresentare, in maniera equivalente, u(k) con lo stesso simbolo usato per H£ ) , ma con

v =0 in tal caso (cfr. per esempio il punto successivo).
H k h k 1 k

1%

e @ W@ - @
Hy hy > 7 0

Figura 19.9: Rappresentazione grafica dei coefficienti Hﬁk), A e u),

e Possiamo rappresentare graficamente le (87.28]) e (87.30]) nel modo che ora illustreremo.
La (87.28a]) si puo rappresentare graficamente come nella figura|19.10; rappresentiamo il

membro di destra dell’equazione con un nodo vy da cui esce un ramo £y e in cui entrano
p + ¢ rami. Al nodo wvg sono associate le etichette d,, = 1 e v, = 1. I primi ¢ rami

(

rappresentano i coefficienti H,,Ifl), .. .,Hl(,];‘Z) , mentre gli ultimi p rami rappresentano i

() )

A h,
L1 Yp

coefficienti h , in accordo con le notazioni della figura [19.8 in particolare
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Figura 19.10: Rappresentazione grafica della (87.28al).

vi # 0Vi=1,...,p, mentre si puo avere v; = 0 per i = 1,...,q e, se questo accade,
interpreteremo Héki) = plki).
Associamo al ramo £y che esce dal nodo vy un’etichetta v, con il vincolo che v = vy +

vi+...+vg+vi+... 41, e diciamo che £ ¢ di tipo H < h per evidenziare, con H, che

si tratta di un contributo a un coefficiente Hl(,k) e, con h, che il contributo corrisponde

a un termine in cui si & derivata la funzione V rispetto all variabile ¢ (cfr. la (87.10Db])).
Se al nodo vy associamo anche un fattore

iy 1 qHﬁ

F'UO = W('LVO) aJpVVO, (8811)

e al ramo £y un propagatore .
<in, V> ’
siamo allora in grado di risalire dalla figura [19.10| alla (87.28a]) e viceversa. Ovviamente,
nella figura le somme sugli indici p,q e sugli indici di Taylor e di Fourier che
compaiono nella (87.28)) sono sottointese. Notiamo infine che se, nella figura non
imponiamo il vincolo che che i primi ¢ rami abbiano etichette H e gli ultimi p abbiano
etichette h, ma permettiamo a ciascuna delle m = p + ¢ linee che entrano in vy di avere
un’etichetta H o h, indifferentemente, purché il vincolo che ¢ etichette siano H e p siano
h, allora il fattore deve essere sostituito da un nuovo fattore

1 oP
_ ; q+1
Fuo = m! (iv0) 0.JP

per evitare di contare troppi contributi. Infatti il fattore combinatorio ¢ deve essere tale
che, moltiplicato per il numero di modi di scegliere p etichette H e ¢ = m — p etichette
h (tanti sono i termini che producono lo stesso contributo) produce 1/plq!, quindi

(m) 1 m! 1
c = — == c— = ——
% plq! plg!  plg!

o, = (88.12)

Voo, (88.13)
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da cui si ottiene ¢ = 1/ml.

e Analogamente possiamo rappresentare la (87.28b)) come illustrato nella figura |19.11} Si
hanno tre contributi diversi. Il primo corrisponde al termine

10 1
(iwo, v) 87" (iwo, V)

(Jo) HM = T(Jo) HF)

nella (87.28b)) e quindi puo essere rappresentato come H. 5’“), con 'unica differenza che il
fattore associato al nodo vy ¢

Fug = T (0) 1) ()" Vi,
invece della , e il propagatore associato al ramo £ &
1
9oy = W,

invece della . Per tener conto di queste differenze diremo che il ramo £y é di
tipo h < h invece che di tipo H < h: questo implica che si tratta di un contributo a
un coefficiente h,(,k), anziché a un coefficiente H, ,Ek) come nel caso precedente, e che tale
contributo corrisponde di nuovo a un termine in cui si deriva la funzione V rispetto alla
variabile ¢. I restanti contributi a h(yk) sono rappresentati graficamente dalla seconda
riga della figura [I9.11] Si ha d,, = 0 nel primo contributo e d,, = 1 nel secondo, e in
entrambi i contributi il ramo £y ¢ di tipo h < H, a indicare che si tratta di contributi
a un coefficiente hl(,k) che corrispondono a termini in cui si ¢ derivata la funzione Hg (se
dyo = 0) 0 V (se dy, = 1) rispetto alla variabile J. Nel caso d,, = 0 al nodo vy associamo
I’etichetta vy = 0 e il fattore

1 oprtl

FUO = Majp_,_lHO(JO),

mentre nel caso d,, = 1 al nodo vy associamo 'etichetta vy € Z™ e il fattore

1 . or+1

Fl}o = m(@VO)qWVVO .

Ovviamente, poiché usiamo il fattore combinatorio 1/m!, stiamo assumendo che, in tutti
i contributi, ogni ramo che entri in vy possa avere etichetta H o h, indifferentemente,
purché sia sempre soddisfatto il vincolo che p di esse siano H e ¢ siano h.

e Infine la (87.30) puo essere rappresentata graficamente come nella figura [19.120 11
propagatore associato al ramo ¢y ¢ g;, = 1, mentre il fattore associato al nodo vy ¢

Fog = o (@00 ) Mol
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Figura 19.11: Rappresentazione grafica della (87.28b)).

nel primo caso (quando d,, =0 e v,, =0) e

1 . or+1
Fvo = E(ZVO)(]WVVO

nel secondo caso (quando d,, = 1 e v, € Z"). In particolare si ha ¢ > 2 quando d,, = 0.

e Per 'ipotesi induttiva, per ogni k' < k, ciascun coefficiente H l(ﬁl), hl(]f,) e u(k/) che appare

nelle equazioni (87.28)) e (87.30]) é rappresentato come
nG) =S vag),  HY = S vaie), 4% =Y vale).

QEEI’V/,h QEEI,V/,H 967;’,0,;‘

Per ciascun coefficiente consideriamo un albero il cui valore contribuisce alla somma che

definisce tale coefficiente. In altre parole prendiamo un albero 61 € Ty, ., g il cui valore
contribuisce alla somma che da Hl(,]fl)

)

, un albero 02 € T, 1, g il cui valore contribuisce

N k . . . .
alla somma che da H, 1522 , € cosi via, fino a un albero 6,,, € 77%7,,1/]@ il cui valore contribuisce

a hl(,,p ) nei contributi con d,, = 1 e fino a un albero 6, € T, ,, g il cui valore contribuisce
P
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kq

Figura 19.12: Rappresentazione grafica della (87.30).

a h,(,]:q) nei contributi con d,, = 0 (si ha m = ¢+ p nel primo caso e m = ¢ nel secondo).
Ciascuno di tali alberi costituisce un sottoalbero che entra nel nodo vy di un albero 6
che ha ramo della radice ¢p. Quindi, in base alla definizione dei fattori di nodo F,, e dei
propagatori gy, nonché alle regole grafiche descritte precedentemente, si ha

mvo

1
Val(0) = —— Fu, g1, I val),

vo i=1

dove m,, = m. Per costruzione ogni albero # di ordine k si ottiene fissando un nodo vy
e “attaccando” al nodo vg un numero qualsiasi m di sottoalberi 01,...,60,, che abbiano
ordini ki, ..., km, con k1 + ...+ kp, + &y, = k: qui, e nel seguito, quando diciamo che
attacchiamo un albero al nodo vy intendiamo che 'albero ha la radice in vy e costituisce
quindi un sottoalbero di #. Quindi anche i coefficienti H,Ek), h,(,k) e p® di ordine k si
possono scrivere some somma su tutti gli alberi § contenuti negli insiemi 7y, g1, Ti . €

Tk,0,u, rispettivamente, dei valori Val(#) in accordo con la definizione [88.20

Questo completa la dimostrazione del lemma. [ |
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88.4 Condizione di compatibilita per la solubilita formale delle equazioni

11 lemmanon implica ancora che le serie , con i coeflicienti H,Ek), h,(,k) e u(k) espressi
come somme sugli alberi, forniscono una soluzione formale delle equazioni del moto, dal mo-
mento che a ogni ordine k£ dobbiamo richiedere che anche I’equazione sia soddisfatta,
mentre noi al momento stiamo ignorando tale equazione. In altre parole, sulla base dei ri-
sultati dimostrati finora, possiamo solo dire che le serie formali (88.1)) risolvono le equazioni
(87.28) e (87.30) per ogni k. Dobbiamo quindi dimostrare che i coefficienti trovati risolvono
automaticamente la per ogni k& € IN. B importante realizzare che anche la ([87.29)
ammette una rappresentazione grafica (cfr. la figura [19.13]).

Figura 19.13: Rappresentazione grafica della (87.29).

Confrontando la (87.29)) con la (87.28al) si vede che la rappresentazione grafica del membro
di destra della (87.29: ¢ analoga alla figura [19.10} con le seguenti differenze:

e l'etichetta v associata alla linea £y vale v = 0
e di conseguenza il corrispondente propagatore ¢ gy, = 1.
Espandendo i coefficienti ngg/), hl(j’f/) e M(k/), con k' < k, otteniamo che il membro di destra

della (87.29) puo essere espresso come somma su tutti gli alberi in 70 g dei corrispettivi
valori, cosi che possiamo riscrivere ’equazione (87.29)) in termini di alberi nella forma

> Val(d) =o. (88.14)

0€Tk,0,0H

Dimostrare che la (87.29) ¢ soddisfatta ¢ quindi equivalente a dimostrare che vale la (88.14)).
Dato un albero 6, se vy ¢ il suo ultimo nodo, definiamo

W@)={veV(@) :vy#0 Ve L(P(vo,v))}, (88.15)

dove P(vg, v) & il cammino che connette i nodi vg e v e L(P(vg, v)) & I'insieme dei rami contenuti
in P(vo,v) (cfr. pag. |396| per le notazioni).
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Osservazione 88.23 L’insieme dei nodi in W (#) e 'insieme dei rami che li uniscono costitui-
scono il grafo connesso massimale contenente vy e tale che i suoi rami abbiano tutti momento
diverso da zero. Il ramo uscente da vy (ramo della radice) puod avere momento nullo; tutti i
rami ¢ € L(6) che entrano in un nodo di W (), se esistono, sono tali che vy = 0.

Osservazione 88.24 Si ha

ZVU—O <= Z v, =0,

veV(0) veEW (0)

poiché tutti i rami (7w (w),w) con m(w) € W(0) e w ¢ W(6) hanno momento nullo.

Per ogni nodo v € V(#) indichiamo con G, il gruppo delle permutazioni dei sottoalberi che
entrano nel nodo v e con G, (0) l'insieme degli alberi non equivalenti ottenuti da 6 attraverso
loperazione G,. Sia G(6) I'insieme di tutti gli alberi non equivalenti ottenuti applicando G, a
tutti i nodi v € W(6).

Definizione 88.25 (FAMIGLIA DI UN ALBERO) Per ogni albero 0 € Tionu consideriamo
Vinsieme F(0) costituito dagli alberi @' ottenuti da 0 attraverso le sequenti operaziomni:

1. stacchiamo il ramo della radice o dal nodo vy e lo riattacchiamo a un qualsiasi altro

nodo v € W(0) tale che §, = 1;
2. applichiamo G, a ogni nodo v € W(6);
Chiamiamo F(6) la famiglia dell’albero 6.

Come effetto dell’operazione [T poiché vogliamo che l'oggetto che si ottiene spostando il
ramo della radice sia ancora un albero, dobbiamo necessariamente cambiare 1’orientazione di
tutte i rami ¢ lungo il cammino P(vg, v), in modo tale che la freccia corrispondente punti verso
la radice e quindi verso il nuovo nodo privilegiato v. In ¢, il ramo ¢ puo diventare un ramo ¢
di tipo diverso: infatti un ramo di tipo h <+ H diventa di tipo H < h e viceversa. Al contrario
un ramo di tipo h < h rimane di tipo h < h. Un ramo ¢ € P(vg,v) non puo essere di tipo
w < H perché vy # 0 per costruzione (cfr. la definizione di W (#) in e la costruzione
della famiglia dell’albero ). A causa del cambiamento della freccia, cambia anche il momento
vy del ramo ¢. In realta il momento cambia semplicemente segno, come mostra il seguente
argomento. Dato un ramo ¢, sia v il nodo da cui ¢ esce (cosi che ¢ = ¢,)). Poniamo

Wa(0)={weW@®) :w=v},  WI0)=W(@®)\W,(®).
Poiché 0 € Ty 0.1, e quindi vy, = 0, se £y ¢ il ramo della radice, si ha (per 'osservazione
Y =0 = ot Y uw_o
weW (6) weWL(0) weW2(6
Se ¢ € P(vg,v), in 0 si ha
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Vg = E Uy = E V),

w=<w weW(0)
mentre in 6’ il momento vy del ramo ¢ ottenuto da ¢ cambiandone 1’orientazione diventa

Ve = § Vw = — E Vw = —Vg

weW2(0) weWwl ()
e quindi cambia segno rispetto a vy.

Lemma 88.26 Dato 0 € Ty 0., per ogni £ € L(0) il prodotto Oy gy € invariante all’interno
della famiglia F(0).

Dimostrazione. Sia ' € F(0). Dobbiamo studiare 'effetto dello spostamento del ramo della
radice. Sia v il nodo di 6 a cui & stata riattaccato il ramo della radice per ottenere ’albero
¢'. Dobbiamo dimostrare che per ogni ramo ¢ € L(6) il prodotto Oy g non cambia passando
dall’albero 6 all’albero 6. Se £ ¢ P(vg,v) questo & ovvio, dal momento che sia Oy che g; non
cambiano. Se invece ¢ € P(vp,v), se abbiamo ¢ = (v/,v) in 6, indichiamo con ¢ = (v,v’) la
linea in 6" ottenuta cambiando 'orientazione di £. Dalla definizione di propagatore e
dalla definizione di operatore di un ramo si vede che

e Op =—0pegp=—gpseleédtipo H < h (e, di conseguenza, ¢ & di tipo h < H);
e Op=—0pegy=—gpseleditipoh <+« H (e, di conseguenza, ¢’ & di tipo H < h);
e Op =0y e gy =gpsel (e quindi anche ¢') & di tipo h + h.

Ne segue che Oy gy = Op g per ogni linea £. Da questo segue ’asserto. [

Dal lemma [88.26[ concludiamo che, se scriviamo

( H F”)( H gf) = —ivy A(0), A(0) = g, H Oy,

veV (8) teL(6) teL()\{to}
si ha
( 11 Fv>< 11 gg) = —iv, A(0) = —iv, A6). (88.16)
VeV (0') veL(6")
poiché A(0") = A(0) VO’ € F(0).
Osservazione 88.27 Ovviamente dalla (88.16) non possiamo dedurre Val(§’) = Val(f), a
causa dei diversi fattori combinatori 1/m,! che compaiono nella definizione di Val(#). Tuttavia

se potessimo trascurare i fattori combinatori, sommando i valori di tutti gli alberi ottenuti
attaccando il ramo della radice a tutti i nodi v € W (#) con d,, = 1, otterremmo

> (i A0) = —A(0) > v, =0,
vEW (0) vEW (0)

ovvero la somma dei valori degli alberi in 7 o g sarebbe zero.
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L’argomento dato nell’osservazione[88.27] in realta, non puo essere utilizzato per dimostrare
la , almeno — come vedremo — non senza ulteriori considerazioni, non solo perché stiamo
trascurando i fattori combinatori, ma anche perché non stiamo tenendo conto se gli alberi che
otteniamo staccando e riattacando il ramo dela radice sono equivalenti o no.

Si consideri per esempio 'albero 0 della figura e si assuma (per semplicitd) che tutti
i rami siano di tipo h < h e quindi tutti i nodi w € V(@) abbiano §,, = 1. Supponiamo
che 1 modi siano come indicato nella figura: le foglie hanno tuttte e tre modo vy, tale che
Vo + 3v1 = 0, cosi che si abbia 6 € Ty p.

U1 U2

121 V1
0 o Vg o v1 Vo
0 141 V1 )

U3 U3

121 V1

Figura 19.14: L’albero ¢’ ¢ ottenuto da 6 attaccando il ramo della radice a uno degli altri nodi.

Consideriamo ora gli alberi ottenuti staccando il ramo della radice ¢y da vy e riattaccandolo
a uno degli altri nodi, per esempio a v;. Indipendentemente dal nodo a cui ¢y é riattaccato
si ottiene sempre 'albero ¢’ della figura si ricordi infatti che per stabilire se due alberi
sono equivalenti o no, dobbiamo ignorare gli indici v; ed ¢;, e guardare solo alle altre etichette
associate ai nodi e ai rami (cfr. 'osservazione . 11 fattore combinatorio associato al nodo
vy ¢ 1/3!'in 0 (poiché my, = 3 in ) ed ¢ 1/2! in 0" (poiché m,, = 2 in #"). Quindi, mentre i
fattori combinatori degli altri nodi sono tutti 1 in entrambi gli alberi, i fattori combinatori del
nodo vg sono invece diversi.

Quando andiamo ad applicare gli operatori G,,, w € V(#), non otteniamo altri contributi,
dal momento che i sottoalberi che entrano nel nodo vy sono (per costruzione) equivalenti tra
loro. Lo stesso accade in #’. Notiamo tuttavia che 6’ si puod ottenere in tre modi a partire da
0, a seconda del nodo a cui andiamo a riattaccare il ramo della radice. Possiamo ugualmente
sommare i tre contributi ottenuti attaccando il ramo della radice ai nodi vi, vy e v3, pero,
per evitare di contare lo stesso albero tre volte, dobbiamo dividere i corrispondenti valori per
3. In altre parole, invece di sommare a Val(f) soltanto Val(#') con un fattore combinatorio
1/2!, possiamo sommare tre contributi uguali a Val(#’), ciascuno con un fattore combinatorio
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1/(3-2!) =1/3!, in modo tale che si ottiene

S Val(9) = o (iv) A(D) + = (i) A(9)

3! 2!
0’eF(6)
1. 1 1 1
= 57(10)AW0) + 5 (i) A(0) + 53 (1) A(0) + 5 (iv1) A(0)
1 .
= gA(Q) Z LWy = [)7

veV ()

che mostra che, tenendo conto in modo corretto dei fattori combinatori, si trova la cancellazione
discussa nell’osservazione [88.27], almeno per gli alberi che abbiamo considerato.

Prima di discutere il caso generale, vediamo un altro esempio, per meglio capire il mec-
canismo della cancellazione. Si consideri ’albero 6 della figura in cui il nodo vy ha lo
stesso modo vy di ve e le foglie hanno entrambe modo vs.

U3

vy

Figura 19.15: L’albero € considerato nel testo.

Di nuovo, per semplicita, si assuma che tutti i rami siano di tipo h < h, che tutti i nodi
w € V() abbiano di conseguenza d,, = 1 e che 2vg+v142v5 = 0, cosi che 0 € T5 5. Staccando
il ramo della radice £y e riattaccandolo ai nodi vy, v9, v3 € vy si ottengono gli alberi 61, 02, 03
e 04 della figura[19.16] rispettivamente. Notiamo che il fattore combinatorio associato al nodo
vo € 1/2!'in 0 ed ¢ 1 negli altri alberi, il fattore combinatorio di v; & 1/2! in 6; ed & 1 negli
altri alberi, il fattore combinatorio di v ¢ 1/2! in 09 ed ¢ 1 negli altri alberi; gli altri fattori
combinatori sono tutti 1, indipendentemente dall’albero.

Adesso aggiungiamo agli alberi della figura[I9.16] anche gli alberi che si ottengono a partire
da essi attraverso le operazioni G,, applicate ai loro nodi. Gli unici nodi w per i quali I'ope-
razione non € banale sono quelli con m,, = 2: permutando i rami che entrano nel nodo vy in
0 si ottiene 'albero 05 e, analogamente, permutando i rami che entrano nel nodo ve in 6y si
ottiene l’albero 6g (cfr. la figura , mentre, se permutiamo i rami che entrano il nodo v
in A1 non otteniamo nuovi alberi, poiché i sottoalberi che entrano in v{ sono equivalenti tra
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U3

Figura 19.16: Gli alberi 61, 05, 03 e 04 considerati nel testo.

loro. Si noti che in realta 05 e 6g sono equivalenti, rispettivamente, a 62 e 6; analogamente
sono equivalenti tra loro gli alberi 03 e 04.

In conclusione F(6) = {0, 61,02,05}. Abbiamo quindi

> Val(d) = Val(6) + Val(61) + Val(6;) + Val(6s)

0'cF(0)
— %(im)A(@) + %(im)A(@) + %(iuo)_A(G) + (ivn) A(6)
= L)) + (11 A) + 1 (90)A) + 5 (92)A0) + 1 (02)A®)
= A0 Y =0,
veV(0)

dove abbiamo tenuto conto che non dobbiamo contare 4, 05 e 0g perché equivalenti a 03, 05 e
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Vg

2
Figura 19.17: Gli alberi 05 e g considerati nel testo.

0, rispettivamente, e abbiamo contato due volte 'albero 63 dove averne modificato il fattore
combinatorio da 1 a 1/2!. In conclusione, possiamo associare lo stesso fattore combinatorio a
ogni albero, ma, per far questo, dobbiamo contare alcuni alberi piu volte, altrimenti si perdono
alcuni contributi (in questo caso parte del valore di 63).

Vogliamo ora mostrare che I’argomento si puo estendere a qualsiasi albero, cosi da ottenere
la e poter quindi enunciare il seguente risultato.

Lemma 88.28 | Si assuma che i coefficienti ngk), h,(,k) e 1'®) siano definiti in accordo con il

lemma|88.29. Allora la (87.29) ¢é verificata per ogni k € IN.

Dimostrazione. Per dimostrare la (87.29)), ovvero la (88.14), mostriamo che gli addendi che
compaiono nella somma (88.14]) possono essere raccolti nelle famiglie introdotte nella defini-
zione [88.25] e che i valori degli alberi all’interno di ogni famiglia sommano a zero. Riscriviamo

la somma in (88.14]) come
1

0€Tk 0,0 0€Tk 0,0 0'eF(9)

dove abbiamo introdotto il fattore 1/|F(#)| per evitare di contare lo stesso contributo |F(6)]
volte; infatti se 8’ € F(0) si ha 60 € F(¢').
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La (88.14)) sara allora dimostrata se dimostrare che per ogni 6 € Ti o g si ha

> Val@) = 0. (88.18)
0’ F(6)

A ogni nodo v € W(#) possiamo associare un fattore combinatorio nel modo seguente.
Immaginiamo di staccare il ramo della radice di € e riattaccarlo al nodo v. Sia 6(v) 'albero
che si ottiene in questo modo. Ci sono m, sottoalberi che entrano in v. Alcuni di essi
sono equivalenti tra loro: ci saranno 7, sottoalberi 0, 1,...,60,,, non equivalenti tali che s, 1
sottoalberi entranti in v sono equivalenti a 6, 1, 5,2 sottoalberi entranti in v sono equivalenti
a 0,2, e cosl via; per costruzione si ha r, < my e 541+ ... + Sy, = My

Associamo al nodo v il fattore combinatorio

1
Oy 1= . (88.19)

Sp,1l8u2!l Sy !

Il fattore o, assume lo stesso valore per ogni albero 6’ € F(8), poiché & determinato dall’albero
0(v), indipendentemente dall’albero 6 da cui siamo partiti.

Per esempio, con riferimento alle figure [19.15] e [19.16] — per seguire argomento sotto puo
anche essere utile vedere cosa succede nel caso della figura [19.14] (cfr. 'esercizio [73|) —, si ha,
per ogni albero ivi rappresentato,

= a = 17
perché, per calcolare i coefficienti o, dobbiamo utilizzare, in base alla definizione data, 6 per
vg, 01 per v, 02 per v, O3 per v3 e 04 per vy.

Consideriamo ora la somma in (88.18)) e riscriviamola

Z Val(f') = > (in)A Z I —— (88.20)

0'eF(0 veEW (0) G’EG(O(U)) weV (6") M
dove

e l’indice * nella sommatoria esprime il vincolo che nella somma vanno considerati solo gli
alberi non equivalenti;

e abbiamo scritto m,, = m,,(0(v)) per sottolineare il fatto che i fattori combinatori dipen-
dono dall’albero 6(v), cosi che, se escludiamo il ramo della radice, tutti i rami adiacenti a
w = v sono entranti (il ramo uscente da v ¢ il ramo della radice), mentre per ogni w # v
uno dei rami adiacenti a w é un ramo uscente; per esempio, facendo sempre riferimento

alla figura [19.16| si ha m,, = 2 in 6 e m,, = 1 negli altri alberi, poiché 6(vg) = 6.
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Possiamo riordinare le somme in |i nel modo seguente:

1
O | e TRl | D SR et (88.21)

0'eG(6(v)) UEV(G’ weV(0) 0/€Gy(0(v))

dal momento ogni operazione G,, non altera i fattori combinatori dei nodi w’ # w. L’indice
esprime di nuovo il vincolo che dobbiamo considerare solo alberi non equivalenti, quindi, per
ogni nodo w, ogni qual volta l'operazione G,, produce un albero equivalente a un albero che
abbiamo gia ottenuto applicando G, a un nodo w’ gia considerato nel prodotto, dobbiamo
scartare tale albero. Ora, se da una parte si ha

1
2 N0 I

0'€Gy(0(v)) m

dall’altra, in generale, non possiamo scrivere una relazione dello stesso tipo per i fattori in
che corrispondono ai nodi w # v. Infatti, se w # v, il numero dei rami entranti in
w non ¢ dato da my,(#(w)), dal momento che uno degli m(f(w)) rami adiacenti a w ¢ un
ramo uscente; in altre parole si ha m,,(6(v)) = m(6(w)) — 1. Nell’albero #(w) il ramo uscente
ha orientazione opposta rispetto all’albero #(v) ed ¢ il ramo della radice di un sottoalbero
0’; tale sottoalbero & equivalente a uno dei sottoalberi di #(w) (non equivalenti tra loro) che
entrano in w. Con le notazioni introdotte dopo la , indichiamo con 01, ..., 04, tali
sottoalberi, e con Sy 1, ..., Sy2 il loro numero. Supponiamo che si abbia §' = 6,,1; questo &
sempre possibile a meno di un riordinamento degli indici. Per ogni w # v, si ha

5 1 1
my(0(v))! (Sw1— Dlswal. . Swry!’

0'€Gw(0(v))
poiché in #(v) ci sono solo s,,1 — 1 sottoalberi equivalenti a 6, che entrano in w.

A questo punto ¢ importante osservare che, proprio perché ci sono s, 1 alberi equivalenti
a 6,1 che entrano in w in #(w), se attacchiamo il ramo della radice non al nodo v ma al nodo
omologo del nodo v in ciascuno di tali sottoallberi, otteniamo s,,; alberi equivalenti a §’. Di
conseguenza, poiché la somma in é solo sugli alberi non equivalenti, tali contributi
vanno contati una volta sola o, equivalentemente, se li contiamo tutti dobbiamo dividere per
Sw,1. In pratica, ¢ pitt comodo contarli tutti. Questo, infatti, comporta un duplice vantaggio:
primo, se non facessimo cosi di fatto non potremmo attaccare il ramo delle radice al alcuni
nodi perché cosi verremmo a sommare su alberi equivalenti tra loro; secondo, contando tutti
gli alberi, il fattore combinatorio corrispondente al nodo w diventa, invece di ,

1 1 1
= = O-’LU'

Swi (w1 — Dlswal. . Swry!  Swilswa!. .. Swr,!

Ne concludiamo che, come conseguenza del vincolo espresso da *, la (88.21]) da

> 10 —3(9) = I ow (88.22)

0'€G(0(v)) wEV(6) s weV (0)
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e quindi non dipende da 6. Per esempio, nel caso della figura [19.16| si ha B(0) = 1/2! (cfr. la
discussione a pag. [419)). Usando le (88.21]) e (88.22)), la (88.20) diventa

S OValle) = 3T () A@)BO) = AOBO) Y (in) =0,

0'eF(6) vEW () vEW ()

che, inserita nella (88.17)), implica 1’asserto. [ |

Osservazione 88.29 Il significato del lemma ¢ il seguente. Abbiamo visto che trovare
una serie formale (87.8) che risolva le equazioni ¢ equivalente a risolvere le ,
(87.29) e (87.30) a tutti gli ordini. Se ci disinteressiamo della riusciamo a trovare
una soluzione delle restanti equazioni della forma , con la funzione A a media nulla. In
principio tale serie non risolve le equazioni , neppure ordine per ordine, poiché non é detto
che la sia soddisfatta. A questo punto, dal momento che non disponiamo di parametri
liberi utili (I'unico parametro che abbiamo ¢ appunto la media di A, ma la abbiamo potuta
scegliere arbitrariamente uguale a zero proprio perché il suo valore ¢ irrilevante), affinché la
funzione trovata sia una soluzione del sistema completo di equazioni, occorre che sia
soddisfatta automaticamente. In altre parole deve essere un’identita. Il lemma [88.28 mostra
che questo é cio che accade.

Lemma 88.30 Le serie di potenze formali (88.1)), con i coefficienti dati dalle (88.10)), risolvono
le equazioni (87.28), (87.29) e (87.30) a tutti gli ordini.

Dimostrazione. 1l lemma |88.22) mostra che i coefficienti (88.10)) risolvono le equazioni (87.28])
e (87.30) a tutti gli ordini. Il lemma [88.28| assicura che le (87.29) sono anch’esse verificate per

ogni k € IN. Da qui segue 'asserto. [ |

88.5 Problema dei piccoli divisori

Il lemma [88.19] fornisce una stima sul prodotto dei fattori associati ai nodi. Per poter stimare
il valore di un albero, dobbiamo anche trovare una stima sul prodotto dei propagatori.

Lemma 88.31 Sia 6 un albero etichettato di ordine k. Per ogni £ € (0,&) si ha
) 1\ 227+ Dk
( 11 |ger) ( IT '”v) <ci(y) e,
LeL(0) veV ()
per un’opportuna costante Cy.

Dimostrazione. Per ogni ramo ¢ € L(0) tale che vy # 0, se v ¢ il nodo da cui £ esce, si ha

lve| < Z lvw| < Z V!,

w=v wevV (0)
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cosi che, per ogni £ > 0, possiamo scrivere
2k
el /2% < ¢ ¢l
H ¢ exp (5 D Inl) | =exp(¢ Z wl | = IJ e
LeL(0 veV(9) veV (0 veV ()

Usando la condizione diofantea (84.20)) e indicando con M := [27] la parte intera superiore di
27 (i.e. il pitt piccolo intero non minore di 27) si ha (cfr. esercizio [6))

7\ e 27 M ! M
9 < 17 ! e <‘W’ ) < ™ T M @’f) o€ wel/2k.
wo, V) | v vy ~ ~y

purché si abbia ¢ > 0. Possiamo allora stimare

2%k
M! 2K\ M ) 1\ 2Mk
| | |g¢| < (72 (€,> ) | | eflvel/2k < ok <§’> E12M H &l

teL(0) teL(0) veV (0

dove abbiamo definito
M om M! 2
CO = <2 (§] 2)
~
e usato il fatto che k¥ < eFk! (cfr. lesercizio . Poiché M < 27 + 1 segue 'asserto. [ ]

Lemma 88.32 Per ogni albero 6 € Ty, ¢, dove ( =h,H sev#0e(=pusev =0, si ha

8 2(27+43) ﬁQEQ QC
100 < CFp122r+1) —3€|vu|/4 = [ — om0
[Val(9)| < C} elvi(e)e I T P

dove le costanti E e By sono definite in (88.9), mentre la costante Cy & come nel lemma|88.31]

Dimostrazione. Dal lemma [R8.19 e dal lemma [R8.3T] otteniamo

2(27+1)k
Val(0)| < <5°2E2”> 22kck<1/> e |
$300 ¢ VeV (9)

dove abbiamo usato che (m, + 1)! < 2™m,! < 2 per ogni m, € N, cosi che

H (mv+1)!§ H gme < 92k

My!
veV(0) veV(0)

per il lemma m Scegliendo &5 = &' = 3&)/8 segue asserto. [ |
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Il lemma |88.32| mostra che i coefficienti H,Ek), h,(,k) e ,u(k) possono essere scritti come “somme
sugli alberi”. Poiché il lemmal88.32|fornisce una stima sui valori degli alberi, possiamo utilizzare
tale stima per effettuare la somma sugli alberi contenuti negli insiemi 7y, ¢.

Ovviamente, per ogni k£ > 2, il numero di alberi in 7, ¢ ¢ infinito a causa dei modi di
Fourier: per ogni nodo v con §, = 1 si ha v, € Z"™ e quindi dobbiamo sommare su tutti i
possibili valori di v, v € V(#), tale che la loro somma ZUEV(G) v, sia uguale a v. Al contrario
la somma sugli altri indici & su un insieme finito. Questo suggerisce di riscrivere la somma
sugli alberi nel modo seguente. Sia 77& I'insieme degli alberi etichettati che differisce da 7, ¢
perché ai nodi sono associate tutte le etichette tranne quelle dei modi e, di conseguenza, ai
rami non sono associati i momenti. Possiamo allora scrivere

> Val(f) = > > Val(0"; {vbuev o) (88.23)

0€Tk,v.¢ 0= €T {Avvtvevy (%)
dove Vi (6%) :={v € V(0") : 6 = 1} e (0"; {vw }oevy (o+)) € lalbero in Ty, ¢ ottenuto da 6* € Ty’
assegnando i modi v, ai nodi v € V;(6*).

Lemma 88.33 Il numero di alberi in 7;*4 ¢ stimato da C% per un’opportuna costante Cs.

Dimostrazione. Un albero 6* € 77{*4 ha al pitn 2k nodi (per il lemma [88.13). Ogni nodo

v € V(6*) ha un’etichetta §, che pud assumere due valori e due etichette ¢, e (2 tali che
(¢}, ¢2) puo assumere 3 valori (cfr. le definizioni [88.11]e[88.12). Assegnate tali etichette, tutte

le altre, comprese quelle dei rami, sono determinate in modo univoco. Quindi il numero di modi
di assegnare le etichette a un albero non etichettato si puo stimare con (2 - 3)2*. Ovviamente
stiamo ignorando alcuni vincoli che legano le etichette &, alle etichette ¢} e (2. D’altra parte
il numero di alberi non etichettati con 2k nodi si puod stimare con 2% = 425 per il lemma
W. Ne concludiamo che il numero di alberi in 7;6*’4 ¢ stimato da 24%F, da cui segue 'asserto

con Cy = 242. [ ]

Lemma 88.34 Per ogni k > 1 si ha

ST |Val(6)] < CleSH/2p20r ),
0€Thn ¢

per un’opportuna costante Cs.

Dimostrazione. In (88.23) si ha
S Val@ (e < CF TT DD e ¥ < chche e,

{V'U}'UEVI(G*) vGVl(G) vy EZLT

Cr= Y et

veZ"

dove abbiamo definito
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Quindi dal lemma [88:33] si ottiene
Soovalg) < > DT |Vallt {vhewsov)| < CFCECEe S/,

967—];},1/,( 0* 67—,:@ {V'U}Uevl (9*)
cosi che, se poniamo C3 = C1C2Cy (con C; e Cy definite come nel lemma [88.32] e nel lemma
88.33| rispettivamente), segue ’asserto. [

Osservazione 88.35 Il lemma [88.30] integrato dalle stime del lemma mostra che le
funzioni h¥) (¢, Jo) e H®) (1), Jo) in sono analitiche in un dominio D(£/2, p, Jo) per ogni
k > 1. Tuttavia la dipendenza da k della stima non ¢ tale da garantire la sommabilita della
serie perturbativa.

Osservazione 88.36 Dal momento che il lemma [88.34] fornisce solo una stima del valore
dell’albero, si potrebbe pensare che la stima sia pessimistica e che in realta, attraverso
un’analisi pitl attenta, sia migliorabile. Al contrario, anche se ’esponente del fattoriale non
¢ sicuramente ottimale, non ¢ difficile esibire alberi di ordine & il cui valore abbia realmente
una dipendenza da k tale da impedire la sommabilita. Si consideri per esempio 'albero “a
pettine” della figura costituito da k = 2p + 1 nodi, di cui i p nodi in basso hanno modo
1y e 1 p nodi in alto hanno modo —ry, tranne 'ultimo che ha modo v.

R N

—1 —1 1%

IZ0) %0} 1240 1240 1240

Figura 19.18: Albero 0 di ordine k il cui valore & proporzionale a k!.

Si assuma che tutte i rami siano di tipo h < h. Supponiamo anche che v sia tale che (wp, V) ~
~v/|v|7, i.e tale che (wp, V) sia positivo e maggiore di v/|v|™, consistentemente con la condizione
diofantea, ma molto vicino al valore C1y/|v|™ per qualche costante C; (cfr. I'esercizio [74). Si
scelga invece vg tale che | (wo,vp) | sia molto piu piccolo di | (wp,v) |. Si ha quindi

Val(8) = —iT(Jo) v (—ivo,iT(Jo) o)’ (—ivo, —iT(Jo) vo)? (—ive, —iT(Jo) v)

1 p 1 P 1 p+1
<2!Vu0> (VVO)pVV((iwo,V0>2> <(iwg,u>2> , (88.24)

dove abbiamo tenuto conto che i p rami che escono dalle foglie con modo 1y hanno momento
v, mentre tutti gli altri rami hanno momento v. Possiamo quindi stimare

P 27 \ p+1
[Val(§)| < 27PB%TL 327 || 7|y | <e§|'/o)p<e§l’o|>pe§|l/|( 1 >|2) (‘V‘ ) .

| {wo, 10 Cir?




88. RAPPRESENTAZIONE GRAFICA DELLA SERIE DI LINDSTEDT 427

Se definiamo

Ky = |vol* o2l g
| {wo, vo) 2

2719262 K,
Chy?

abbiamo quindi

[Val(8)] < v @K p*PetM,

Inoltre, per opportune scelte delle funzioni Hy e V' e dei vettori w, v e vy, il valore di 6 puo
essere reso molto vicino alla sua stima (cfr. 'esercizio [74)), cosi che si trova

AGH P ATE PR e < |Val(9)] < Ag|v|*H AR || PRe IV (88.25)

per opportune costanti positive Ay e A;. La stima dal basso in (88.25)) non ¢ sommabile su k.
Infatti, per ogni v che soddisfi la (88.25)), si puo trovare k& € IN tale che (cfr. esercizio

[Val(9)| > klAG AR (2/€)¥ ke =8M/2) (88.26)

per un’opportuna costante As. Abbiamo quindi trovato alberi di ordine k i cui i valori crescono
almeno come k!, cosi che, se stimiamo singolarmente in valore assoluto i valori degli alberi per
ottenere una stima dei coefficienti di Taylor-Fourier, otteniamo una serie divergente.

I risultati trovati finora dimostrano la risolubilita formale delle equazioni del moto ,
ma non l'esistenza di una soluzione quasiperiodica. Per dimostrare la convergenza delle serie
perturbative dovremo far vedere che, nonostante la stima dei valori dei singoli alberi produca
dei fattoriali, si hanno tuttavia cancellazioni tra i vari valori, tali che la somma di tutti i valori
produca un contributo sommabile. Per far questo, sara necessaria un’analisi pit delicata, come
mostreremo nel prossimo capitolo.

Nota bibliografica Nel presente capitolo abbiamo seguito |[Gallavotti-2] per il La di-
scussione delle serie di Lindstedt e della loro rappresentazione grafica in termini di alberi (cfr. i
paragrafi e ¢ invece inspirata a [Gentile & Mastropietro].

Per un’introduzione alla teoria dei grafi si veda, per esempio, [Harary& Palmer] o
[Bollobas|. Per definizioni e proprieta delle frazioni continue (cfr. gli esercizi si veda
[Hardy & Wright|, [Khinéin] o [Schmidt].

Per un approfondimento sui sistemi integrabili, nell’ambito della meccanica classica, si puo
vedere, per esempio, [Babelon et al]. Per una (possibile) dimostrazione del teorema KAM
rimandiamo al capitolo successivo; un’esposizione esauriente della storia del teorema KAM e
della sua connessione con i lavori precedenti e con il contesto storico, senza insistere troppo
sugli aspetti matematici, si puo trovare in [Dumas].
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Esercizi

Esercizio 1 Si dimostri la stima (84.4). [Soluzione. Si consideri prima il caso n = 1. Sia f(¢) una
funzione periodica in ¢ di periodo 27 e analitica nella striscia X¢ := {p € C: Rp € T, [Sp| < &}
Sviluppiamo la funzione in serie di Fourier:

FO) =Y f  fom g [ dee ().
VvEZ -7

Dato v € Z\{0}, poniamo o(v) := v/|v|. Siay(v) il contorno nel piano complesso che ha come frontiera
il segmento 9 = [—m, 7] lungo asse reale, il segmento v1 = {¢ € C, Ry € [—7,7],Jp = —o(V){} e i
due segmenti verticali 72 e 73 che uniscono gli estremi di g e ;. Assumiamo che v sia orientato in

maniera che il segmento 7y sia percorso da —m a 7 e gli altri segmenti in maniera consistente (cfr. la
figura |19.19). Poiché la funzione f & analitica in ¥¢ si ha (cfr. 'esercizio |27 del capitolo

fjwnmwwzo
4

§ m

72 3

- Y0 @
Figura 19.19: Contorno d’integrazione «y nel caso in cui sia o(v) < 0.
D’altra parte
ﬁf(w)e‘i”“’ dp = L flp)e e dw+L flp)e e dw—L flp)e ™? dp —/ Flp)e ™2 dyp
0 3 !

fle)e ™% dp— [ flp)e ™ dep,
Yo Y1

avendo usato che gli integrali lungo ~» e lungo 3 sono uguali per la periodicita di f. Si ottiene quindi

T

flp)ye™dp= | flp)e ™ dp= [ flp)e ™ dp= [ flp+io(v)§)e ¥eVidy,
- Yo

71 -7

da cui segue che
™

1
< —e IV Ndgp < e~ .
[l < 5 e  Jnax [F(@D)]dp < e max [£(9)]

Se f = f(¢1,---,9n) dipende da n variabili, & periodica in ciascuna di esse di periodo 27 ed ¢ analitica
nell’insieme ¢ := {(¢1,...,0n) € C" : Ry, € T, [Sp;| <&, i=1,...,n}, si ragiona in modo analogo
integrando una variabile alla volta. Si trova

|fl/| Seig‘yl""eiﬂunl max |f(901a"~790n)‘7
[S@1],IS @n|<E

da cui segue I’asserto notando che || + ...+ |vn| > |v|.]
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Esercizio 2 Si scriva la perturbazione nell’hamiltoniana (84.5) in variabili azione-angolo.

Esercizio 3 Sia I la matrice in (84.9). Si dimostri la (84.10)).

Esercizio 4 Dato x = (z1,...,2,) € R", sia |z| la norma euclidea di z, i.e. |z|> = 2% + ... +22. Si
definisca |z|y = |z1| + ... + \xn| Si dunostrl che |z]; ¢ una norma e che si ha |z| < |9:|1 < /nlz|.
[Soluzione. Si verifica facilmente che |- |; verifica le proprieta della norma (cfr. la definizione [1.31]). Si
ha inoltre

n
ot = > Jwixy| = |2 = Zl’ < Z |lwiz;| <

3,j=1 3,j=1

l\JM—\

n
Z z? +x ) < nlz|?,

da cui segue ’asserto.]

Esercizio 5 Si dimostri la (84.22)). [Soluzione. Si ha

—|v1| m—|v1|—...—|Vn—2|
Y o1= § § S 2,
veZ™ vi=—muyy=—(m—|v1]) Un—1=—(m—|vi|—...—|vn—2|)
[v[1=m
dato che, scelti vy, ...,v,_1, allora v, pud assumere solo i due valori v,, = £(m — |v1| — ... — |[Vn-1])-

Si ottiene quindi
> o1<2@2m4 Tt <3tmn

veZ™
\V|1:m

poiché ogni somma si puod stimare, ignorando i vincoli, con (2m + 1).]

Esercizio 6 Si dimostri che per ogni 2 € R, per ogni p € IN e per ogni ¢ > 0 si ha 2P < pléPet?,
[Soluzione. Si ha

1 — 1
o =TT () SpETY ] (€)= Pl e
k=0

purché & > 0.

Esercizio 7 Sia f: R, — R, la funzione definita da f(z) := 2Pe ¢, con p, & > 0. Si dimostri che

e f raggiunge il suo massimo M := pPe P{ P in xg = p/&;

e siha f(x) > eP/2pPePEP Va € [x0/2, x0);

e siha f(x) > (de 1)PpPe PETP Va € [, 270].
[Soluzione. La derivata di f(z) é f'(z) = 2P~ te ¢%(p—£&x), quindi f/(x) = 0 se e solo se © = x¢ := p/&;
inoltre f'(x) > 0 per x < zg e f'(x) < 0 per x > xp, quindi z¢ & un punto di massimo, cosi che
M = f(xg). Inoltre si ha f(x) > f(xo/2) Vx € (x0/2,2z0] € f(z) > f(2x0) Va € [x0,2x0]. Calcolando

esplicitamente i valori di f(zo, f(z0/2 e f(2x¢) segue I'asserto. Sinoti che se p € IN, allora M < pl&~P,
poiché pP < pleP (per 'esercizio |§| conz=pefl=1)]
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Esercizio 8 Si consideri l'intervallo [ny,ns] C Ry, dove ny,ny € N, con ny > ny. Si dimostri che, se
f:[n1,n2] = R & una funzione positiva continua crescente, si ha (cfr. la figura [19.20))

n2—1 no

Y iws [Caf@s 3 s

n=ny n1 n=ni+1

Figura 19.20: Relazione tra la somma di f(n) e U'integrale di f(x) nel caso in cui f sia crescente.

mentre, se f: [n1,n3] = R & una funzione positiva continua decrescente, si ha (cfr. la figura [19.21])

na na na—1
St < / dof(z) < 3 f(n).
n=n1+1 n n=ni

Si deduca dall’ultimo risultato che, se {a,} ¢ una successione tale che a,, = f(n), per qualche funzione

n1 ni+1 ng — 1 n9

Figura 19.21: Relazione tra la somma di f(n) e I'integrale di f(x) nel caso in cui f sia decrescente.
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continua f: Ry — Ry che sia decrescente per x > xg, per qualche zg € R, allora la serie Y > ay,
converge se e solo se f(x) & integrabile (criterio integrale per la convergenza di una serie) e che si ha

Zan / dz f(x

no+1

per ogni ng > xg. [Suggerimento. Si consideri il caso in cui f sia crescente. La somma a sinistra si puod
interpretare come la somma delle aree di ny — n; rettangoli che hanno base di lunghezza 1 e altezza
pari a f(n), con n = nq,...,ne — 1 (cfr. la regione ombreggiata della figura ; analogamente la
somma a destra rappresenta la somma di ny — n; rettangoli che hanno base di lunghezza 1 e altezza
pari a f(n), con n = ny + 1,...,ny (cfr. la regione con la frontiera tratteggiata della figura .
L’integrale, che rappresenta I'area dell’insieme racchiuso tra il grafico di f, ’asse delle x e le due rette
verticali passanti per x = ni e x = ng, é compreso tra le due somme. Nel caso in cui f sia descrescente
si ragiona in maniera analoga, tenendo presente la ﬁgura In particolare, se a,, = f(n), per ogni
N > ng > xg si ha
N

i ang/ dz f(z Zan

n=ng+1 o n=ng

e, prendendo il limite N — o0, si trova
+o00
DI A RS
n=ng+1 o n=ng
che mostra che la serie converge se e solo se 'integrale converge e implica la stima dall’alto.]

Esercizio 9 Si dimostri che, per ogni p € R e per ogni £ > 0, si ha

Z |V|pe—£\ul < AP,

veZ"™

per un’opportuna costante A dipendente solo da p e da n. [Soluzione. Se si pone & := £/+/n, si ha

Z lyPe=éMl < Z y|Pe=81lvlr < Z Z mPe~81m < 3" Z mPTn—le=tim,

vezZn veEZ™ m=1 pezZ"
[v[1=m
dove |v|1 = || + ... + |vn| (cfr. Pesercizio [4) e si & tenuto conto anche dell’esercizio |5l Definiamo

f(z) == z%e=&1%l con s = p +n — 1; per Pesercizio E la funzione f(z) é crescente fino a xy := s/&; e
decrescente per > xg. Sia mg := |xo], dove |z] ¢ la parte intera di z, i.e. il pin grande intero minore
o uguale a z. Se mg > 1, si ha (cfr. Uesercizio

jo%s) o0 mofl
S P Em Y fm) = Y fm) + fmo) + fmo + D+ > fm
m=1 m=1 m=1 m=mo+2

IN

mo +o0 +o0
/1 dxf(a:)+f(mo)+f(mo+1)+/ dxf(x)§2f(ac0)+/0 dz f(z).

mo+1
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Si ha f(xo) < s%e™%&;° < sl&;® (sempre per 'esercizio 7 mentre 'integrale si puo riscrivere

—+o0 —+o0 —+o0
/ dz f(x) = / dzz®e 517" = ffs_l/ dz x®e™".
0 0 0

Se poniamo s7 := [s], dove [z] & la parte intera superiore di x (i.e. il pitt piccolo intero non minore di
x), I'ultimo integrale si pud stimare con

“+o00 1 1 e’}
1
/ dx z’e™" :/ dze™™ +/ dzz®te™ < (1 - > + 51!251/ dre /2 <1+ spl25tL,
0 0 0 e 0

dove si é tenuto conto dell’esercizio |§| con £ = 1/2. Poiché, se mg > 1, si ha s/§ > 2o > mg > 1 e
quindi 2° > &7, si ottiene

IN

2f (o) +/ dz f(z) 251167 + 51_5_1 + 51!251“51_5_1
0

IN

81!251+2£;571 +81!251+1£;371 S 81!2514»35173717

dove si é usato che la funzione s — s®e¢™* & crescente. Se invece mg = 0, si ha semplicemente

i mPtn—le—&m _ i f(m) < /OO dz f(z),
m=1 m=1 0

e l'integrale si stima come nel caso precedente. In particolare si ha A = 3"(y/n)PT"sy12PT7+3 |

Esercizio 10 Sia ag,aq, as, ... una successione reale tale che 0 < ay < 1 Vk € IN. Si definisca
n
D = H(l—ak).
k=0

Si dimostri che esiste finito il limite p = lim,, o p, € si ha p > 0. [Soluzione. Poiché 1 —ap > 0
Vk € IN, si ha p, > 0. D’altra parte p,+1 = (1 — aps1) pn < P, per ogni n € N, quindi la successione
{pn} & decrescente. Ne segue (cfr. l’esercizio [7| del capitolo [L|) che la successione converge e il suo limite
p & non negativo.|

Esercizio 11 Con le notazioni dell’esercizio si dice che il prodotto infinito

H(l—ak): lim H(l—ak)z lim p,

. . . N . . . . . o0

converge se il limite p & strettamente positivo. Si dimostri che la serie ).~ aj converge se e solo
se converge il prodotto infinito [, (1 — ax). [Soluzione. Se la serie converge esiste N > 0 tale che
> ey ax < 1/2. D’altra parte si ha

ﬁ(l—ak)zl—iam n > N.
k=N

k=N
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Questo puo essere mostrato per induzione, usando il fatto che (1 —z)(1 —y) > 1 —z —y se zy > 0;
infatti la diseguaglianza € ovviamente soddisfatta per n = N, mentre, se n > N, si ha

(I-any)l—ant1)...(1=ap)>1 —an)(l—(ant1+ ...+ an))>1—(any + (ant1+ ...+ an)).

Quindi

>1—Zak>1/2

pn=pn-1(l—an)...(1 —ap) —
PN-1

da cui segue che il limite inferiore della successione {p,/pn_1} & strettamente positivo e quindi
Dn/PN-1 — p/PN-1 > 0 (cfr. Pesercizio . Usando infine il fatto che py_; > 0, se ne deduce
che il limite p é strettamente positivo, i.e. il prodotto infinito converge. Se invece la serie diverge si ha

ﬁlfak <exp< Zak>, n>1,
k=1

che puo di nuovo essere dimostrata per induzione usando il fatto che 1 — z < e™*. Quindi

ﬁ1ak <exp< Zak>0

Di conseguenza, se il prodotto infinito converge (i.e. p > 0), allora anche la serie converge. Altrimenti,
per la proprieta appena dimostrata, si dovrebbe avere p = 0.

Esercizio 12 Dato n € N, il doppio fattoriale n!! & definito nel modo seguente:

e sen épari,ien=2k ke N, sihanll=02k)!!=2-4-6...(2k —2) -2k,
e sen édispari,ien=2k+ 1, keN,sihanll=2k+1)!'=1-3-5...(2k—1)- (2k+1).

Si dimostri che (2k)!! = 28k e che (2k — 1)!! = (2k)!/(2k)!! per ogni k € N. [Soluzione. Si ha

(2k)! = 2-4-6...(2k—2)-2k=2"(1-2-3...(k—1) k) = 2Fk!,
1-2:3-4-5...(2k—3)-(2k—1)-(2k) _ (2k)!

(2k — 1!t 2.4-6...2(k—1)-2k 2R

1-3-5...(2k=3)-(2k—1) =

per ogni k € IN/]

Esercizio 13 Si dimostri la formula di Wallis

|2

s n , ((2n)11) B
H <2n—12n—|—1> A o S D22 1) 2

dove il doppio fattoriale & definito nell’esercizio [Soluzione. Si definisca

/2
I, := / dx sin™ z, n € IN.
0
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Integrando per parti si verifica che

Inoltre I, > 0 e
/2 /2
L1 = / dz sin"tz < / dz sin" x = I,
0 0

che mostra che la successione {I,,} ¢ decrescente. Quindi

2n LIoni1 _ Iong1 N P
2n+1  Ipoy = I2n T n—>-+oo Iz,
Un calcolo diretto da Iy = 7/2 e I; = 1. Inoltre si ha
I _2n I _2n 2n—21 . 2n 2n-2 42 (2n)!
LT o k1 T 12— 1T T 120177537 @n+ D)
2n—1 2n—12n—3 2n—12n-3 31 (2n— 1=
Iz, = Iy 2 = ——lpy=...= comoly = ——— 7,
2n 2n 2n—2 2n 2n—2 42 2n)!ll 2

da cui concludiamo

Lo+1 @)t @2a)lt 2 ((2n)!1)2 2
Ly  @n+D)!'Cn—D'7  (2n-D!N22n+1)7

Poiché il limite per n — oo vale 1, segue 'asserto.|

Esercizio 14 Si dimostri che la serie di McLaurin di log(1 + z) ¢ data da

log(1 + ) Z k+1m

k=1
e se ne deduca che ® okt
por (155) - X ey
k=0
[Suggerimento. Si consideri la serie geometrica
L
1+ —

Poiché la serie converge uniformemente per |z| < 1, integrando termine a termine (cfr. esercizio [7] del
capitolo , troviamo

log(1+ z) = ’ 1d—+tt = Z(_l)k /Omdttk _ Z(

2 : k+1x
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Si ha quindi

1 1+ 1 e z* (—x)k
| =7(1 1+ ) — log(1 — ):7 BN
20g<1_x) 5 og(1 + x) — log( ) 2;( ) A L
1 ok k o0 k 0 k
_ 72 1)k+1 7(71)1«& _ Z (71)k+1£: Z »L’
2 k k k
k=1 k=1
k dispari k dispari
che implica il risultato.]
Esercizio 15 Si dimostri la formula di Stirling
n!
lim — =1.
n—+oo \/2rnnte"
[Soluzione. Si consideri la successione
1 ! log n! + AN
ap:=log| ———— ) =logn!+n— | n+ = | logn.
& Vnnte " & 2) %
Si ha
1 n+1
Gp — Qpt1 = n+§ log - —1.
Riscrivendo 1
1 -
nt+l_ o
n o v
2n+1
e usando lo sviluppo di Taylor (cfr. I’esercizio
] 1
1 n+1 1 + n+1 = 1 1 2hH
—log =—-log————— = ,
2 n 2 o1 2k +1\2n+1
2n+1 -
troviamo
o) 2k+1 e}
1 1 1
n — Wn — 1=
fn = fnt1 = - (2n+1) ];2k+1(2n+1)2’“
Possiamo percio stimare
1 — 11 > 1 11 1
0 < an — an o o o
fn = fnt1 3Z 2n+1 T 3@2n+1)2 Z(2n+1)2 3@nt 12, __ 1
(2n+1)2
1 1 11 1 1 1 /1 1
“32n+1)2-1 12n2+4n  12n(n+1) 12\n n+1)°
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Dall’'ultima diseguaglianza deduciamo che

1 1
(=) = (oo~ ) <0

In conclusione, la successione {a,} ¢ decrescente e quindi ¢ limitata superiormente. La successione
{an — 1/12n} & crescente ed ¢ anch’essa limitata superiormente (poiché a, — 1/12n < a,), quindi
converge (cfr. esercizio m del capitolo . Sia a il suo limite. Si ha

. 1 . . . n! . a a
a:= lim (a, — — ) = lim a, = lm a, =a — lim ——— = lim e% =e%.
12n n—o00 n—o00 n—oo v/ nhte— "N n—-+oo
Usando le proprieta del doppio fattoriale (cfr. Pesercizio e la formula di Wallis (cfr. Pesercizio
otteniamo
(2"n!)* . ((2n)!1)2

e
lim =] L P Gl M iy
oo (2n)2(2n + 1) noee (2n— D220+ 1) 2 oo 2n)lv2n+ 1V 2

(2n!)? I

Moltiplicando e dividendo opportunamente 1'ultima relazione, troviamo
b y 22 p2ne=2n n! > (V2n (2n)2ne—2n
— = lim
2 n—00 v/2n (277‘)2716—2“w /2n + 1 \/ﬁn”e*” (2n)!

9221y n2na—2n n! 2 n (Qn)Qne_gn
(s ) (g )’ g L
n—o0 /2n (2n)2"e=2n/2n + 1/ \n—o0 y/nne " n—oo (2n)!

( i 22nn n2n672n ) %0 —a e
= 1im = —,
n—00 \/2n (2n)2"ne=27/2n + 1 2
che implica e® = v/27. Quindi

: n! :
lim ———— = lim e% =2,
n—00 \/ﬁn”e_” n—-+o00

da cui segue l'asserto.]

Esercizio 16 Si dimostri che la formula di Stirling dell’esercizio [15| puo essere rafforzata dando una
stima dall’alto e dal basso,

V2rnne ™ < nl < V2my/nn"e "e/127,

valida per ogni n finito. [Soluzione. Con le notazioni usate nella soluzione dell’esercizio si ha

1 1
an > lim a, = a, ap— — < lim (a, — — | =a,
n— o0 12n n— o0

poiché la successione {a,} & decrescente e la successione {a,, — 1/12n} & crescente. Quindi si ha

1
aSan§a+2— N \/QWSIOgean S mel/127l’
n

da cui, ricordando la definizione di a,, si ottiene la stima cercata.|
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Esercizio 17 Si consideri il numero reale

1
T =ag+ 1 )
a1 +
1
ag + ———
as+ ...
1
+ N
2%
dove ag,ay,...,a, € R. Scriveremo = = [ag, a1, az,as, ..., a,]. Chiameremo [ag, a1, az,as, ..., a,] una
frazione continua finita e i numeri reali ag, a1, as,as, . .., a, i quozienti parziali della frazione continua.
Si dimostri che
[a07a17a27a37 e 7an] = (ap,01,02,0a3,...,0n—1 + 0,7 .
n
[Suggerimento. Segue dalla definizione di frazione continua.|
Esercizio 18 Data una frazione continua [ag, a1, ..., a,] definiamo

Po = ap, p1 = aiap + 1, Dk = QpDk—1 + Dr—2, k=2,...,n,

qul, q1 = ay, qk = 0kqr—1 + qr—2, k:2,...,7’l.
Si dimostri che [ag, a1, ..., ak] = pr/q; per k = 0,...,n. I numeri reali [ag,a1,...,ax] sono chiamati
i convergenti della frazione continua [ag, a1, ..., a,]. [Soluzione. Si procede per induzione su k. Per

k=0 e k =1 il risultato si verifica direttamente, tenuto conto che

Po 1 a1 +1 p
[ao] = ap = —, [ag,a1] =ap + — = ——— = —.
do0 a1 al q1
Assumendo che si abbia [ag, a1, ..., ax] = pr/qx per k < m < n, per I'ipotesi induttiva si ha
[aOaala"'aamaam+l] = |:CL0,CL1,CL2,CL3,...,CL"L+ :|
Am41

Om + Pm—1+DPm—2
( " am+1> " " _ Am4-1 (ampmfl +pm72) + Pm—1
1 _ _ _
(am + ) Gm—1 t+ Gm—2 Gmt1 (amqm 1+ qm 2) T -1
am+1

_ Om41Pm tPm—1 _ Pm+1
- - b
Am+19m + dm—1 dm+1

dove si ¢ tenuto conto dell’esercizio Questo implica il risultato per k = m + 1]

Esercizio 19 Con le notazioni degli esercizi [I7] e [I8] si dimostri che

PrQr—1 — Pr—1qr = (=171,
PrGr—2 — Pr—2qr = (—1)Fay,
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per ogni k = 1,...,n e per ogni k = 2,...,n, rispettivamente. [Soluzione. Si consideri la prima
relazione. Per k = 1 la verifica & immediata. Per £ > 2 si ha

PrQk—1 — Ph—1k = (@xPr—1 + Pr—2)qk—1 — Ph—1(axqr—1 + qu—2) = — (Pk—1qk—2 — Pk—2qk—1) ,
cosi che, iterando k — 1 volte, si arriva a

Prae—1 — Pr—1ak = (=1)* " (prao — poqr) = (—1)* .

Analogamente, per k > 2,

DPkQr—2 — Pk—2Gk = (@kPk—1 + Dr—2)qk—2 — Pr—2(Akqr—1 + qr—2)
= ay, (Ph—1Qr—2 — Pr—2qr—1) = ar(—1)""2,

da cui segue la seconda relazione.|

Esercizio 20 Con le notazioni degli esercizi[I7)e[18] si assuma che i quozienti parziali a, siano positivi
per k > 1 e si scriva ap = pi/qx per kK = 0,...,n. Si dimostri che i convergenti pari a9 crescono
strettamente e i convergenti dispari za+1 decrescono strettamente con k. Si dimostri inoltre che ogni
convergente dispari é pin grande di ogni convergente pari. [Suggerimento. Se i quozienti parziali sono
positivi, anche i convergenti sono positivi. Dalla seconda proprieta dell’esercizio [I9] segue che

pe Pz _ (=D e

W% Qe-2  Qe—2qr

cosi che si ottiene xp — xx_o > 0 se k & pari e xp — xp_o < 0 se k é dispari. Dalla prima proprieta
dell’esercizio M9 si ha invece .
N G Ve

gk qk—1 Qe—1qk
quindi z; > x;_1 se k & dispari.|

Esercizio 21 Con le notazioni e sotto le ipotesi dell’esercizio @ si dimostri che xor < ¢ < Topmt1
per ogni k,m € IN tali che 2k < n e 2m + 1 < n. [Soluzione. Segue dall’esercizio precedente tenendo
conto che x = x,,.|

Esercizio 22 Data una successione reale ag, ai,as, ... a termini positivi, si consideri la successione
di frazioni continue finite z,, = [ag, a1, a9, ..., a,]. Chiameremo frazione continua infinita il limite
per n — oo di z,, se esiste, e scriveremo

x = [ag,a1,as2,a3,...] =ag +
a1+

as +

1
a3—|—...

Diremo in tal caso che la frazione continua infinita converge. Si definiscano i convergenti p,, /g, come
nel caso delle frazioni continue finite (cfr. esercizio . Si dimostri che le proprieta dei convergenti
viste negli esercizi [I7}+20] continuano a valere nel caso di frazioni continue infinite e se ne deduca
che la frazione continua converge se e solo se i convergenti ammettono limite. [Suggerimento. Basta
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osservare che, per ogni n finito, [ag, a1, as,...,a,] & una frazione continua finita, quindi i numeri py, g
che appaiono nei convergenti di [ag, a1, az,...,a,] e quelli che appaiono nei convergenti della frazione
continua infinita [ag, a1, as,as,...] sono uguali per k < n. In particolare si ha x, = pn/qn, quindi

xn, — x se e solo se la successione {p,/q,} converge a x.]

Esercizio 23 Si dimostri che i convergenti py/qi di una frazione continua infinita [ag, aj, as, as, . . .]
convergono se e solo se limy o0 gr—1qx = +00. [Soluzione. In virtu dell’esercizio (e dell’esercizio7
la successione dei convergenti pari é crescente e quella dei convergenti dispari é decrescente: entrambe
le successioni ammettono limite, i.e. esistono

y:= lim zo, z:= lim xop41.
k—o0 k—o0
Quindi i convergenti ammettono limite se solo se y = z. Poiché (cfr. gli esercizi 20| e [22])

_ —1)k
Pk _ Ph-1 1): lim 7( )

y—z= lim < ,
Q. gk—1 k—oo qr—1qk

k—oo
si ha y = z se e solo se limg 00 qr—1qx = +00.]

Esercizio 24 Si dimostri che una frazione continua infinita [ag, a1, a2, as, . ..] converge se e solo se

oo
E Ay = +00.
n=0

[Soluzione. Per le proprieta dei convergenti (cfr. gli esercizi|18|e siha qr = arqr—1 4+ Qe—2 > qr_2
per ogni k > 2. Se g < qx—1 si ha qx—1 > qx > qx—2, quindi per ogni k > 2 si ha g > qr_1 oppure
Qk—1 > qr—2. Mostriamo prima che se la serie converge allora la frazione continua infinita non converge.
Se la serie ZZO:O ay, converge esiste N > 0 tale che ax < 1 per ogni kK > N. Se g > qx—1 si ha

qk—2
1-— ag ’

Qk = akqr—1 + k-2 < arqr + qg—2 —> Qi <

mentre, se qx_1 > qr_2 Si ha

qk—1
1— Q.

9

Gk = 0kQr—1 + Qh—2 < QkQr—1 + @1 < (1 +ap)gr—1 = @ <

cosi che, in entrambi i casi, possiamo scrivere

dk,

</,
dr 1—ar

per k1 € {k— 1,k — 2} opportuno. Poiché k; < k, se k; > N possiamo ripetere ’argomento, e cosi via,
fino ad arrivare alla diseguaglianza

qk,
1 — ak)(l — akl)(l — akQ) e (1 — akp71)7

dove k > k1 > ko >...>ky,_1 > N e k, < N. Poiché stiamo supponendo che la serie converga, in tal
caso (cfr. Vesercizio converge anche il prodotto infinito [] > (1 — a,); si ha percio

l:= ﬁ(lfan) > 0.

n=0

qr <
(
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Se definiamo @ := max{qx : k < N} e usiamo il fatto che

(1= ap)(1 = ar)(1 = ag,) ... (1= ar,_,) > [J(1 = an),
n=0

concludiamo che g < Q/¢ Vk > N e, quindi,
Q2
qeqr+1 < 6727 Vk > N.

Di conseguenza non ¢ possibile che si abbia grqei1 — +00. Per Pesercizio 23] la frazione continua
infinita non converge. Viceversa, se la serie diverge, mostriamo che allora la frazione continua converge.
Poiché qi > qx—o Yk > 2, iterando si trova g > qo se k € pari e g > q; se k € dispari. Poiché gg =1e
q1 = ay (cfr. Vesercizio [1§]), se poniamo ¢ = min{1, a; } otteniamo ¢ > ¢ Vk € N e quindi

qk = akQr—1 + qr—2 > Ca + qp—2, k> 2.
Iterando la diseguaglianza e usando che g; > caq, troviamo, per k > 1,

k k k k
G2k = qo + CZaQn > CZ A2n, Q@k+1 = @1+ CZ a2nt1 = Cza2n+1a
n=1 n=1

n=1 n=0

che implica, per ogni k > 1,

2k+1 2k
Q2k + q2k+1 > C Z n, Gok + Gak—1 > CZ Gn.-
n=1 n=1

Utilizzando il fatto che ¢1 + go = 1 + a1 > a1 > caq, arriviamo a un’unica diseguaglianza della forma

k
Qk+Qk—1>CZGm k>1,

n=1

da cui otteniamo

k
C
max{qr, qr—1} > 5,;%’ k> 1.

Stimando anche min{qy, gx—1} > min{qo, 1 } = ¢, troviamo

o k
. C
gkgs—1 = max{gy, g1} min{ge, geo1} > Y an, k> 1
n=1

Pertanto, se la serie diverge, diverge anche il prodotto gx_1qgix. Per 'esercizio ne segue che la
frazione continua converge.|

Esercizio 25 Si dimostri che, se i quozienti parziali di una frazione continua infinita [ag, a1, as, as, . . .]
sono definitivamente numeri interi positivi, la frazione continua converge. [Soluzione. Se esiste N > 0
tale che a, > 1 Vn > N, la serie Z:;o a, diverge, quindi, per l'esercizio 24} la frazione continua
converge. |
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Esercizio 26 Si dimostri che ogni numero razionale puo essere rappresentato da una frazione continua
finita 1 cui quozienti parziali a, sono numeri interi positivi per n > 1. [Soluzione. Sia r = p/q un
numero razionale. Possiamo scrivere p = agq + mq, dove ag € N e 0 < my < ¢. Quindi

P apq+my my ma
R P N §
q q q q
Siha 0 <& < 1. Se & = 0 si ha r = ag = [ag]. Se & # 0, si ha
1 aimi +m m m
77i:#:al+izal+&, 51:72’
o ™y my my my

dove a1 € N e 0 <mgy < my, cosi che 0 <& < 1. Se& =0sihar=ag+1/a; = [ag,a1]. Se & # 0,
possiamo scrivere

1 mq as2Mmo + M3 ms ms
—:7:7:(]‘24—7:@2—'—527 52:7’
&1 ma ma ma mo
dove as € IN e 0 < mg < mag, e cosi via. La successione di interi mq, mg, ms, ... &€ decrescente, cosi che
esiste n > 0 tale che m, 11 =0 (e quindi 1/§,_1 = a,). Possiamo quindi scrivere
+¢ + - + 71 + 71 + 71
r=a =a —=a =a =q
0 T &0 0 1 0 nth 0 . 1 0 . 1
_ a; + — a; + ———
&o 1 az + &
&1
+ ! + !
= .= Q =a )
0 1 0 1
ap + ar +
ag + e ag + e
+ ! + !
An—1 + fnfl 1
An—1 + —
n
dove r = [ag, a1, ag, ... ,ay], dove ag,ay, ... ,a, € IN, costituisce la rappresentazione in frazioni continue

del numero razionale .|

Esercizio 27 Si dimostri che ogni numero irrazionale puo essere rappresentato da una frazione con-
tinua infinita i cui quozienti parziali a,, sono numeri interi positivi per n > 1. [Soluzione. Sia z € R
irrazionale. Sia ag = |z] la parte intera di x (cfr. Iesercizio [9). Si ha & := z — [z] € (0,1): non
puo essere & = 0, altrimenti x sarebbe un intero. Si ha r; := 1/, > 1, quindi possiamo scrivere
r1=a1 +&, dove a; = |r1] > 1e& € (0,1); di nuovo & = 0 non & possibile, essendo x irrazionale.
Iterando il procedimento, si costruisce una successione {ry}, definita ricorsivamente ponendo

T =T, Thy1 = 1/&, k>0,

dove & = rp — |rx] € (0,1). La costruzione continua indefinitivamente, poiché, se si avesse & = 0
per qualche k, si troverebbe x = [ag, a1, as,...,a] e quindi & = pi /g, sarebbe un numero razionale.
In conclusione, ponendo ay := |r], si trova una successione di numeri interi positivi a1, a1, a2, as, . . .
tale che [ag, a1,as2,as,...] ¢ una frazione continua infinita e x = [ag, a1, a2, as,...]. L’algoritmo che
porta alla costruzione della frazione continua prende il nome di algoritmo delle frazioni continue e
[ao, a1, az, as, . ..] costituisce la rappresentazione in frazioni continue del numero irrazionale x.|
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Esercizio 28 Si dimostri che la frazione continua infinita che rappresenta un numero irrazionale
¢ determinata in modo univoco. Se r € Q, si dimostri che esiste un’unica frazione continua finita
[ag,a1,az,...,a,], con a, > 1, che lo rappresenta. [Suggerimento. Se x € R ¢ irrazionale, I’algoritmo
delle frazioni continue descritto nella soluzione dell’esercizio [27] determina i quozienti parziali in modo
univoco. Se r € Q, l'algoritmo descritto nella soluzione dell’esercizioda 1/&, > 1 per ogni k. Quindi
se all’ultimo passo n si trova m,+1 = 0 e quindi &,_1 = 1/a, si ha necessariamente a,, > 1. Se si tiene
conto che si puo riscrivere

1
an = (ap, —1)+1=(a,—1)+ , Gpy1 =1,
an+1
si vede che le due frazioni continue [ag, a1, ag, ..., a,] € [ag, a1, as, ..., a, —1, 1] rappresentano entrambe

il numero r. Richiedendo che l'ultimo quoziente parziale sia maggiore di 1, escludiamo la seconda
possibilita e quindi la rappresentazione diventa unica.|

Esercizio 29 Si dimostri che, dati due numeri razionali positivi a/b e ¢/d tali che a/b < ¢/d, si ha

a a+c c

b Sb+d o d

[Soluzione. Se a/b < ¢/d si ha ad < be, quindi a(b+d) = ab+ ad < ab+bec =b(a+¢) e d(a+¢) =
da+de < cb+cd=c(b+d).]

Esercizio 30 Sia xz € R un numero irrazionale e siano z = py/qx i convergenti della frazione continua
che rappresenta x. Si dimostri che zop < & < mopt1 per ogni k € IN. [Suggerimento. Poiché {xox} ¢
una successione crescente e {xsp41} € una successione decrescente si ha

sup Top, = lim o = & = lim wopy1 = inf wog.
keN k—o0 k—o0 keN

Inoltre, poiché z & irrazionale, si ha zor # x € Topy1 # @ per ogni k € IN||

Esercizio 31 Sia x € R un numero irrazionale positivo e siano xy = p/qx 1 convergenti della frazione
continua che rappresenta x. Si dimostri che

1
ar(qr + qrt1)

1
Qkqr+1

per ogni k € IN. [Soluzione. Si assuma che k sia pari, cosi che 2 < x < xp41. Applicando ripetuta-
mente il risultato dell’esercizio 29 si trova

G et A G+ 2a T Gt Grr2qkt1 Rt

+ Pk +2 +a
Pk < Pk T Pk+1 < Pk Pk+1 < < Dk k+2Pk+1 _ Pk+2 <z

quindi il numero sy := (pr. +Pr+1)/(qk +qr+1) € compreso tra zj, e x. Ne segue che |x — x| > |sk — x|,
OVVero

~ qk(Pr +Per1) — Pr(qk + Qrr1)  QRPre1 — PEQry1 1

ar(qr + qrr1) @k + aer1)  aelge + @)’

Pk
gk

S |PE t+Pet1 Pk
Gk + qk+1 Gk

T —
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dove si é tenuto conto dell’esercizio (e del fatto che k ¢ pari). Inoltre, poiché = cade all’interno
dell'intervallo [z, zk41] si ha | — x| < |2k — Zg41], st ha (cfr. di nuovo l’esercizio

1
QeQht1

Pk
r— 2k

dk

Dk Pr+1
qk qr4+1

<

Se k ¢ dispari si ragiona in modo del tutto analogo, tenendo conto che xy > © > x4 in tal caso.]

Esercizio 32 Un numero razionale p/q, con p e ¢ primi tra loro, si definisce una delle migliori
approssimazioni razionali di un numero irrazionale = se

[nz —m| > |gz —p

per ogni m,n € IN tali che 0 <n < g e m/n # p/q. Si dimostri che ciascuna delle migliori approssi-
mazioni razionali ¢ un convergente. [Soluzione. Se p/q & una delle migliori approssimazioni razionali
di z si deve avere p/q > ag. Infatti, p/q < ap implicherebbe |1 -z — ag| < |z —p/q| < |gx — p| (poiché
x > ag e ¢ > 1) e quindi p/q non sarebbe una delle migliori approssimazioni razionali. Supponiamo per
assurdo che p/q non sia un convergente. Allora p/q dovrebbe essere o piu grande di p;/q; o compreso
tra due convergenti pr_1/qrk—1 € Pr+1/qr+1, entrambi pit grandi di x se k fosse pari (cfr. la figura

19.22)) ed entrambi pin piccoli se k fosse dispari (cfr. la figura [19.23)).

Pk L Pk+1 Pk—1

qk qk+1 qk—1

Figura 19.22: Posizione dei convergenti pr—_1/qk—1, Pk/qk € Pk+1/qk-+1 rispetto a x nel caso k pari.

Pk—1  Pk+1 T Dk

qr—1 qk+1 qk

Figura 19.23: Posizione dei convergenti pr—1/qx—1, Pr/qk € Pk+1/qk+1 rispetto a x nel caso k dispari.

Nel primo caso (p/q > p1/q1), poiché p1/q1 > x, si avrebbe

’ P
L P

>
q

- 1 1
m_p‘>lp1q apl o L g —p| > )
a1 q q1q a1q q

essendo p1g — ¢1p un intero diverso da zero. D’altra parte, poiché per le proprieta dei convergenti
(cfr. Pesercizio si ha

1
|1-2—aol = |gox — po| < —,
q1

questo implicherebbe

1
gz —p| > — > |1 -2 — aol,
q1
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cosi che p/q non potrebbe essere una delle migliori approssimazioni razionali. Nel secondo caso (p/q
compreso tra pr—1/qrx—1 € Pr+1/qk+1), Si avrebbe

_1p — 1
S |qk—1P — Pk, 4| > ’
qr—19 qrk—194

'p _ Pr-1
q dk-1

essendo qx_1p — Pr—1q un intero diverso da zero. D’altra parte

Pk Pr-1
qk k-1

q qk—1

_ |qk—1Pk — Pr—14k| _ 1

< )
qrk—194k qrk—19k

‘P_Pkl

che, unita alla diseguaglianza precedente, implicherebbe g > ¢i. Inoltre si avrebbe

>

-3
q

1 1
Phir p’ > = |qz—p|> .
qk+1 q dr+14 qk+1

Poiché |grx — pi| < 1/q+1 (cfr. Vesercizio , si avrebbe quindi

lgre — pr| <lgz —pl, qk < q,

cosl che p/q non potrebbe essere una delle migliori approssimazioni razionali. Quindi, in entrambi i
casi, si troverebbe una contraddizione; ne segue che p/q deve essere un convergente.]

Esercizio 33 Sia {p,/q.} la successione dei convergenti di un numero irrazionale z. Si dimostri che
|90z — po| > |1z — p1| > |gzx — pa2| > ... > qr—12 — pr—1| > |akz — pi| > ...
[Soluzione. Per le proprieta dei convergenti (cfr. ’esercizio si ha, per ogni k > 1,
1 N 1 1

1
|z — pr| < —, lqk—12 — pr—1| > > = ,
Qk+1 Qk—1+qr  qr—1+taRqr  Qr+1

dove si ¢ usato che aj, > 1 (cfr. Pesercizio 27)).]

Esercizio 34 Sia {px/qr} la successione dei convergenti di un numero irrazionale x. Si dimostri che
per ogni k > 0 si ha
lgz — pl > |arz — pi

per ogni p,q € IN tali che 0 < ¢ < qxy1 € ¢ # q. [Soluzione. Si definiscano p, v tali che

D = UPk+1 + VDk,
q = Iqk+1 + VQk.

Possiamo riscrivere I’equazione nella forma

Pe+1 P\ (H) _ (P By (—1)* Ak —DPk ) (P

Qo1 ) \V q v —Qr+1 Pr1) \q)’
dove abbiamo tenuto conto che il determinante della matrice vale (—1)* (cfr. I'esercizio , quindi p e
v sono interi. Non si puo avere v = 0, perché questo implicherebbe p = upg1+1 € ¢ = pgg+1, con p > 1,
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mentre stiamo supponendo ¢ < gg+1. Se p = 0 si ha p = vpy e ¢ = vqi, con v > 2 (poiché q # qi per
ipotesi), cosi che
lgz —pl = 2|qez — pi| > |arz — pil

che implica il risultato. Infine, se entrambi p e v sono non nulli, essi devono avere segno opposto
(poiché ¢ < gny1). Poiché anche 12 — pry1 € g — pr hanno segno opposto (cfr. 'esercizio , ne
segue che p(qr+12 — pr+1) € v(qrx — pi) hanno lo stesso segno. Poiché |u|, |v] > 1 nel caso che stiamo
considerando, si ottiene

lgz —p| = |u(qer1z — prg1) + v (@ex — pr)| = [ (@12 — pera)| + [V (grr — pr)|
> |qe+12 — prt1] + lawr — pr| > |lake — pil,

che dimostra asserto anche in questo caso.]

Esercizio 35 Si dimostri che un numero razionale p/q ¢ una delle migliori approssimazioni di un
numero irrazionale x se e solo se p/q ¢ un convergente di x. [Soluzione. L’esercizio comporta
che ogni convergente di x é una delle migliori approssimazioni razionali di x. Questo e il risultato
dell’esercizio [32| implicano I'asserto.]

Esercizio 36 Sia w = (1,a) un vettore diofanteo in R? con esponente 7 e siano py/qx i convergenti
di . Si dimostri che esiste una costante Cj tale che gy+1 < Coqf, Yk € IN. [Soluzione. Le stime
dell’esercizo [31| assicurano che, per k > 1,

1
< —

Pk
o — — .
qk+1

lgre — pi| = q
gk

da cui si deduce anche che, se definiamo vy := (—px, k), si ha gr < |vg| < ¢xV'1+ 4a?. Infatti, per
k> 1,si ha qgr1 > g2 = asq1 + qo > asag + 1 > 2 (cfr. Vesercizio , cosl che |gra — pr| < 1/2; si
ha percio |pi| < |gral + 1/2 < 2|qral, essendosi tenuto conto che |gpa| > 1/2 se py # 0. Pertanto la
condizione diofantea da

o Y 1
> > —_
lve|™ © (1 +40)7/2 qf

lara — pi| = [{w, )|

Unendo le due diseguaglianze otteniamo gx+1 < Coqj, dove Co =y~ 1 (1 + 402)7/2

Esercizio 37 Fissato 7 > 1, si consideri la frazione continua infinita [ag, a1, as,as,...] costruita
ricorsivamente nel modo seguente. Il numero ag ¢ arbitrario. Per £ > 0, sia apy; > 1 il piu piccolo
intero tale ax41qx + qr—1 > gj. Si dimostri che il vettore w = (1,a) € R?, con a = [ap, a1, as, as, ..., &
diofanteo con esponente 7. [Suggerimento. Sinoti innanzitutto che la definizione dei quozienti parziali
¢ ben posta perché al passo k i quozienti parziali ag,...,ax, e quindi i convergenti po/qo, - - -, Pk/qk,
sono gia determinati; inoltre gx—1 < gx. Per definizione di ag41 si ha (agr1 — 1)gp + gr—1 < gy, quindi
Qk+1 = G414k + G—1 < G} + qx < 2¢}. Di conseguenza si ha

1 1 1 1

> - qr0 — Pi| > > .
2qeqres1  4g ! | | 2qp41  4Aq]

) Dk
a_ Pk
qk

quindi, tenendo conto che i convergenti sono le migliori approssimazioni di « (cfr. esercizio [35]),
concludiamo che w & diofanteo con esponente 7.



446 CAPITOLO 19. TEORIA DELLE PERTURBAZIONI

Esercizio 38 Si dimostri che I'insieme dei numeri irrazionali contenuti nell’intervallo [0, 1] con quo-
zienti parziali limitati ha misura di Lebesgue nulla. [Soluzione. Identificando ogni numero x € [0, 1]
con la frazione continua che lo rappresenta, I'insieme

En(kla-”akn) = {.13 S [07 1] tap = k17~-~7an = kn}

rappresenta l'insieme dei numeri nell’intervallo [0, 1] (quindi con ag = 0) che hanno i primi n quozienti

parziali fissati ai valori kq, ..., ky,, rispettivamente. I numeri x € E,,(k1, ..., k,) sono della forma
1
T = ,
k1 + !
! ko + ...
N 1
kn + &

dove &, € (0,1) (cfr. Talgoritmo descritto nella soluzione dell’esercizio . Possiamo scrivere

(cfr. Pesercizio

T = = [Oaklkaa"'vkn +£n] = [07k17k27~~~7knu’rn+1]7
k1 +

ko + ...
1

kn + &n

+

dove rp41 =1/, > 1, e quindi (cfr. Pesercizio [18))

xTr = —rn+1pn+p7L—1 dove Pn-t = [O7k1;k2a"'7kn—1]7 & = [O’kth’""k”]'

Tn4+149n + dn—1 ’ gn—1 dn

L’espressione trovata per x ¢ una funzione decrescente in 7,1, quindi, poiché 7,11 > 1, x & compreso
nell’intervallo di estremi p,,/qn € (Pn + Pn—1)/(gn + gn—1) (z tende al primo estremo per r,+; — 400
ed & uguale al secondo per r, 11 = 1), dove p,/qn < (Pn + Pn—1)/(qn + @n_1) se n & pari e p,/q, >
(Pn + Pr-1)/(Gn + @n-1) se n & dispari (cfr. gli esercizi 20] e 29). Ne segue che E, (k1,...,k,) ¢ un
intervallo di lunghezza (i.e. misura di Lebesgue)

_ 1 1
\Ep(ky, ... k)| = PntPn1  Pn|_ — )
dn + gn—1 dn Qn(QH + (Infl) 2 dn—1
G |1+ —
dn
Per ogni k > 1, sia E,41(k1,...,kn, k) Uinsieme dei numeri in E,,(k1,...,k,) che hanno a,+1 = k.
Se x € Epy1(k1,...,kn, k) si ha ppy1/qne1 = [0, k1, ko, ..., ks, k]. Di conseguenza, ragionando come

sopra, e utilizzando il fatto che p,4+1 = kpn + pr-1 € Gn+1 = kqn + gn-1, si trova

1 B 1

2 qn B 272 qn—1 1 Gn-1\
1 k<1 1+ —
q"“( +qn+1) n < * kq)( T kqn)

Pnt1 + Pn _ Pnt1
Gn+1 + qn gn+1

|En+1(k’1,...,kn,kf)|:
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da cui si ricava

QnJrl
1+ —
|En+1(k1,...7kn,k’)| _ qn
|En(klyakn)‘ 2 dn—1 1 dn—1
kE“ 11 1
Tk )R R
Dal momento che
1 _ n n
I L L NP S P (N (e S N (P Qi a2 ay )
k kan dn kan
risulta ) 5 L _ 5
7<| n+1( 1y-+-yhn, )|<7
3k2 |En (k1. kn)l k2
Si noti che, poiché gli intervalli E, (k1,...,k,) sono disgiunti, si ha
U Bl k)=1001] = > |BEn(kr, .. kn) =1,
E1yeokn>1 1ok >1
U EBosilkr, .o kn k) = Bn(kry k) = > [Enga(ky, ks k) = [En(kr, .o k)]
E>1 E>1
Fissato un intero M > 0, definiamo
Iy o= {JSE [0,1]:6% <M VkEIN},
Jun) = {xel0,1]:ar <M Vk=1,...,n},
J = U JM
M=1
Utilizzando la stima precedente abbiamo (cfr. Iesercizio
|E, k:l,..., | |E k;l,..., 2 [ da | En(ky, ... k)|
|Epi1(B1y .o kn, k)| > = = L
2 R L e = S+
cosi che 1
Z |Epg1(F1y .o kn, k)| < 8 |En(k, ... kn)l, §i=1——— .
k<M 3(M+1)
Ne deduciamo che
[Jpn+1)NEy(ky, ... ky)| < 0|En(ky, ... kn)l,
cosl che
Tun+ D= > [Jun+ )N Eu(kr,. . k) <8 > [En(kr,. . k)| =6 Jar(n)]
E1yeokn <M 1yeookin <M
Ripetendo 'argomento n volte arriviamo a
[Jar(n+ 1) < 6™ |[Ja(1)] = lim |Ja(n)| =0 = lim |Ja| =0,

n—o0 n— o0
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dove abbiamo usato che Jy C Jy(n) ¥n > 1. Vediamo allora che J & l'insieme di tutti i numeri
x € ]0,1] che hanno quozienti parziali limitati. Per ogni z € J esiste M > 0 tale che & € Jy;. Quindi

171 <Y 1 Iul =0,
M=1

che completa la dimostrazione.|

Esercizio 39 Si dimostri che, fissato un qualsiasi intervallo I C R, 'insieme dei numeri irrazionali
contenuti in I con quozienti parziali limitati ha misura di Lebesgue nulla. [Suggerimento. Dato un
intervallo I, siano a,b € Z tali che I C [a,b]. Dividiamo [a,b] in N intervalli Iy,..., Iy tali che
L =[a,a+1],Is=[a+1,a+2], ..., Iy =[b—1,b. Per ogni m =1,..., N, ragionando come nella
soluzione dell’esercizio precedente, si trova che I'insieme dei numeri in I,,, che hanno quozienti limitati
ha misura nulla (I'unica differenza ¢ che ora ag & uguale all’estremo di sinistra dell’intervallo).|

Esercizio 40 Siano py/qx i convergenti del numero irrazionale . Si dimostri che esiste una costante
positiva C tale che gr+1 < Cqr Yk > 0 se e solo se i quozienti parziali di « sono limitati. [Soluzione.
Se i quozienti parziali di & sono limitati, esiste M > 0 tale che ax < M Vk € IN; quindi si ha

Qi1 = Q1 + Q-1 < M + qe—1 < (M + 1) qg, k>1,

eqr=a1 <M = Mgy < (M+1)qo. Viceversa, se qx+1 < Cqi Yk > 0siha g = apqr—1+qr—2 > arqp—1
e quindi ap < qr/qr—1 < C per ogni k > 2 e a1 = q; < Cqo = C; in conclusione si ha ap < C Vk € IN.]

Esercizio 41 Si dimostri che un vettore w = (1,a) € R? ¢ diofanteo con esponente 7 = 1 se e solo se
i quozienti parziali di o sono limitati. Se ne deduca che la misura dei vettori w € R? che soddisfano
la condizione diofantea con esponente 7 = 1 ha misura di Lebesgue nulla. [Soluzione. Supponiamo
per semplicita che sia a > 0 (se @ < 0 si ragiona in modo analogo). Siano py /gy i convergenti di « e
poniamo vy := (—px, qx). Se w ¢ diofanteo con esponente 7 = 1, si ha
<ol =l —pel < ——, k=1,

vk Qk+1

che implica g1 < Coqr, Yk > 1, con Cy = v~ 'v/1 + 4a2 e quindi (cfr. l’esercizio i quozienti parziali
di « sono limitati. Viceversa, se i quozienti parziali di « sono limitati, si ha gx+1 < Cqr Yk € IN per
un’opportuna costante C' (di nuovo per 'esercizio , cosl che

1 1 ’)/0
Z > AR
g+ @1~ L+C)ar vkl

dove g := 1/(C +1). Per ogni v = (—m,n) € Z?, si ha (w,v) = na — m. Per n # 0 fissato sia k tale
qr < |n| < qgy1. Per l’esercizio si ha

(W, vk)| = lgra — pr| >

L > 1 >E
(L+ O = (L+C)fn] = oI’

quindi w soddisfa la condizione diofantea con v = 7y ed esponente 7 = 1. In conclusione w &
diofanteo con esponente 7 se e solo se i quozienti parziali di « sono limitati. Ne segue che, fissato un
qualsiasi intervallo I C R, la misura dei valori di « € T tali che (1, ) ¢ diofanteo con esponente 7 = 1
¢ nulla. Infine, nel caso generale in cui si abbia w = (w1, ws), poiché w = w; (1, a), dove o = wa Jwy, si
vede che il vettore w & diofanteo con esponente 7 se e solo se lo & wp := (1, a).]

[na —m| > |qra — pi| >
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Esercizio 42 Si dimostri che non esistono vettori w € R? che verificano la condizione diofantea (84.20))
con 7 < 1. [Soluzione. Sia w = (wy,ws) € siano pi/qx i convergenti di « := wy/w;. Supponiamo per
assurdo che si abbia | (w,v) | > v/|v|7, con 7 < 1, per ogni v € Z? non nullo. Si avrebbe allora, per

Vi = (_pkv Qk)7

Yo Y |w1|
— < [{w, V)| = |w1] |gr0 — P| < ——,
ag  vel” w7 = e | Qrt1

dove v := y(1 +4a?)"7/2, e quindi gx11 < Cog, con Cy = |wi|/70. Per k sufficientemente grande, si
avrebbe gi+1 < ¢k, che ¢ in contraddizione con la relazione gx+1 = axt+1gx + qr—1 > k.|

Esercizio 43 Si dimostri che v/2 ¢ irrazionale e se ne trovi la rappresentazione in frazioni continue.
[Suggerimento. Si supponga per assurdo che esistano p/q € IN, primi tra loro, tali che v/2 = p/q. Si
avrebbe allora 2¢% = p?, cosi che p? e quindi p dovrebbe essere divisibile per 2. Ne seguirebbe p = 2m,
per qualche m € IN, e dunque ¢ = 2m?: anche ¢ dovrebbe essere divisibile per 2, contro l'ipotesi che
p e g siano primi tra loro. Per trovarne la rappresentazione in frazioni continua si scriva

1 1 1 1
V2 =1+(V2-1)=14+—r=14+—-—r—=14—" =1+
( ) 1++v2 2+ (vV2-1) 1 1
2+ 24 ——
1+v2 24+ (V2-1)
=1+ ! =1+ ! =...=1+ !
: 24 ! ) 2+ ! o 2+ ! |
24 2+ : 2+ !
142 2+ (vV2-1) - 1
2+...

da cui si ottiene v2 = [1,2,2,2,2,.. ], i.e. ar = 2 Vk > 1]

Esercizio 44 Si dia un esempio di sistema hamiltoniano degenere non isocrono. [Suggerimento Si
consideri ’hamiltoniana Ho(J) = J§ — J3 per n = 2: il determinante in (84.23)) si annulla lungo la
retta J; = Jo.]

Esercizio 45 Si verifichi che il sistema hamiltoniano a due gradi di liberta descritto dall’hamiltoniana
Ho(J) = J? + J3 & degenere ma non isocrono.

Esercizio 46 Si dia un esempio di sistema hamiltoniano con hamiltoniana Hy(J) quadratica nelle
J tale che il determinante in (84.23)) si annulli identicamente. [Suggerimento. Si consideri Ho(J) =
(J1 + J2)% per n = 2]

Esercizio 47 Si dimostri che la serie di Fourier (84.18)) converge in D(p,&/2,Jp) se w = w(J')
soddisfa la condizione diofantea (84.20) per ogni J' € B,(Jy). [Suggerimento. Sotto l'ipotesi che si
abbia | (w(J"),v) | > v|v|~" per ogni v # 0 e per ogni J € B,(Jy), si trova

max AR 7d LI <@ QVIE/2| T o€Vl < § A on+T ner
(saJ’)ED(p,s/z,Jo)uezZ;n ()] < UEZZ; vl = 3

dove A ¢é una costante, calcolabile esplicitamente (cfr. I’esercizio E[), che dipende da 7 e n.|
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Esercizio 48 Si dimostri la stima (84.24)) se si sceglie N = Ny(e) in accordo con la (84.25)). [Sugge-
rimento. Si ha, per |S(¢p;)| < £/2,

VN <@ 3 2 < oot Gy 3T €/ < agne,

veZ™ vEZ™
lv|>N

dove si & usato 1’esercizio |§| per stimare l'ultima somma. La stima segue allora con Cy = C'/C2®.]

Esercizio 49 Si dimostri che la funzione Ny in (85.3) ha la forma (85.4). [Soluzione. La funzione
caratteristica di Hamilton W in (85.2)) risolve I'equazione di Hamilton-Jacobi

<w,aaIZ>+5V( J'+) Zsk”;’-[k O(ehot1).

Se prendiamo la formula di Taylor di V' intorno a (¢, J), otteniamo (cfr. Pesercizio [2| del capitolo [3))

oW o0 1 gaur+-tan fooowm T (& o)
Ty 2 ) = ’ k k Kk k
( T 8(p> > ol an o g @) (Za aw) "'(ZE 3<pn> ’

a1,y...,04n,=0 k=1 k=1
k @i
()
&pi

dove ogni termine

k=1

va interpretato come 1 se a; = 0 (i.e. se V non ¢ derivato rispetto alla variabile J;). Scrivendo
esplicitamente, se a; > 1,

ko @i
(Sotm) o $5 5 e M i,
et I =l kg =1 D D
peri=1,...,n,eponendo a = (a,...,an), |a| =a1+...+an, al =a1!...a,! e 0J* = 9J]" ... 0J%",
troviamo - " ‘
oW 1 9le
! / i
V(e )= Y L e T
ai,...,an=0 i=17=1
dove la somma Y " ésu k;j, peri=1,...,nej=1,...,a;, con kj; > 1sea; >0ek;; =0sea; =0;

se ki; = 0 il termine 3Wk,;j /Op; va interpretato come 1. Se scriviamo
ow -
eV (go, J + ) = ZEka(gp, J),
Op k=1
la funzione Ny (¢, J') & quindi data dai contributi dell’espansione trovata tali che
K11+ .o+ kia, + kot + . A koay + o knt + oo+ kna, =k — 1.

Da qui segue I'asserto.]
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Esercizio 50 Si calcolino le funzioni Ny in (85.4) per k = 1,2,3. [Soluzione. Per k = 1, si ha

a1 =...=a, =0 e quindi N; = V; in tal caso 'equazione (85.3)) si riduce all’equazione (84.15)). Per
k = 2, si ha che un solo k;; vale 1 e tutti gli altri sono 0; quindi se a; = 1 per qualche i = 1,...,n

risulta a; = 0 Vj # 4, cosl che si ha

728V8W1 B 87VGW1

N 8Jz 6(,01» oJ 8(,0 '

Per k = 3, poiché la somma dei k;; ¢ 2, sono possibili due casi: uno dei k;; vale 2 e tutti gli altri sono
nulli oppure due dei k;; valgono 1 e tutti gli altri sono nulli. Nel primo caso si haa; =1ea; =0

Vj # i, per qualche i = 1,...,n (e kj; = 1), mentre nel secondo si hanno due sottocasi: a; =2ea; =0
Vj#z’(ek“:k'ig:l)oppureai:aj:1peri7éjeah:OVh7éi,j(ek“:kﬂ:l). Se ne

deduce che
Z ov aVV2 1 Z 8W1 Z”: O’V oWy OW,
an &pZ 8J2 =1 3J13JJ 8(,01' ﬁgaj '

Si noti che Ny, & sempre funzioni di coefficienti Wy, con k' < k.|

Esercizio 51 Data una funzione f(z), analitica in un aperto D C C e continua sulla frontiera 0D, si
ha (cfr. Vesercizio [29| del capitolo

1Lo"f 1 f(©)

n! 92" (2) = 2mi Jop (¢ — z)ntl

dc,

dove 'integrale ¢ esteso alla curva D. Se ne deduca che, se D' C D e z € D', si ha

1|9"f
ozm

M
< —
o) < 5

dove M é il massimo del modulo di f(z) in D e § ¢ la distanza tra D’ e 9D, e si utilizzi il risultato per

dimostrare le (85.8]) e (85.18)).

Esercizio 52 Si dimostrino le (85.9)). [Soluzione. Utilizzando la seconda delle (85.7) e ragionando
come per la (85.8)), si trova

max
(,J)€D:

3W
()| < S I VDI < B Vo3,
v#0

dove By & una costante positiva. Da qui segue la (85.9al). Allo stesso modo, utilizzando la prima delle

(857, si ha

T)| eI < Bopy ™ [V][o6 T,

oy ‘Zv‘ll I

max
(p,J)ED1

che da la (85.9b)).]
Esercizio 53 Si dimostri la (85.10)).
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Esercizio 54 Si dimostri che la condizione permette di risolvere le con il teorema della
funzione implicita. [Suggerimento. Definendo G(J,J',¢) := J' — J 4+ (W71 /d¢)(p, J'), si considera
I'equazione G(J,J', ) = 0. Si ha allora 0G/dJ" = 1 + £(8?°W1/0pdJ) e quindi, tenuto conto che
det(1 + O(g)) = 1+ O(e) (cfr. 1a e Desercizio 22] del capitolo [L6), si ha |det(9G/8.J")| > 1/2
purché eBzy |V |06~ """~ < 1/2, per qualche costante positiva Bs.]

Esercizio 55 Si dimostri la (85.16). [Soluzione. Dimostriamo innanzitutto per induzione che, se
k=ki+...4+kseky,....ks >1,sthak!... ks <(k—(s—1))! Per s =1 la stima & ovvia. Per s = 2,
se ko = 1 si ha (k1 + k2 — 1)! = k1! = (k — 1)!, se invece ko > 2 si ha

(ki + ko — I =kyl(ks +1) ... (k1 + (ko — 1)) > k12 ... - ko) = kylko!
Per s > 2 si ha
kil kg <Eyll ke k! < (k— (s —2))k! < (k+ ke — (s —2) — 1)1,

dove k = ki+...+ks_1 = k—ks. Questo completa la dimostrazione induttiva. La somma su kq!... k!
con i vincoli sopra si pud quindi stimare con il numero di modi di scegliere s — 1 numeri tra k per il
massimo di kq!... k!, quindi

S klokl< <8f1> (k—(s— 1) < kL,

k1,..,ks>1
ki+...+ks=k

da cui segue l'asserto.|

Esercizio 56 Si dimostri la . [Soluzione. Poiché aq,...,a, > 0e a; + ...+ a, = p, esiste
m € N, con 1 <m <mn, tale che a;,,...,a;,, >1ea; +...+a;, =p, mentre i restanti a; sono nulli.
La somma su a;,, . ..,a;, che verificano tali condizioni si pud stimare con la somma dei possibili modi
di fissare m punti tra p dati. Infine si puo stimare

(f;)<2p — 3 1<§:‘1<2) <Z><2p§:<2>:2p2n.

ai,...,an 20 m=1
ar+...+an=p

Si noti che la somma si pud anche stimare come indicato nell’esercizio ]
Esercizio 57 Si dimostri la (85.20)).

Esercizio 58 Si dimostri che k*e™* < k! < k¥ per ogni k € IN. [Suggerimento. Si osservi che
K=1-2-3...- k<k-k-k...-k=k* per dimostrare la stima dall’alto e che

Ef Sk
7<z:7:e’7C _— kre=F < kI

per dimostrare la stima dal basso (cfr. anche esercizio @ In alternativa si puo usare la formula di
Stirling (cfr. Pesercizio successivo).|
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Esercizio 59 Si utilizzi la formula di Sterling dell’esercizio [16] per dedurre le stime dell’esercizio
[Soluzione. La stima n! > n™e™™ si ottiene banalmente notando che v/27nn™ > 1. Per ottenere la
stima n! < n” basta osservare che la funzione z s y/ze~(*=Del/12% ¢ decrescente in [1, +00), cosi che

n! <n"\/27/e < n"]

Esercizio 60 Si dimostri la (85.21). [Suggerimento. Poiché H'(¢', J') = H(yp, J), si ha

V(e J) =H (o, J) - Zsk’H (J")
k
- [i:gk< 8W’“> Zeka—Zsk’H’ (') ev(cp,J'+ZaW’“) Z ka],
k=1

dove i termini nelle prime parentesi quadre si cancellano in virta della (85.3]), mentre

ow, Lol 717 Wea
5V(¢7J/+Z k) ZEka Z Z a!aja J/ Zk 1HH 890 :

k=ko+1 A1 yeeeyQp > 1=17=1

Usando la stima (85.13]) sulle funzioni Wy, con A = pd/4, si trova

1V (&, I < IV]lo Z Zzn< ) Z;H (e ko B6—)"

k=ko+1p=1
dove si ¢ usato che k;; < ko perognii=1,...,nej=1,...,a;, cosi che
n a; n a; n a; E" Za' k
kij kij im1 2 e Kij k—1 k
[Tkt < T < TTIT 4 =0 <k <
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

dove si & usato 'esercizio Poiché k;; > 1, si ha inoltre (cfr. la soluzione dell’esercizio

Zl < (k_ 1) <2kl <ok,
k—1 D

Fissando ko = N(¢) e 6 = (1/2N(g)) min{¢, 1}, si trova

V(@ I < V]2t S (2eko BaP) <by ST (ba(N(e)HPe)",
k=ko+1 k=ko+1

per opportune costanti by e bs. Se ¢ ¢ sufficientemente piccolo, cosi che b3(N(g))!TPe < 1/2, si ottiene
|eV! (@', J)| < 2ba(b3(N(£)) )N+ da cui segue I'asserto.|

Esercizio 61 Si discuta come cambiano le stime (85.13) qualora si definiscano i domini Dy come
Dy = D(px, &k, Jo), dove ppi1 = pr — pAr e &1 =& —Ap,conpg =pe o =&, e Ap =61 +... 4,
con 0y, = 6o/k%. [Suggerimento. La stima (85.13)) va sostituita con

8Wk
Dy

max
(¢,J)ED)
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con A come in e B opportuno. La dimostrazione é per induzione. Si procede come nella
dimostrazione del lemma con le seguenti modifiche: in dobbiamo scrivere §; anziché § e
nella seconda riga di dobbiamo sostituire 1/(pd)?~! con 1/(py)P~*, =% con &, 7% e ki;! con
(ki;1)?%. Ragionando come nell’esercizio [55]si trova

, n  a; k
Zk H H(kij!)m? < (5 — 1) ((k (S - 1)) )2/6 < (k'>
i=1j=1

dove s ¢ il numero dei k;; # 0 su cui si somma. Infine in (85.20) dobbiamo sostituire §— 7"~ = 6h
con (k4 1)298;7 cosi che, utilizzando il fatto che (k + 1)2(k!)2f = ((k 4+ 1)1)2? e scegliendo B in
modo opportuno si ottiene la stima dell’asserto.]
Esercizio 62 Si mostri che & possibile definire le funzioni Wy in (85.2) all’interno di uno stesso
dominio D(p/2,£/2, Jp) e si discuta come procedere per stimarne le norme. [Soluzione. La (85.3) si
puo risolvere passando allo spazio di Fourier,

Wi(p,J') = Z gilow) BV
i{w u)

vezZ"
v#0

dove Ny, ¢ espresso in termini di coefficienti di Fourier Wy ./, con k' < ke v/ € Z™\ {0}. Per esempio
si ha (cfr. l’esercizio Ny, =V, perk=1,

oV,
W
Ji

V1,V2€Zn =1

V/+I///:IJ
perk=2e
8Vl,/ 1 0%V,
1" v // "
N3,1, = E E Vi W27,,H + 5 E E 8J2 ’Ll/ )Wl W1 i
! V regn i= V/7V//7V///€Zn i=1
l//+l/”—V l//-i-l/ +y/// v

+ Z Z 8] aJ / ) (iV;I/)Wl,V”WLV///,

v ez i,j=1

)
v +1///+1//”—1/ i#]

per k = 3. Quindi W é scritta in termini di V; W5 é scritta in termini di V' e W7y, cosi che, esprimendo
W1 in termini di V, si ottiene per W5 un’espressione in cui 'unica funzione che compare ¢ V; W3 ¢
scritta in termini di V', Wy e Wa, cosi che, esprimendo W7 e W5 in termini di V, si ottiene anche per Wy
un’espressione in cui I'unica funzione che compare ¢ V'; e cosi via. In conclusione ogni coefliciente Wy, ,,
é espresso come somma di contributi in cui compaiono s coefficienti di Fourier di derivate della funzione

V con indici vq,...,vs, con s < k, e s denominatori della forma —1/i (w,vsi1),...,—1/i{w,vas) (i
cosiddetti piccoli divisori), con vy,...,vs € Z™, mentre i vettori vei1,...,v2s € Z™ \ {0} sono dati
ciascuno da somme opportune dei vettori vy, ...,v,. Per esempio, quando si calcola W3, inserendo

Pespressione di Wy ,» e Wi pm in termini di V,» e Vi, rispettivamente, nella somma della seconda
riga di N3, si trova una somma su v/, ", """ di contributi in cui compare il prodotto
82V,/
0J;0J;

(’L.l/l{/) (Z.I/;N)VV// Vy/// s
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ovvero il prodotto dei coefficienti di Fourier delle derivate [9%V/0J;0.J;1(p,J), [0V/0pil(p,J) e
[0V/0¢;](p, J), con indici di Fourier v/, v" e v, per il prodotto

(o) (o) )

dove v = v/ + v + v, Si possono quindi usare le stime sui coefficienti di Fourier delle derivate
della funzione V(p,J) e la condizione diofantea per stimare i piccoli divisori, per ottenere stime dei
coefficienti Wy, del dominio D(p/2,£/2, Jy). Si puod formalizzare la discussione appena fatta, a tutti
gli ordini, procedendo secondo le linee del ]

Esercizio 63 Si consideri I'hamiltoniana
H(p,J) = J1 +ada +e(J2+ F(p1, p2))
dove (1, ) € R? & un vettore diofanteo e
Flpr,2) = Y e™¥F,
vezZ?

¢ analitica e tale che F,, > 0 Vv € Z?. Si calcoli esplicitamente la serie di Birkhoff. [Suggerimento. Si
trova Hi(J') = J5 e Hi.(J') =0 per k > 2, mentre

Wile.J) == D7) V>(<wy,2u>)k1

v#0

per k> 1]

Esercizio 64 Si dimostri che i coefficienti di ordine k della serie di Birkhoff dell’esercizio [63]si stimano
proporzionalmente a k!"™™'. [Suggerimento. Si trova che |Wj ,(J')| si stima proporzionalmente a
|p|7TE=D+) ¢ si usa che (k(1 +1))! < C*E!"+! per un’opportuna costante C.]

Esercizio 65 Si dimostri che i moti del sistema descritto dall’hamiltoniana H(y, J) dell’esercizio
divergono linearmente nel tempo per un insieme denso di valori di € e se ne deduca che le serie di
Birhkoff divergono. [Suggerimento. Si integrano esplicitamente le equazioni di Hamilton

) . . oF . OF
o1 =1, P2 =a+e, J1 2—58701(9017@)’ JzZ—EaTOQ(@l,m)-

Le equazioni per le variabili angolari danno
o1(t) = ©1(0) + ¢, 0a(t) = v2(0) + (a + ) t,
cosl che, inserendo le espressioni per ¢ nelle equazioni per la variabili d’azione e integrando, si ottiene
J(t) = J(0) = 3 O (i) / gt eilwen)t’
veZ?

dove abbiamo posto w. = (1,a+¢€). Poiché F,, > 0 Vv € Z", le variabili d’azione crescono linearmente
in ¢ per ogni valore di € tale che (w,,v) = 0 per qualche v € Z" \ {0}: questo succede per un numero
denso di valori di ¢
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Esercizio 66 Si consideri I’hamiltoniana dell’esercizio [631 Si dimostri che la soluzione formale
dell’equazione di Hamilton-Jacobi ¢ data da

H(J) = J| +aJs+eJy+eFy,

, F,

W(p, J) = o1J! 4+ @oJb +ie eilv)  “v

(0, J') = o1} + 2]} EZ:Q T P
v#0

Se ne deduca che le serie di Birkhoff divergono.

Esercizio 67 Sia Ho(J) un’hamiltoniana non degenere e si ponga w(J) = [0H/9J](J). Si dimostri
che se la funzione J — A(J) & tale che (A(J),v) = 0 per tuttii vettori v € Z™\{0} in corrispondenza dei
quali si abbia (w(J),v) = 0 allora A(J) deve essere parallelo a w(.J). [Suggerimento. Sia A il dominio
dell’applicazione w(J). Sia Jy tale che (w(Jy),v1) = 0 per qualche vettore v; € Z". Quindi w(J;)
giace in un piano ortogonale a ;. Muovendo un po’ J si trova un valore Js, arbitrariamente vicino
a Jp, tale che w(J3) continua a giacere sullo stesso stesso piano e (w(J2),2) = 0 per qualche vettore
Ve € Z" ortogonale a vy (Jo pud essere reso arbitrariamente vicino a Ji scegliendo v, arbitrariamente
grande). Quindi w(J2) ¢ ortogonale sia a v1 che a vy. Iterando, e modificando ogni volta di poco il
valore di J, si trova un valore J,, tale che (w(Jy,),v1) = (w(Jn),v2) = ... = (w(Jy),Vn—1) =0pern—1
vettori v1,...,V,—1. Se imponiamo che sia (A(J,),vk) = 0 per gli stessi vettori vy, ..., v,_1, ne deriva
che A(J,,) deve essere parallelo a w(.J,,). Poiché i valori Jp tali che (w(J1),v) = 0 per qualche v € Z"
sono densi e poiché J, pud essere reso arbitrariamente vicino a Jq, ne segue che w(J;) e A(Jy) sono
paralleli su un insieme denso di vettori J; € A. Sotto le ipotesi che w e A siano funzioni regolari, ne
segue che w(J) e A(J) sono paralleli su tutto A.]

Esercizio 68 Si dimostrino le (86.3) e (86.4)). [Soluzione. Si ha
1 1
/d<p sin ¢ = /d(p sin® p (1 — cos? ) = /d<p sin? ¢ — gsinggocosw -3 /d<psin4cp,
e quindi

3 — si 1
/dga sint o = 1 (gosm;ocosgo — 3sin3cpcosgo>.

In particolare si ha (sin® ) = 3/8.]

Esercizio 69 Si dimostrino le (86.15]) e (86.16)).

Esercizio 70 Si dimostri che i coefficienti di Fourier H, 51) e h(ul) nel decadono esponenzialmente e
se ne deduca che le funzioni H™® (1, Jy) e hV (¢, Jo) sono analitiche per |J(¢)| < &1, dove & € (0,€).
[Suggerimento. Si scrivano HM (1, Jy) e (Y (1), Jy) in serie di Fourier e si usi il decadimento dei
coefficienti per stimare le due funzioni. Fin tanto che |$();)| < &1, dove & € (0,&), le serie di Fourier
risultano sommabili, e si ha

EO@ < ¥ ] < 23 ek < SR e mg) T
vezm\{0} 7 Jezn

dove si & usato l'esercizio |§| per stimare l'ultima somma (e per la definizione della costante A);
analogamente si ragiona per la funzione h 1)(1/) Jo)-|
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Esercizio 71 Si dimostri che ci sono passeggiate aleatorie di 2n passi che non rappresentano alcun
albero di ordine n. [Suggerimento. Perché una sequenza di 2n segni + rappresenti un albero, essa
deve soddisfare dei vincoli. In primo luogo il numero di segni + deve essere uguale al numero di segni
—, poiché ogni ramo ¢ percorso una volta verso destra e una volta verso sinistra (e quindi la sequenza
contiene un segno + e un segno — per ogni ramo). Inoltre, come si vede dalla figura i primi due
segni sono necessariamente + e gli ultimi due sono necessariamente —.|

Esercizio 72 Si dimostri che plg! < (p+q)! Vp, ¢ € N. [Suggerimento. La diseguaglianza & banalmente
soddisfatta se p=00 ¢=0. Se p,q > 1, si ha plg! < (p+ ¢ — 1)! (cfr. la soluzione dell’esercizio ]

Esercizio 73 Con le notazioni della dimostrazione del lemma [88.28]si calcoli B(#) per 6 come nella
figura [19.14] [Soluzione. Si indichino con vy, va,v3 le tre foglie di . Si ha o,, = 1/3! e 0y, = 04, =
oyy = 1/00 =1, quindi B(#) = 1/3!]

Esercizio 74 Si dimostri che, nella stima dell’albero considerato osservazione [88.36] per opportune
scelte delle funzioni Hg e V' e dei vettori wy, v e vy, il valore (88.24)) soddisfa la (88.25)). [Suggerimento.
Si scelga
1
I — =l
HO(J) T 2 <J7 J>7 V(va‘]) T Z € )
vezn
cosi che
T(Jo) =1 = (v, T(Jo)v) = |v]* Yvez"

La (88.24) da

1 1
Val(0) = —ivg |vo*®~Y (=[wol*)” (= (vo,v)) 277

(4 {wo, v0))?P (i {wo, v))2(P+1)

e—%f\”ol-fl”\7

cosi che, se definiamo

(o, V)| |po*e Il
B = 0= 3>
|V0| 2 |<w0,uo>|
troviamo
e*f\’/|

Val(0)| = B1Bf ————————.
| ( )| 120 (z <w0’y>)2(p+1)

Scegliamo wy = (1, @) come suggerito nell’esercizio [37| e consideriamo v = (—pg, qx), dove pr/qx € un
convergente di «; si ha quindi ¢, < gr41 < 2¢]. Possiamo stimare (cfr. anche gli esercizi [31]e

Lo_ 11 1 < < Lo_1_ (1+4a?)7/?
A S 1 drQ — Pk — < o<
Av|m T Aql 2qry1 Gkt Qrer TQe+1  qf V|

Poiché i convergenti costituiscono le migliori approssimazioni razionali di «, dalla stima dal basso
deduciamo che wy soddisfa la condizione diofantea |{wo,v)| > ~|v|™7 Vv # 0, con v = 1/4. Se
poniamo C := 4(1 4 4a?)7/2, per v = (—pg, @) si ha anche | (wo, V) | < C1y|v|~7, da cui si ottiene

B B P
|Va1(<9)| > 1 <0202) |l/|2‘r(p-‘r1)e—5\u|7
Y 17

da cui segue I'asserto.|
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Esercizio 75 Si dimostri la stima [Suggerimento. Se definiamo f(x) := xPe™5% e o := p/¢, le
stime dell’esercizio [7] e la stima dall’alto dell’esercizio [I6] implicano che esiste una costante positiva C4
tale che f(x) > CVp! Va € [x0/2,2x0]. Sia & = &/2 e M := |27]. Fissato v sufficientemente grande,
si scelga k tale che £|v|/2 < Mk < 2€|v|. Per tale k si ha

(&alv)*mre > (gu])Mremsill > MR (ME) > CMF MK
e quindi
0%4227
A1§2T

k
AP AT RS > At ( ) Mtk eelir2

da cui segue I’asserto.|

Esercizio 76 Si dimostri che v/5 ¢ irrazionale e se ne trovi la rappresentazione in frazioni continue.
[Suggerimento. Supponiamo per assurdo che si abbia V5 = p/q, con p,q € IN primi tra loro. Si
avrebbe allora 5¢% = p?. Inoltre ¢ dovrebbe essere dispari: se fosse pari, 5¢> dovrebbe essere pari e, di
conseguenza, anche p? e quindi p dovrebbe essere pari, contro l'ipotesi che p e ¢ fossero primi tra loro.
Ma se g fosse dispari, in base allo stesso ragionamento, anche p dovrebbe essere dispari e si avrebbe
g=2m+1ep=2n+1,con m,n €N, cosi che 5¢> = p? implicherebbe 5(2m + 1)? = (2n + 1)?, i.e.

5(dm? +dm+1)=dn*+4dn+1 = 4Gm*+5m+1)=4(n*+n) = dSm(m+1)+1=n(n+1).

D’altra parte, essendo dispari sia m(m + 1) che n(n + 1) e quindi anche 5m(m + 1), 5m(m + 1) + 1
dovrebbe essere pari e pertanto non potrebbe essere uguale a n(n 4+ 1). Si é trovata quindi una
contraddizione. Infine si ha

1 1 1 1

Vb =24+ (V5-2)=2+ =l+———=1+——— =1+
( ) 2++5 4+ (V5 -2) 1 1

4+ —— 4+ ———

2+56 4+ (V5-2)
S I S ! =...=1+ !

: 4+ ! . 4+ ! o 44 ! |
iyt 4+ : 4+ !
2++5 44 (V5 —2) . 1

4+ ...
da cui si ottiene /5 = [2,4,4,4,4,...], i.e. ar =4 Vk > 1]

Esercizio 77 La sezione aurea vy € definita come il numero irrazionale rappresentato dalla frazione
continua o = [1,1,1,1,...], i.e. tale che a, = 1 Vk € IN. Si dimostri che 7o = (1 +/5)/2 e che il
vettore (1,7g) ¢ diofanteo con esponente 7 = 1. [Soluzione. Utilizzando ’esercizio [L7]si ha

1 1 )
Yvy=14+——"—"7—=1+4+— - Y =7 + 1.
4t o

1+...

Risolvendo I’equazione di secondo grado si trova 7o = (1 +1/5)/2, di cui solo la determinazione con +
é positiva. Poiché i quozienti parziali di vy sono limitati, per l'esercizio il vettore (1,79) ¢ diofanteo
con esponente 7 = 1.
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Esercizio 78 Si dimostri che per ogni numero irrazionale x esistono infiniti valori di p e ¢ tali che

[Soluzione. Basta considerare i convergenti py /g, di x. Si ha infatti |z — pr/qx] < 1/qrqe+1 < 1/43
Vk > 0 (cfr. Desercizio [31)).]

Esercizio 79 Sia z un numero irrazionale. Siano pg/qr 1 suoi convergenti e aj i suoi quozienti
parziali. Si introducano le successioni {ry} e {r} ponendo ricorsivamente (cfr. anche l’esercizio
per la definizione di ry)

1 _
k>0, wk::qk 2, k>2,

)
Tk4+1 dk—1

Tk = ag +

e si definisca 9y := @i + r per k > 2. Si dimostri che se ¥ < V5 e Pr_1 < NG per qualche k£ > 2
allora ¢, > (V/5 — 1)/2. [Soluzione. Si ha

1 g kg1t G2 Qr—2
= = =ag + = ag + Pk,
Ph4+1 qk—1 gk—1 gk—1
cosi che
1
+ = (ar + @r) + (rr — ax) = ox + 11

Pr+1 Tk+1

Per ipotesi si ha

1 1
o + 15 = Yy < V5, — 4+ — =1 < V5,

P Tk
da cui segue che

i.e.

1 1
5—\/5(80k+>20 = 5—\/5(<pk+>>0,
Pk Pk

dove la diseguaglianza con il segno stretto segue dal fatto che /5 ¢ irrazionale (cfr. Vesercizio .
Poiché ¢y, > 0 si ottiene

5 1 ) 1 5 1
W2 Vi +1<0 = @@ —Vippt+o<- = i—(pk <= = £—<,0;.C<f,

4 4 2 4 2 2
dove abbiamo tenuto conto che o5 < 1 (poiché gx_o < qx_1). In conclusione ¢; > (v/5 —1)/2.]

Esercizio 80 Si mostri che il risultato dell’esercizio [78| puo essere rafforzato nel modo seguente: per
ogni numero irrazionale z esistono infiniti valori di p e ¢ tali che

1
V5g?2

x—p’<
q
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[Soluzione. Dimostriamo che dati tre convergenti successivi py_o/qx—2, Pr—1/qx—1 € Pr/qk, almeno
uno di essi soddisfa la diseguaglianza, i.e. esiste i € {k — 2,k — 1, k} tale che |z — p;/q;| < 1/v/5¢?. La
dimostrazione si fa per assurdo. Supponiamo che si abbia

oo Pre2f 1 oo Pem) o 1 ’x_Pk L4
Gr—2| ~ 5}, Q1| ~ VBg_ ar |~ V/5g?
Peri=%k—2k— 1,k si ha (cfr. gli esercizie
x—& _ TiviPi +Pic1 Pi _ 1 _ 1 _ 1
qi Ti+1Gi + ¢i—-1 Qi ¢G(riv1ti + gi—1)  G(rigr +pit1)  Gigr]

dove p; e 1; sono definiti nell’esercizio Si avrebbe quindi ¢;41 < V5 peri =k — 2,k —1,k. In
virtit dell’esercizio [79] si troverebbe quindi ¢, > 8 e wry1 > 3, dove f := (\/5 —1)/2. In conclusione,
si avrebbe
1 1 2 5—-1 4—-(b+1-2v5
2—B> — Pk = ak = a < Vool _ 4 ( v5)

B P41 V-1 2 2(v/5 - 1) ’

che ¢ ovviamente impossibile.|

Esercizio 81 Si dimostri che il risultato dell’esercizio [80| non si puod migliorare, ovvero che se ¢ > /5
esistono numeri irrazionali x per cui non si possono trovare infiniti p, ¢ € IN tali che |z — p/q| < 1/cq?.
In particolare si mostri che questo non € possibile se si sceglie x = g, dove 7y é la sezione aurea
introdotta nell’esercizio [Soluzione. Si supponga che esistano infiniti p, ¢ € IN tali che

p’ 1 V5 +1

—_ = < —5, =
Yo q qu Y 2

)

con ¢ > /5. Per ciascuna di tali coppie (p, q) si potrebbe allora trovare 6 € R tale che

p 0 1 1
==+, § < =< —.
Y0 q q2 ‘| c \/g
Si avrebbe quindi
541 0 0 5 52
V5 g=vq=p+- = *—£q=—p+g = - VB =p>—pg—q>.
2 q q 2 2 q

Nell’ultima identita, per ¢ sufficientemente grande (stiamo supponendo che esistano infiniti ¢, quindi
possiamo considerare il limite ¢ — +00), essendo il membro di destra un numero intero e il membro di
sinistra un numero in modulo minore di 1 (poiché |v/56| < 1 e §2/¢? puo essere reso arbitrariamente
piccolo scegliendo ¢ arbitrariamente grande), si dovrebbe avere

2
q 5
PP opr—* =0 = p’—pq+ T =0" = W' —dpg+q®=5¢ = (2p—q)’ = (V59),
ovvero 2p —q = \/5(], che non ¢ ovviamente possile dal momento che p e ¢ sono interi, mentre NGRS
irrazionale (cfr. esercizio . Si é quindi arrivati a una contraddizione. Si puo interpretare il risultato
appena dimostrato dicendo che la sezione aurea ¢, di tutti i numeri irrazionali, quello “pit irrazionale”,
i.e. quello che peggio si approssima con numeri razionali. |
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