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Esercizio 47 Si dimostri la (57.10). [Suggerimento. Derivando la seconda delle (57.4)) e utilizzando
l'identita di Jacobi per il prodotto vettoriale (cfr. esercizio [46]), si ottiene
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che, in virtu della stessa (57.4), implica la (57.10)).]

Esercizio 48 Si consideri il sistema meccanico costituito da un disco di massa m e raggio r, che rotoli
senza strisciare su un piano orizzontale, mantenendosi sempre ortogonale al piano e diretto lungo ’asse
x e muovendosi lungo una direzione prefissata. Si risolvano esplicitamente le equazioni del moto e si
determinino le forze vincolari utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. [Suggerimento. Si
tenga conto dell’esempio In particolare la reazione vincolare che agisce sul centro di massa é
(0,mg,0), mentre la reazione vincolare che agisce sul punto di contatto con il piano é nulla.|

Esercizio 49 Si scrivano la lagrangiana che descriva un pendolo semplice di massa m e lunghezza
£ (cfr. il del capitolo [5)) e le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange. [Soluzione. Se (z,y)
sono le coordinate del punto di massa m e ¢ é I’angolo che la retta passante per tale punto e il
punto di sospensione forma con la verticale (cfr. la figura del capitolo [5| con 6 = ¢), si ha
(z,y) = ({sing, —f cos ). La lagrangiana é

1
L(p,9) = §m€2gb2 + mgf cos .

Quindi b= 7% sin o

sono le corrispondenti equazioni di Eulero Lagrange.|

Esercizio 50 Si calcolino le reazioni vincolari del pendolo semplice dell’esercizio [49} In particolare si
determino in corrispondenza di quale configurazione assumono il valoro massimo e il valore minimo.
[Suggerimento. Poiché (x,y) = (£sinp, —Lcos ), si ha

¥ =Ll cospp— Lsinpp?,
ij = £sin @ + £ cos o P2,

dove £p = —gsinp e £p? +2g(1 — cos p) = gA, se A :=2E/mgl (per la conservazione dell’energia E).
Scrivendo fy, = m& e fy,, = mj + mg si trova

fve =—mg(A+3cosp —2)sinp, fvy =mg(A+3cosp —2)cosg,

consistentemente con ’esercizio del capitolo |§| (dove langolo ¢ era denotato #). Il massimo di
|fv.el? + | fvyl? & quindi raggiunto quando ¢ = 0, mentre il minimo si ha per ¢ = .|
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Esercizio 51 Il pendolo doppio é costituito da due pendoli semplici coplanari, di massa rispettivamente
my e mo e di lunghezza rispettivamente ¢; e £5, dei quali il primo ha il punto di sospensione fisso e
il secondo & sospeso al punto di massa m; (cfr. la figura . Sia g laccelerazione di gravita. Si
scrivano la lagrangiana e le equazioni di Eulero-Lagrange del pendolo doppio. [Soluzione. Indicando
con 1 e o gli angoli che i due pendoli formano con la verticale discendente, si ha £ =T —V, con

1 . 1 . . ..
T= imﬂfcp% +5me (6323 + €505 + 2015 cos(p1 — p2) $1692)

V = —my gl cos o1 — magly cos p; — magls cos s,
cosi che

(M1 + ma)li@1 + malils cos(p1 — @2)@2 + malilasin(pr — p2)p3 = —(my + ma)é; sin ey,

m2€§¢2 + m2€1€2 COS(QDl — 902)¢1 — m2€1€2 sin(apl — QOQ)QQ% —m2€2 sin (pg

sono le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange.|
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Figura 11.5: Pendolo doppio dell’esercizio

Esercizio 52 Sia g la accelerazione di gravita. Si scrivano la lagrangiana e le equazioni di Eulero-
Lagrange per il pendolo di lunghezza variabile, i.e. per un pendolo semplice di massa m e lunghezza
che vari nel tempo secondo la legge £(t) = £y + ¢1 cost, con 0 < {1 < {y. [Soluzione. La lagrangiana é

L= %mf%bz + mlg cos g, C=1((t) =Ly (1 +ecost),

dove € := {1 /{y. Le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange sono

2esint n .
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L2 g .
QDJF?QDJFZSIHQO:O = p+

dove B8 := g/{y.]
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Esercizio 53 Sia g l'accelerazione di gravita. Si scrivano la lagrangiana e le equazioni di Eulero-
Lagrange di un pendolo semplice di massa m e lunghezza ¢, il cui punto di sospensione

(1) si muova lungo un cerchio verticale con velocita angolare costante w (cfr. la figura

(2) oscilli verticalmente secondo la legge y(t) = acoswt (cfr. la figura [11.6).

[Soluzione. Sia O il punto di sospensione del pendolo, e siano (zg,yo) le sue coordinate. Nel caso (1)
si ha xg = acoswt, yg = asinwt, e quindi

1
L= §m€2<,b2 — mlaw? sin(p — wt) + mgl cos @,

se ¢ & langolo che il pendolo forma con la verticale discendente. Le corrispondenti equazioni di
Eulero-Lagrange sono
ml*p = —mglsin p + mlaw? cos(p — wt).

Nel caso (2) si ha g =0, yo = acoswt, e quindi
L 2.2 2
L= imé $* 4+ mlaw* cos wt cos p + mgl cos @,

se ¢ & langolo che il pendolo forma con la verticale discendente. Le corrispondenti equazioni di
Eulero-Lagrange sono
ml*@ = ml(—g — aw? cos wt) sin .

Tale equazione descrive il moto di un pendolo con punto di sospensione che oscilla verticalmente;
nell’approssimazione lineare, essa diventa

an

¢+ (a+ Beoswt) p =0, a:g7 /3:_77

14

che & nota come equazione di Mathieu (cfr. la nota bibliografica).|

Y Lo Y

Yo
Yo

1) ? 2)

Figura 11.6: Pendolo semplice nei due casi (1) e (2) dell’esercizio
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Esercizio 54 Con le stesse notazioni dell’esercizio si scrivano la lagrangiana e le equazioni di
Eulero-Lagrange nel caso in cui il punto di sospensione del pendolo oscilli orizzontalmente secondo la
legge (t) = acoswt. [Soluzione. Con le notazioni dell’esercizio si ha x¢g = acoswt, yg = 0, e quindi

1
L= §m€2¢2 + mlaw? cos wt sin ¢ 4+ mgl cos
é la lagrangiana e le equazioni di Eulero-Lagrange sono
ml?p = —mglsin o + mlaw? cos wt cos p,

se ¢ & Pangolo che il pendolo forma con la verticale discendente.]

Esercizio 55 Si consideri un ellissoide omogeneo con semiassi di lunghezza a, b, ¢ che ruoti intorno
all’asse di lunghezza 2¢, che a sua volta ruota intorno a un asse a esso perpendicolare passante per
il centro di massa dell’ellissoide. Si calcoli la lagrangiana del sistema. [Soluzione. Gli assi d’inerzia
dell’ellissoide sono i tre assi principali ey, ez, e3 e i corrispondenti momenti principali d’inerzia sono

(cfr. Pesercizio |31| del capitolo

L=2®+d), L=2(2+d), L=2(2+1),
5 5 5
se a, b, ¢ sono le lunghezze dei semiassi diretti lungo eq, es, es, rispettivamente. Se # indica 1’angolo di
rotazione dell’ellissoide intorno all’asse di lunghezza 2¢ e ¢ ’angolo con cui tale asse ruota intorno a
un asse a esso perpendicolare, il vettore velocita angolare, nel sistema solidale con I’ellissoide, ¢ dato
da Q = (pcosb, psinb, ). Siha quindi

1 .
L=T=3 (11 cos? 0 ¢ + Ipsin® 0 ¢° +1392),

poiché sul sistema non agiscono forze.|

Esercizio 56 Sia P un punto materiale di massa m che si muova nello spazio euclideo tridimensionale.
Si scriva lenergia cinetica del punto P in coordinate sferiche. [Soluzione. Siano (x,y, z) le coordinate
cartesiane di P; in termini delle coordinate sferiche (p,8,¢) si ha x = pcosfsiny, y = psinfsinp,
z=pcosep, con p € Ry, 0 €[0,21) e p € [0,7) (cfr. esercizio [3] el capitolo[7). Quindi

1 Ly .
T=5m <02 + p°sin” p 6% + p2s02) 7

rappresenta ’energia cinetica di P espressa in coordinate sferiche.]

Esercizio 57 Si scriva ’energia cinetica di un punto P che si muova nello spazio euclideo tridimen-
sionale in coordinate cilindriche. [Soluzione. Siano (z,y,z) le coordinate cartesiane di P; in termini
delle coordinate cilindriche (p, 0, z) si ha x = pcosf, y = psinf, z =z, conp € Ry, 0 € [0,2nr) ez € R
(cfr. Pesercizio |4 del capitolo . Quindi

1 .
T= 3m (,4')2 + p26? —i—z"Q),

rappresenta ’energia cinetica di P espressa in coordinate cilindriche.
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Esercizio 58 1l pendolo sferico € costituito da un punto di massa m, collegato da un’asta inestensibile
di lunghezza ¢ e massa nulla a un punto fisso (punto di sospensione), come nel caso del pendolo
semplice, ma tale da muoversi nello spazio tridimensionale invece che nel piano (cfr. la figura .
Come coordinate lagrangiane si possono usare le variabili angolari (6, ¢) delle coordinate sferiche, dal
momento che il raggio p & fissato al valore p = ¢, misurando ’angolo ¢ dalla verticale discendente (cosi
che z = —fcos ). Si dimostri che la lagrangiana che descrive il sistema ¢ data da

L(0,,6,0) = %m (fzsbz + 0767 sin® w) + mgl cos ¢,

e che le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange sono

Ly = 062 sin ¢ cos ¢ — gsin g,
sin? @é = —2<,bé sin ¢ cos ¢.

Si dimostri infine che, imponendo il vincolo che il moto rimane confinato in un piano, si ottengono le
equazioni del moto del pendolo semplice (cfr. esercizio .

| — \
! //i (p - )
//i’/w e ;:y/
x \\\;:/—/::;i i‘t //~// 7
N . N

Figura 11.7: Pendolo sferico dell’esercizio

Esercizio 59 Un sistema meccanico é costituito da due punti materiali P; e P>, entrambi di massa
mi1 = mo = 1, che si muovono su un piano orizzontale, sotto ’azione della forza di energia potenziale

1
V= ik [T‘%Q — (7’% — r%)ﬂ ,

dove r15 ¢ la distanza tra i punti P; e P, r1 € la distanza di P; da un punto fisso O e r5 ¢ la distanza di
P, da O. I due punti P; e P, sono inoltre vincolati a muoversi, rispettivamente, su una circonferenza



