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Esercizio 1 Si consideri la Lagrangiana

.. 1. )
»C(qhqg,ql,qQ)=§(qf+q§)+(ﬁ+f£—(ﬁ+(ﬁ)3-

1. Scrivere le equazioni di Eulero-Lagrange, e determinare ’energia (genera-
lizzata) E, conservata dalle equazioni del moto.

2. Sfruttando la simmetria della Lagrangiana, dimostrare che esiste un in-
tegrale primo distinto da E. Detto I tale integrale primo, si consideri il
sistema di Lagrange ristretto sui livelli I = ¢, con ¢ € R\ {0}. Si dimo-
stri che tale restrizione é ancora un sistema Lagrangiano, ad un grado di
liberta, e si scriva la corrispondente Lagrangiana ridotta.

3. Si studi qualitativamente il moto del sistema unidimensionale associato a
tale Lagrangiana ridotta.

Soluzione
e Le equazioni di Eulero-Lagrange del sistema sono:
it = 2q1 — 61 (47 + 43)°
G2 = 2q2 — 6q2(qi + ¢3)°
L’energia generalizzata F, costante lungo le soluzioni alle equazioni di

Eulero-Lagrange, ¢

. oL . 1 . ) 1.
E=q~afq—£(q,(1) = §(qf+q§)—(qf+QS)+(qf+QS)3 = §q2+U(Q),

dove il potenziale U &
Ulq) = —a*+q".



e La Lagrangiana é invariante per rotazioni, i.e., & invariate sotto trasfor-
mazioni delle coordinate q — g,(q) della forma:

wia) = (oo o) (1),
dove a € R, e delle corrispondenti trasformazioni delle velocita
d— <095a —Sina> 4
sina  cosa
La corrispondente grandezza conservata €, per il teorema di Noether,

0L
¢’

@) = 2ol = (),

I=qiG2 — q241.

I=1(q,9) =f(q)

dove

8L . . 2
€56 = cosicché

E conveniente passare a coordinate ‘adattate alle simmetrie del siste-

)

ma’: visto che il potenziale U(q) dipende solo dal modulo di q, passo

a coordinate polari:
rcos 6
q= q(Ta 9) - (rsin 9)

e noto che il potenziale, nelle nuove coordinate, dipende dalla sola coordi-
nata r:

Uq(r,0)) = =12 +r° =V (r).

In altre parole, 6 € una coordinata ciclica per la Lagrangiana L ottenuta
trasformando la Lagrangiana originale nelle nuove coordinate, che ha la
forma:

. 1 .
L(r,7,0) = 5(7”2 +726%) + % — 15,

In tali coordinate, la conservazione di I prende la forma:

oL .
I="=r0=c.
00
Assumendo ¢ # 0, posso invertire tale relazione nella forma 6 = -

Usando il metodo di riduzione di Routh, ottengo la Lagrangiana ridot-
ta le cui equazioni di Eulero-Lagrange descrivono il moto del sistema sulla
superficie I(r,0) = ¢

5 A 0L ., A 1, A& 5 4
[,R(nr)zﬁ(r,r,ﬁ)—ﬁﬁ i :ﬁ(r,r,ﬁ)—ﬁzir —ﬁ—ﬁ—r —7r°.

T

e L’equazione del moto associata a Lg(r,7) &



le cui soluzioni conservano ’energia

Eolipy © 2y le,y (r)
=1t ——r'+r =7 erf(r).
2 22 2 11

Il grafico qualitativo di V.;¢(r) = < 2 416 & mostrato in Figll
rf

91

~a

“;3

Figura 1:

Le curve di livello corrispondenti, al variare dell’energia F, sono mostrate

in Fig[2}
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Figura 2:

I moti corrispondenti a tali curve di livello sono tutti chiusi e periodici.



Esercizio 2 Consideriamo un sistema meccanico formato da due punti A e B
di massa m in cui A é collegato ad un punto fisso O tramite una sbarretta lunga
L di massa M e B é collegato ad A tramite una molla di costante elastica k > 0
di lunghezza a riposo nulla.

Scrivere la lagrangiana del sistema e le equazioni di Eulero-Lagrage. Trovare
poi i punti di equilibrio e studiarne la stabilita.

[Suggerimento: Conviene usare come coordinate lagrangiane angolo ¢; che
il punto A forma con la verticale discendente e le coordinate cartesiane (x,y)
del punto B.]
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Figura 3:
Soluzione Scriviamo le coordinate dei punti:
. L . L
A= (Lsinpy,—Lcosp1) G= (5 Sm ey, Y cosp1) B=(z,y)

dove G ¢ il centro di massa della sbarretta. Scriviamo ora le velocita:

. . ) . . L . L. . L.
A = (p1L cos g1, 1 Lsingr) G=(<p1§cow1,s01§sm<p1) B = (2,7)

Calcoliamo l’energia cinetica:

m. . M . I m, - m M m
7A2 7G2 L2 732:7 7[;2.2 .2 ]
ae+ Hiee v Lo Ty = (2 + Dhrzg 4 26 1 2)
E il potenziale (a meno di costanti additive):
k 9 M kE, o o5 5 .
V= ngG+mgyA+mgyB+§\AB| = —gL(;—i—m) cos<p1+mgy+§(x +y“+L*)—Lk(x sin p;—y cos 1)

Se non c’¢ L? riprendetevela con quelli in classe



La lagrangiana sara L(p1,2,y,$1,%,9) = T — V e quindi le equazioni di
Eulero- Lagrange :

L2(m+ &)@y = —gL(& — m)singy 4+ Lk(z cos g1 + ysin )
mi = —kx + Lk sin ¢q
my = —mg — ky — Lk cos ¢
Troviamo quindi i punti di equilibrio @, = (¢1,2,y) = (0,0,—L — 5Z) (di
equilibrio stabile) e Q2 = (7,0, L — %2) (di equilibrio instabile). Studiate la
stabilita studiando la matrice Hessiana del potenziale:

gL(% +m)cosp1 + Lk(xsingpr — ycosyr) —Lk cos 1 — Lk sin ¢
—Lk cos ¢ k 0
— Lk sin ¢, 0 k

Esercizio 3 Una massa puntiforme m é vincolata a muoversi sotto 'effetto del-
la forza peso sulla superficie di un cono di semiampiezza al vertice 6 € (0, 7/2),
con asse in direzione verticale e vertice rivolto verso il basso, come in figura.

z

1. Si parametrizzi la superficie del vincolo usando coordinate sferiche cen-
trate nel vertice del cono: in altre parole, si scelgano come coordinate
parametriche la distanza p > 0 dal vertice del cono, e 'angolo azimutale
¢, come in figura.

2. Si scriva la Lagrangiana £ del sistema, usando come coordinate Lagran-

giane le variabili (p, @, p, ¢). Si riconosca che ¢ & una variabile ciclica.



3. Si ricavino le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange. Si riconosca
che tale sistema di equazioni ammette due grandezze conservate: 1’e-
nergia meccanica F e il momento coniugato alla variabile ciclica ¢, che
chiameremo A (Che da qui in poi supporremo non nulla).

4. Usando la conservazione di A, si elimini la dipendenza di ¢ nell’espressione
di E, e si esprima cosi I’energia meccanica del sistema in funzione di p, p e
di A nella forma E = mp?/2+ V.;f(p): qual & Pespressione del potenziale
efficace Verr(p)?

5. Sistudiil grafico di Vi e si discuta la natura qualitativa del moto radiale.

6. Si discutano le condizioni per cui il moto complessivo & periodico e se ne
calcoli il periodo in termini di un integrale definito.

[Suggerimento: 6 é un angolo dato e quindi fisso, non dipendete dal tempo]

Soluzione
1. P=(pcos¢sinb, psingsinb, pcosb)
2. P = (pcospsin® — posin ¢psin 0, psin ¢sin @ + pe cos ¢ sin 6, p cos 6)

T=ZIPP = 55+ p*¢*sin’6)  V =mgpcost

Quindi la lagrangiana ¢ L(p, ¢, p, ¢) = Z(p* + p2¢? sin’ 0) — mgp cos .

Notiamo che £ ¢ indipendente da ¢ e che quindi, per definizione, ¢ una
variabile ciclica.

3. Le equazioni di Eulero-Lagrange sono

mp = mpg? sin® 6 — mg cos O
d .
—(mp? + p*Psin®0) = 0
dt
Oltre all’energia
E=T+V= %(;’P + p?¢?sin? 0) + mgp cos O
¢’é un secondo integrale primo

A

A=mp’psin® == ——
o ¢ mp? sin® @

4. Riscriviamo quindi E:

m A2 m
E=—p 4+ ——  _ 4+t mgpcos=—p>+V,
27t Grenrg TP 5P 7£(p)
dove
A? 0
Ve = —————5— +mgpcos
££(p) omp? e T 9P



‘/fo(p) = mgcost — A72
2mp? sin® 6

Viip) >0 = p> (m)l/3 =: po quindi pg & un punto di

minimo del potenziale efficace e (pg, 0) & punto stabile del sistema dinamico

p=y
my = —‘/fo(P)

Dato che Vess ha asintoto verticale p = 0 e asintoto obliquo f(p) =
(mg cos 0)p, il potenziale ha la seguente forma:

oF
|

1

Figura 4:

Quindi se £ = V/;¢(po) allora abbiamo il moto banale p(t) = py mentre
se B/ > V/;(rhop) allora abbiamo che il moto radiale ¢ un moto chiuso
periodico per ogni dato iniziale.

. - Il moto complessivo puo essere periodico o quasi-periodico, a seconda
del rapporto tra il periodo del moto radiale e di quello angolare. Se il
moto radiale & banale, p(t) = po, allora il moto complessivo & periodico,

27mp3 sin’ 0

di velocita angolare ¢ = cost. = e di periodo T = o

A
mpg sin? 0

Se E > Vers(po) allora il moto di p & non banale e periodico, di periodo

P+
n:z/ dp
- (B = Vers(p)

dove p4 sono le due radici di E = Vz¢(p).

L’incremento di ¢ durante un periodo di p é

A Pt d
Ap=2——r / p
S pp2, [ 2B~ Vers(p))
Il moto complessivo & periodico se e solo se % € Q, e in questo caso, se

Agp = 2%, allora il periodo del moto & ¢T),.



Si consideri un punto materiale di massa m vincolato a muoversi su una
superficie ellissoidale di equazione

2(2% +¢°) + 2* = R?,

sottoposto all’azione della gravita e collegato agli estremi dell’ellissoide (0,0, =R)
tramite due molle di costante elastica k.

1. Si parametrizzi ’ellissoide usando coordinate cilindriche, i.e., nella forma
p(z) cos b
x = | p(2)sinf | con p(z) = R22—z27 z€[-R,R] ef€|0,2m). Siscriva
z
quindi la Lagrangiana del sistema in termini delle coordinate (z, 8) e delle
loro derivate.

2. Si scrivano le equazioni di Eulero-Lagrange corrispondenti.

3. Siriconosca che il sistema ammette una coordinata ciclica e si identifichi il
momento conservato corrispondente (si chiami A il suo valore). Usando la
legge di conservazione di tale momento, si esprima 6 in termini di A, z, 2.

4. Si scriva l'espressione dell’energia meccanica E del sistema. Si sostituisca
I’espressione di 0 in termini di A, z, # ricavata al punto precedente in quella
dell’energia meccanica, e si esprima quest’ultima in termini di A e delle
sole variabili (z, 2). Si identifichi quindi il potenziale efficace Vesr(2).

5. Si determini I’'equazione delle curve di livello nel piano (z, ) e se ne disegni
il grafico, per A > 0 fissato, al variare dell’energia E. Si discuta la natura
qualitativa del moto della variabile z.

6. Si determinino le condizioni sui dati iniziali affinché il moto complessivo
del sistema sia periodico e se ne calcoli il periodo in termini di un integrale
definito. Esistono dati iniziali per cui il moto complessivo non é periodico?
Se si, qual ¢ la natura di tali moti non periodici?

Soluzione Si veda la soluzione al seguente link:
http://www.mat.uniroma3.it/users/giuliani/public_html/didattica/MA_
2015/soluzioni_terzo_scritto_7-9-2015_v2.pdf
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