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Attenzione: ** prima dell’esercizio significa che ¢ quello da +2 che di

solito sta tra le quadre (non mi funzionano le quadre)

Esercizio 1 Un sistema meccanico ¢ costituito da due sbarre uguali, retti-
linee, omogenee, pesanti, di massa M e lunghezza ¢, vincolate a muoversi su
un piano verticale. La sbarra AB ha l’estremo A vincolato a scorrere sulla
retta orizzontale passante per O, mentre l'estremo B é vincolato a scorrere
sulla retta verticale passante per O, come descritto in figura.
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La sbarra C'D ha ’estremo C' incernierato nel punto di mezzo della sbarra
AB. Oltre alla forza gravitazionale, il sistema & soggetto a una forza elastica
di costante elastica k, che agisce su D e ha centro in O.

Tutti i vincoli sono supposti ideali. Si usino come coordinate Lagrangiane
gli angoli # e ¢ mostrati in figura.



e Scrivere energia cinetica e potenziale del sistema
e Scrivere la Lagrangiana del sistema e le equazioni di Eulero Lagrange

e Riconoscere che (6, ¢,0,0) = (0,0,0,0), («,0,0,0), (0,7,0,0), (7, 7,0,0)
sono punti di equilibrio e studiare la stabilita del punto (0,0,0,0) al
variare di k

e **Determinare gli eventuali altri punti di equilibrio, al variare di k

e Si consideri ora il caso in cui il sistema si muove in assenza di gra-
vita, ovvero, si ponga l'accelerazione di gravita g uguale a 0 nelle
equazioni del moto determinate sopra. Riconoscere che la Lagran-
giana é invariante sotto il gruppo di trasformazioni a un parametro
9a(0,9) = (0+a, p+a) e calcolare la carica di Noether corrispondente.

http://www.mat.uniroma3.it/users/giuliani/public_html/didattica/
MA_2018/soluzioni_scritto_1.pdf

Esercizio 2 In un piano verticale, un’asta di massa M e lunghezza ¢ ha
un estremo vincolato nell’origine; l’altro estremo ¢é collegato ad una molla di
costante elastica k > 0, che si mantiene sempre verticale. Lungo 'asta puo
scorrere un punto materiale P di massa m, collegato all’origine del sistema
di riferimento tramite una molla di costante elastica k > 0.

e Determinare la Lagrangiana del sistema
e Scrivere le equazioni di Eulero Lagrange
e Individuare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita

e Identificare ’energia generalizzata e verificarne esplicitamente la con-
servagzione.

Esercizio 3 Un disco di massa m e r > 0 rotola senza strisciare lungo una
guida circolare di raggio R (R > r) di un riferimento verticale. Il centro
del disco & collegato agli assi del riferimento tramite due molle di costante
elastica k > 0, che si mantengono sempre parallele agli assi.

e Determinare la Lagrangiana del sistema
e Scrivere le equazioni di Eulero Lagrange
e Individuare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita

e **Si supponga ora che la guida ruoti attorno all’asse verticale. Scrivere
la Lagrangiana del sistema.


http://www.mat.uniroma3.it/users/giuliani/public_html/didattica/MA_2018/soluzioni_scritto_1.pdf
http://www.mat.uniroma3.it/users/giuliani/public_html/didattica/MA_2018/soluzioni_scritto_1.pdf

Esercizio 4 Per ¢ > 0 si consideri la lagrangiana

1. Determinare ’'Hamiltoniana.
2. Determinare le equazioni di Hamilton.

3. Determinare la trasformazione canonica generata dalla funzione gene-
ratrice di seconda specie F(q, P) = Plogq.

4. Usare la trasformazione canonica trovata al punto precedente per in-
tegrare le equazioni del moto con dati iniziali ¢(0) = 1,p(0) = 0.

Soluzione
1. Abbiamo p = 50 = q% da cui otteniamo ¢ = pg® e quindi
q
2.2
pq
H(q,p) = =~ +logg
2. Le equazioni di Hamilton sono:
. OH 9
q= o bq
P
OH 9 1

_9F _p

p = =
3. La trasformazione canonica generata da F' e data da %%‘ I
Q= 9P =loggq

da cul otteniamo la trasformazione
P(p,q) =pqs,  Q(p,q) =logyq

4. La nuova Hamiltoniana ¢ data da H(P,Q) = %2 + @ e le nuove
equazioni del moto sono:
. OH
= — = P
OP _
oH
QR

= -1
da cul otteniamo

2

P(t)=P(0)—t  Q(t) = Q(0) + P(0)t %

con dati iniziali Q(0) =log1 = 0, P(0) = 0 da cui otteniamo

2 2

q(t) = e 2,p(t) = ~te?



Esercizio 5 Si consideri, per pi,p2 > 0, le seguenti due trasformazioni di
coordinate

Q1= \/p2cosq1 Q1= \/P1cosq
Q2 = /D1 cOS g2 Q2 = /P2 cos g2
Py = -2,/p2sinq Py = -2,/prsinq
Py = —-2,/p1singy Py = —2,/pasin gz

Dire quale delle due trasformazioni € canonica.

Si trovi, per la trasformazione del punto precedente, una funzione
generatrice di prima specie F'(q1, g2, Q1,Q2).

Si verifichi esplicitamente che la funzione generatrice F' = F(q1, q2, Q1, Q2)

trovata al punto precedente soddisfa la condizione che la matrice 2 x 2
2F

0q;0Q;

[Si discuta se sia possibile trovare una funzione generatrice di seconda
specie e, in caso affermativo, la si determini.]

di elementi

& non singolare.

Ulteriori esercizi

Esercizio 1 Si consideri ’Hamiltoniana

2

P 2
H="¢%
26

1. Determinare le equazioni del moto.
2. Determinare la Lagrangiana associata.

3. Determinare la trasformazione canonica generata dalla funzione ge-
neratrice di prima specie F(q,Q) = Q% e determinare la nuova
Hamiltoniana.

4. Usare la trasformazione canonica trovata al punto precedente per ri-
solvere le equazioni con dati iniziali ¢(0) = 0,p(0) =1

Soluzione

1. Le equazioni di Hamilton sono:

OH
¢g=—= pe_zq
dp
p= _87H — —p26*2‘1
dq



2. Dalla prima equazione di Hamilton, abbiamo che p = ¢e??, la Lagran-
giana associata all’Hamiltoniana assegnata é

1
= — (je2q

L(q,q) = St;p{pé —H(q,p)} = {pq — H(qm)] 5

p=qe3d

3. La trasformazione canonica generata da F' é

p= 67F = Q2%
%
90 Qe

che si pud invertire in
_9
Q=vpe:  _ Ja=ls(-5)
P = —2,/pe2 p=—3QP

Si noti che la trasformazione cos‘1 determinata mappa in modo inver-
tibile (¢,p) € R x (0,+00) in (Q, P) € (0,400) x (—00,0). L’'Hamilto-
niana nelle nuove coordinate é

Q. P) = 5Q'

4. Le equazioni di Hamilton nelle nuove coordinate sono semplicemente

. oH

la cui soluzione é

I dati iniziali ¢(0) = 0,p(0) = 1 corrispondono, nelle nuove variabili, a

Q(0) =1,P(0) = —2.
La soluzione desiderata nelle nuove variabili é, quindi,
Q) =1, P(t)=—2(t+1)

Riusando il cambio di variabili, otteniamo la soluzione desiderata nelle
coordinate originali

q(t) = log(t + 1), p(t) = (£ + 1)

che é definita per t > —1.



Esercizio 2 si consideri la lagrangiana
L(g,4) = ¢d°
1. Per quali valori di ¢ la lagrangiana £ é regolare?

2. Determinare I’Hamiltoniana associata e le corrispondenti equazioni di
Hamilton.

3. Si dimostri che la trasformazione di coordinate
{Q _ %2
q
_ _4¢
P=- 3
¢ canonica, mostrando che ¢é la trasformazione associata alla funzione

generatrice di seconda specie G(q, P) = —éipg. Su quale dominio &

definita la trasformazione?. Determinare 1’Hamiltoniana nelle nuove
coordinate.

4. Usare la trasformazione canonica del punto precedente per risolvere le

equazioni del moto con dato iniziale ¢(0) = 1,4(0) = %

Soluzione

oL
1. p= 87(] = 2qq, quindi, se ¢ # 0, ¢ = 2%. La Lagrangiana ¢ regolare su

ogni intervallo non contenente ¢ = 0

2. L’Hamiltoniana ¢&

H(q,q) = sup{pq — L(q,d)} = [pd - H(q,p)]

. p 4q

Le corrispondenti equazioni di Hamilton sono

. OH

- P

q - ap - 2q
)
p = —_—— = T
Oq 4

3. La trasformazione assegnata ¢ definita per ¢ # 0 e p #= e mappa in
modo invertibile {¢ > 0,p > 0} in {@ > 0, P < 0}, {¢ > 0,p < 0} in
{Q>0,P>0},{¢g<0,p>0}in{Q <0,P<0}e{q<0,p<0}
in {Q < 0,P > 0}. Consideriamo il caso {¢ > 0,p > 0} + {Q >
0, P < 0} (gli altri casi si trattano analogamente). Su tale dominio, la
trasformazione inversa di quella assegnata é

¢=(3QP*)'?
p=(-12Q°P?)'/?



Per dimostrare che ‘e canonica, cerco una funzione generatrice di se-
conda specie G(q, P) tale che

BG 4 2
= yq(q,P) =35
8G 4q2 4¢3
Q=755P) = 35(=5p)* = 5=
che ¢ risolta da G(q, P) = —%, e dimostra che la trasformazione ¢
canonica.

Nelle nuove coordinate, I’Hamiltoniana ¢ H (Q, P) = Q le cui equazioni

di Hamilton sono )
Q=0
P=-1

4. Integrando le equazioni precedenti, otteniamo

Q) =3
P(t)=—(1+1)

nelle coordinate (g, p) la soluzione &

che é definita per t > —1

Esercizio 3

1. Data I’'Hamiltoniana

H———I—l—U q
2m ()

con (q, p) € RS. Si verifichi che, se U(q) & invariante rispetto a rotazio-
ni attorno all’asse e3 (i.e. U(q) = V(v/@® + ¢3,¢®) per un’opportuna
funzione V, allora la parentesi di Poisson di H con la terza componente
del momento angolare Is = (q A p)3 = q1p2 — q2p1 € uguale a zero.

2. Si verifichi che {Il,IQ} = 13,{12,13} == 117{13,11} = _[2. Si dimostri
quindi che se il potenziale U dell’Hamiltoniana al punto precedente ¢
invariate per rotazioni sia attorno all’asse es che attorno all’asse eq,
allora tutte e tre le componenti di I = q A p sono integrali primi del
moto.



Soluzione

q2p3 — 43p2
1. Definiamo p(q1,q2) = \/m, e ricordiamo che I = | q3p1 — q1p3
q1p2 — q2p1
Gli ingredienti necessari per il calcolo di {H, I3} sono:
oV @
Ap i +a n )
OH 0@ ;2 ] oH 44 0l3 b2 oI5 42
aq | op ap \m|] 9 "\ 7H =| o
dq dp W op % dq : op ;
dq3
Quindi
ov
(H, I} = [_ Nnaz th] B [101102 n p2p1} 0
9p P p m m
2. Osserviamo che
oq p3 op q3 aq 3 =
—P2 q2 p1 —q

(le derivate della terza componente sono gi‘a state calcolate al punto

1). Quindi

{I, 12} = qip2 — @op1 = I3
{I2, I3} = qap3 — q3p2 = 1
{Is3, 11} = q¢3p1 — qupz = I»

Come visto al punto 1, se il potenziale é invariante per rotazioni at-
torno all’asse es, {H, I3} = 0. Quindi, con un ragionamento analogo
concludiamo che se il potenziale ¢ invariante anche per rotazioni attor-
no all’asse ey, {H,I;} = 0. Ma allora, se {H,Is} =0e {H,[;} =0
allora {H,{Is,1;}} = 0 cio¢ {H, 1} = 0.
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