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Figura 5.42: Traiettorie del sistema ridotto per il modello SIR endemico per Ry > 1.

natalitd e di mortalita sono indipendenti dalla malattia, occorre che p sia prossimo a 1, v sia piccolo
e By grande. Per By e 7 valgono le stesse considerazioni dell’esercizio un valore di p vicino a 1
comporta che la maggior parte della popolazione ¢ stata vaccinata.]

Esercizio 82 Il modello SEIR endemico & una variante del modello SIR endemico (cfr. Pesercizio [77]),
in cui gli infetti non diventano contagiosi immediatamente e sono pertanto divisi in due categorie: gli
infetti che sono gia diventati contagiosi (infettivi) e gli esposti, che, pur avendo contratto la malattia,
non sono ancora contagiosi. Il numero degli infettivi ¢ indicato ancora con I, mentre E denota il
numero degli esposti. Il sistema di equazioni che descrivono 1’evoluzione della malattia ¢ dato da

S = —BIS — uS + (1 — p)uN,
E =pIS —oE — ukE,

I=0F —~I —ul,
szl—uR—i—puN,

dove N = S+ E + I + R rappresenta la popolazione totale, i parametri 3, v, u e p sono definiti come
nell’esercizio [77}, mentre o rappresenta il tasso di incubazione; p = 0 corrisponde al modello SEIR
senza vaccinazione, p € (0,1] al modello SEIR con vaccinazione. Si dimostri che la popolazione &
costante e che l'insieme Q = {(S,E,I,R) € R*: S,E, I, R > 0} & invariante. |Suggerimento. Si ha
N = —BIS — uS + (1-=p)uN +BIS —0FE — uE+oE —~I — pul +~I — puR+ puN = 0. Inoltre, se
S=0siha$>0,se E=0siha E>0,se ] =0sihal>0,eseR=0sihaR>0: questo mostra
che l'insieme Q ¢ invariante.]

Esercizio 83 Si determinino i punti di equilibrio del modello SEIR endemico senza vaccinazione
(cfr. Desercizio e se ne calcoli la stabilita al variare dei parametri v, 5o = BN, u, p e o, nel caso in
cui lanalisi lineare sia sufficiente. Si dimostri in particolare che, definendo Rg := Boo /(v + p)(o + p),
si ha per Ry = 1 una biforcazione nel senso dell’esercizio [Suggerimento. 1 punti di equilibrio sono
i punti P = (So, Ep, Iy, Ro) in corrispondenza dei quali si annulla il campo vettoriale. Si ha I=0
se I = 0 oppure se foS = (y+u)(c+u). Sel =0,sitrova S =N, =F =R = 0; se invece
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S =8y :=(y+4 u)(oc+ u)/Bo = N/Ro, avendo definito
_ b
(c+u)(y+n)’
se Ro > 1,sitroval = I, E = Ey e R= Ry, dove
7

+ +
Iy = *(mo - 1) N, E;:= 7 'ufg = 2 Mﬁ(mo - 1) N, Ry:= 1—’2 = l(m() - 1) N,
Bo g o fo K Bo
cosi che si hanno i punti di equilibrio
PL= (N.0.0.0), Py = (S0, Ba. T Ro) = (e, M o3, 1) v, (38— 1) N, (93 — 1) ),
Ro  abo Bo Bo

dove P, ¢ definito solo se Ry > 1 e coincide con P; per Ry = 1. Per studiare la stabilitd dei punti di
equilibrio, al solito, conviene prima studiare il sistema ridotto

S = —BIS — uS + puN,

E=BIS—cE — uE,

I=0E— vyl —pl,
dove N ¢ una costante, e poi ricavare R utilizzando il fatto che R = N — S — E —I. I punti di equilibrio
del sistema ridotto sono @1 = (N,0,0) e Q2 = (Sa, F2,I5). La stabilita di ciascuno dei due punti di
equilibrio si discute calcolando la matrice jacobiana J del sistema linearizzato corrispondente. Per Q)

si trova _u 0 —Bo
J=JQ1)=| 0 —(c+npn) Bo ,
0 o —(v+n)

cosi che il polinomio caratteristico &
p3(A) = A+ ) (V% + (v + 2 + ) A + (v + p) (o + p)(1 = Ro)).-

Oltre a Ay = —pu, gli autovalori sono Ao = —(y+2u+0—A)/2e Ag=—(y+2u+0o+A)/2, dovesi ¢
posto

A= /(7 +2u+0)? +4(y + p) (o + 1) (Ro — 1).
L’autovalore A; é sempre negativo, mentre Ay e A3 o sono negativi o hanno comunque parte reale
negativa se Ry < 1; se invece Ry > 1, Ay € positivo; se infine Ry = 1 si ha Ay > 0 e A3 = 0, quindi
I’analisi lineare non ¢ sufficiente. In conclusione ); ¢ instabile se SRg > 1 e asintoticamente stabile se
Ro < 1. Per Qs, che esiste se Ry > 1, si trova

—/Jmo 0 _ﬁO/mO
J=J(Qz2) =[P —1) —(c+p) Bo/Ro |,
0 o —(v+np)

cosi che il polinomio caratteristico & p3(\) = —P(\), dove P()\) := A3 + aA? + b\ + ¢, con
a=y+p2+Ro)+o, b:=pRo(y+2u+o0), c:=ply+p)lo+p) (Ro—1).

Per studiare il segno degli autovalori, applichiamo la regola dei segni di Cartesio (cfr. I'esercizio
del capitolo @ Poiché a, b, ¢ > il polinomio P(\) non ha zeri positivi e ha o 1 o 3 zeri negativi: ne
concludiamo che gli zeri di P(A) sono o tutti e tre negativi, oppure uno & negativo e due sono complessi
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coniugati, i.e. della forma A = u % v, con v # 0. Nel secondo caso, ponendo P(u + iv) = 0, otteniamo
due equazioni, una per la parte reale e una per la parte immaginaria del polinomio:

u® — 3uv? + au® — av® 4+ bu+ ¢ =0, (—v* 4 3u® 4 2au + b)v = 0.

Poiché stiamo supponendo v # 0, la seconda equazione da v? = 3u? +2au+b, che, inserita nella prima,
implica Q(u) := 8u3 + 8u? + 2(a? + b)u + (ab — ¢) = 0. Si verifica immediatamente che

ab= (y+2p+2Ro +0) pRo (Y +2u+0) = ply+p)(oc+p) (Ro—1) = ¢,

cosi che il polinomio Q(u) ha 1 o 3 zeri negativi, e nessuno zero positivo. Ne segue che gli zeri di
P(X) o sono negativi o, se sono complessi coniugati, hanno comunque parte reale negativa. Pertanto
gli autovalori di J(Q2) hanno anch’essi tutti parte reale negativa, da cui si deduce, per il teorema
che Q)5 ¢ asintoticamente stabile. Ragionando come nella soluzione del’esercizio[78] si conclude che, per
il sistema completo, se Ry < 1, I'unico punto di equilibrio ¢ P; ed ¢é stabile, mentre, se 3y > 1, esistono
due punti di equilibrio P; e P, di cui il primo ¢é instabile e il secondo ¢ stabile. Si noti che i punti
di equilibrio stabili sono asintoticamente stabili se ci restringe ai moti che si svolgono sull’intersezione
dell’iperpiano S + F + I + R = N con l'insieme Q definito nell’esercizio i.e. se si considera come
spazio delle fasi una qualsiasi superficie in cui N sia stato fissato.]

Esercizio 84 Si discuta la stabilita dei punti di equilibrio del modello SEIR endemico senza vac-
cinazione nel caso in cui l’analisi lineare non sia conclusiva (cfr. l'esercizio . [Soluzione. Dalla
discussione dell’esercizio [78| segue si deve studiare la stabilita del punto di equilibrio Py per Rp = 1. In
tal caso si considera il sistema ridotto nel piano (S, E, I), le cui le equazioni sono date nella discussione
dell’esercizio [83] Un primo cambiamento di coordinate, che consiste in una traslazione di N nella
direzione S, porta il punto di equilibrio nell’origine; ponendo S’ := S — N, in termini delle coordinate
(S, E, I), le equazioni diventano

S = —BIS" — BNT — uS’,
E = BIS' + BNI — oE — uE,
I= o —~I —ul,

ovvero, in forma vettoriale,

Sl S/ —ﬁIS,
El=J@)E]|+| BIY |,
I I 0

dove il primo termine tiene conto dei termini lineari e il secondo dei termini quadratici; la matrice del
sistema linearizzato ¢ ovviamente ancora J(Q1), come definita nella discussione dell’esercizio con
Boo = (o + p)(y + p) dato che Ry = 1. Gli autovalori di J(Q1) sono (cfr. l'esercizio A= —p,

Ay = —v—2u— 0 e A3 =0, e gli autovettori corrispondenti sono
o= (1,0,0), v = ((7+M)(U+M),_N+U’1> = <_(7+u)(0+u)7 /~L+’Y71) .
o(y+p+o) o o o
Per semplificare le notazioni poniamo
Lo Otplety o pto oty p

)

ol o ’ o ':'y—l—,u—&—a'
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La matrice del cambiamento di base che porta alla base degli autovettori ¢ quindi

1 0 0
P=|ad -b 1],
—a ¢ 1

mentre la matrice del cambiamento di coordinate é

1 b+c a(l+d) a(b—cd)

Q=P = 0 —1 ¢
b+c 0 1 b

Chiamando (z,y, z) le coordinate nella nuova base si ha

x S’ 1 b+c)S"+a(l+d)E+a(b—cd)I

y|=Q F| = —E+cl ,

p ) bte E+bI

S’ T T 1 ad -—a x T+ ady — az
El=Q 'yl =P |y]l=|0 —-b ¢ y| = —bz + cy
1 z z 0 1 1 z y+z

In particolare 'ottante {(S, E,I) € R3 : S, E,I > 0} viene trasformato dal doppio cambiamento di
coordinate nell'insieme R = {(z,y,2) € R®: 2 > —4, 2 > 0}, dove si ¢ tenuto che S’ > —4 e
pto y+p  p (L+o)y+p+o)—py+p)

b—cd= = > 0.
o o Yt+uto o(y+p+o)

Nelle nuove variabili, dal momento che risulta

—u 0 0
QJI(QQ™" = ( 0 —y—2u—o 0) :
0 0 0

il sistema di equazioni assume la forma

@ s’ s’ —BIS" x —BIS’
g =QE|=QJ@Q)|E|+Q| 8IS | =QJ@Q)Q " |y ]| +Q| BLS
Z I 1 0 z 0
— 1 b+c a(l+d) a(b—cd) —B(x+ady —az)(y+ 2)
=|-O+2utoly |+ 0 -1 c Bz+ady—az)(y+2z) |,
0 e\ o 1 b 0
e, scritto per componenti, diventa
jj = —H3?+AF($7ZJ’Z)7
2=CPF(z,y,z),
dove abbiamo posto
a+ad 1 1
A= DT -1, B'__b—|—c7 C‘_b—|—c’ F(z,y,2z) =8 (x+ady —az) (y+2).
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Definiamo W = W (x,y, 2) := (2® + y? + 2?). Si ha
W = 2xi + 2yy + 222 = —pa? — (y+2u + o) y* + (Az + By + C2) F(x,y,y)
= —pa® — (v +2u+0)y® — aBCz* + BG(z,y, 2),

dove
G(z,y,2) = (Az + By + C2) ((y + 2) (¢ + ady) — ayz) — az* (Az + —By) .

Sia 72 := 22 +y?; si ha |z £ y| < |z| + |y| < V2r e |y| < r, come & immediato verificare. Si trova (si
ricordi che si ha z > 0in R)

1G(2,y,2)| < of ((\/57“ + z) (\f?r (r+2)+ rz) + \/57"22) <202 (r(r +2)2 4 rz(r+2)+ rz2) )

dove oy := max{1, |4|,|B|,C,a,ad}. Sia (z,y,2) € {(z,y,2) € R:2? +y? + 22 < 2}, con § < N da
fissare. Sia 2aq := min{u,aBoC}. Se Nr? < 23 si ha, per § sufficientemente piccolo,

202 1402 o\1/2
Bo|G(x,y,2)| < O\;IN/BO (423/22'2 +22%/2,2 4 z3/2z2> < %27/2 < 14a§ﬁo<ﬁ) 23 < ap2’,

mentre se Nr? > 23 si ha, sempre per § sufficientemente piccolo,
5\1/3
Bo |G(z,y,2)| < 20380 <4r7“4/3N2/3 + 2Pt/ 3NZ/3 4 rr4/3N2/3) < 1404%60(N) Nr? < agNr2.
Poiché per ogni z,y € [0, N] si ha
(22 +y?)% = 25 + 3aty? + 322yt + ¢f < a2t (x2 +3y2) +302y* + 48 < ANZzt 4 322yt + o

<AN?z* + 3N2?y3 4 9% <4ANZ2? + 8Nz + 495 = 4 (Ngc2 + y3)2 ,
possiamo stimare

) 3

W < —2aq (r2 + %) + %max{zg’,NrQ} < —% (Nr? +2%) < —40% (r*+ 22)3/2 < —%W3/2.
Sia Wy la soluzione dell’equazione W = —(ap/4AN )W3/ 2. T'equazione si integra per separazione di
variabili e, per ogni dato iniziale (Z,, Z) in un intorno sufficientemente piccolo dell’origine, si trova

4Wo 0 Q)
Wo(t) = 0) 5 Q= o
(2 + Oélty/ Wo(O))

dove Wy(0) =22 + 32 + 2z2. Fissato W (0) = Wy(0), si ha W (t) < Wy(t) V¢t € R per l'esercizio 48] del
capitolo 4] Questo dimostra che, per dati iniziali in R sufficientemente vicini all’origine, le traiettorie
(x(),y(¢), z(t)) tendono all’origine, ovvero che tutte le traiettorie (S(¢t), E(t),I(t)) che abbiano dati
iniziali in Q sufficientemente vicini a (N, 0, 0) tendono a (NN, 0,0), che & pertanto un punto di equilibrio
asintoticamente stabile per il sistema ridotto. La conservazione di N implica che R(t) tende a 0, da
cui si conclude che, per il modello SEIR endemico senza vaccinazione, se Ry = 1 il punto di equilibrio
P, = (N,0,0,0) é stabile — e asintoticamente stabile se si considera come spazio delle fasi 'iperpiano
S+E+E+R=N,con N fissato. (Per una diversa dimostrazione si veda lesercizio 38).|

Esercizio 85 Si dimostri che, nel modello SEIR endemico senza vaccinazione, per N fissato e Ry < 1,
si ha un punto di equilibrio asintoticamente stabile globalmente attrattivo. [Suggerimento. Per Ry < 1,
si ha il solo punto di equilibrio P; = (N, 0,0,0), che ¢ asintoticamente stabile se si considerano dati
iniziali con N fissato (cfr. lesercizio . Per dimostrare che il suo bacino di attrazione é l'intero
insieme Qn = {(S,E,I,R) € R} : S+ E+ I + R = N}, si ragiona come segue (cfr. il teorema
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per una trattazione simile). Si consideri il sistema ridotto (cfr. 'esercizio nel piano (S, E,I) e si
definisca in Dy = {(S, E,I) € R : S > 0} la funzione di Ljapunov
u+o

o
La funzione f(z):=z —1—logz, per > 0, & convessa e ha in 2 = 1 un minimo assoluto nullo: infatti
flxy=1—-2"t=0seesolose x =1, f(x) =272 > 0e f(1) = 0. Quindi si ha W(N,0,0) =0e
W(S,E,I)>0VY(S,E,I)# (N,0,0) in Dy. Inoltre risulta

W(&E,I)::S—N—Nlog%—i—E—&— I.

N w+o .
W= (1—§>S+E+ i
N
- (1—§) (—,BIS—MS+MN)—i—(ﬂIS—aE—uE)—&—M T (0B —~I — pl)
2
:—ﬁIS—uS+uN+ﬁNI+uN+%+BIS—0E—ME+ME+UE—w[
g

(B4 ) (e ),
:—MN(J;+§—2>—W(1—%)L

La funzione g(z) := x +2~! — 2, per > 0, & convessa e ha in = 1 un punto di minimo nullo: infatti
g(x)=1—2"2=0seesolosez =1, g"(x) =2/2° >0e g(l) = 0. Ne concludiamo che in Dy la
funzione W soddisfa le seguenti proprieta:

o W(N,0,0)=0e¢W(S,E,I)>0Y(S, E,I) % (N,0,0);
e W(S,E,])<0eW(S,E,])=0scesolose S=Nel=0.

Di conseguenza, se indichiamo con ¢(t, ) = (S(t), E(t), I(t)) la soluzione con dato iniziale = (S, E, I),
per ogni € Dy, si ha W(p(t,z)) < W :=W(Z), e qumdl
<

0<EW<W, 0<I0)<-——W, 0<5)<S.(0),

dove S, (W) ¢ la soluzione unica maggiore di N dell’ equazione S — N —log(S/N) = W, cosi Che la
traiettoria ¢(t,Z) rimane sempre all'interno di un compatto e L := L, (Z) # 0 (cfr. il lemma [19.9);
inoltre si ha L C Dy, poiché L ¢ invariante (cfr. il teorema eS>0se5=0. Supponlamo per
assurdo che L non consista nel punto di equilibrio zg := (N, 0,0). Se L contiene un punto x # xg, si ha:
©(t, ) # xq, per il teorema di unicita; (¢, z) € L, poiché L & invariante; W (@(t, z)) = 0 ¥Vt > 0, per il
teorema Sedaunlato W =0solose S=Nel= 0, dall’altro 'insieme in cui S=Nel =0
non contiene altre traiettorie oltre a zo: infatti se S = N e I = 0, si ha I = 0 solo se E = 0. Quindi
non ¢ possibile che esista una traiettoria (¢, z), con & # xo, per cui si abbia W(p(t,z)) = 0 ¥Vt > 0.
La contraddizione trovata mostra che si ha necessariamente L = {z¢}. Si procede poi ragionando come
nella dimostrazione dei teoremi e poiché da ogni successione di tempi {¢x} si puo estrarre
una sottosuccessione {t, } tale ¢(t, ,Z) — ¢ e il limite non dipende dalla particolare sottosuccessione
scelta, allora si ha @(tk7 T) — xg, e poiché la successione {t;} & arbitraria, allora, per il teorema ponte
(cfr. il teorema [19.4), si ha ¢(t,Z) — xo. Data I'arbitrarieta del dato iniziale Z, ogni traiettoria con
S > 0 tende a xo. D’altra parte se S = 0 si ha S(0) > 0 e quindi S(t) > 0 V¢t > 0 e la traiettoria
entra nell’insieme Dy in cui si applica I’argomento precedente: ne segue che anche le traiettorie con
S = 0 tendono a zg. Per concludere la dimostrazione si osservi infine che, per la conservazione di N,
se (S(T), E(t),I(t)) converge a (N,0,0), necessariamente R(t) converge a 0.]
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Esercizio 86 Si dimostri che, nel modello SEIR endemico senza vaccinazione, per Rg > 1 e N fissato,
si ha un punto di equilibrio asintoticamente stabile il cui bacino di attrazione coincide, a meno di un
insieme di misura nulla, con Qn = {(S,E,I,R) e RY : S+ E +1+ R = N}. [Soluzione. Si consideri
il sistema ridotto (cfr. I’esercizio nel piano (S, E,I) e si definisca in D := {R} : S,E, I > 0} la
funzione di Ljapunov

S E I
W (S, E,I) ::S—Sg—SglogS—2+E—Eg—EglogE—2—|—'u+U (1 12—1210g1_2)

o
dove Sy, E5 e I sono definiti come nella discussione dell’esercizio Si verifica facilmente (cfr. la

discussione dell’esercizio [85) che si ha W (S, Bz, I)=0e W(S,E,1)>0Y(S, E,I)#(S2, E2, I5) in D.
Iinoltre risulta

s SQ E2 . nw—+o Ig
W= (1-2) s+ (1-2) s 20 (1- )1
= (1—%2) (—BIS—NS+MN)+<1—E2> (BIS—cE—pE) + ;”’(1—12> (0 E—~I—pl)

S, 18 E  (uto)yt
= —uS + uN + pSs — uN = fﬂngJr(ngu)EQf(qug)]QT wh

_u(S—N)+ “*;2(5 N)— (,BWIES+( +a)f—2(“+”l(”“)>g(mo_1),

y+ulS
E

%(mo—l)
S. +ulS E
(S —82)% — (Mo — 1) 2(52 S)—u(%—n(”g“E+71”521_252)

So ’Y+[JJIS c FE
(S — S2)? — (R 1)&[(5 1) D),

(5= 52) (5~ N) - ( 85,7 - 2682)

o;\t o;h; o;h;

dove si & tenuto conto (cfr. le notazioni dell’esercizio che

(c+mw+m) _ b _ BN

(0 +m(y+n) [
= = f39,, Eyo=~—"—— "1, L==%MRe—-1),
o Ry R BS: (0 + p)Es o 2 2 ﬁ(o )
e si é usato che i termini proporzionali a ST, E e I si cancellano. Possiamo riscrivere

. 1 S v+ul 1 1
‘/‘/ = — — — — —1 F = — —_ — .
S (S 52) /J,(%O )SQ (SQ = E) ) ('Tvy) T +$y+ y 3

Si vede facilmente che

OF 1 OF 1
VT oy Tt
cosl che le due derivate si annullano se e solo se x = y = 1, e, inoltre, FI(1,1) =0e
0*’F  9°F 9
Oz Oxdy | |43 1
2r o02F | |1 %
0xdy 87y2 y

Questo mostra che la funzione F(z,y) & convessa, per 2,y > 0, e hain £ = y = 1 un punto di
minimo nullo: ne segue che W(S,E,I) = 0 se e solo se (S,E,I) € Q, dove Q := (S,E,I)eD: S =
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Sa, (y+u)I = oE}. D’altra parte Punica traiettoria interamente contenuta in Q ¢ il punto di equilibrio
(Sa, B9, I5): infatti, per S = Sy, si ha S =0 se e solo se I = I e la condizione (v 4 p)I = o F impone
allora E = Es. Inoltre, se definiamo f(x) := z — 1 — log x, come nella discussione dell’esercizio e
indichiamo con X (M) I'unica soluzione maggiore di 1 dell’equazione f(z) = M, per ogni dato iniziale

(S,E,I),conS,E, I >0,sihaS(t) < Sy X(W/S2), E(t) < Ea X(W/Ey) el(t) < I X(Wo/(u+o)ls),
con W := W(S,E,I). Quindi la soluzione ¢(¢,z) con dato iniziale # = (S, E,I) rimane sempre
all’interno di un compatto: ragionando di nuovo come nella discussione dell’esercizio si trova che,
se L,(Z) C D, allora L,(x) = {z2}, dove zo = (S, E3,I2), e ogni traiettoria ¢(t,Z), con T € D e
L,(z) € D, tende a xg; per la conservazione di N, se (S(t), E(t),I(t)) — (S2,Fa,I3), si ha anche
R(t) — Ra. Se invece L, (x) non ¢ contenuto in D, allora deve appartenere all’unione dei tre insiemi
Dy :={(S,E,I) € R3 : S =0}, Dy := {(S,E,I) € R} : E =0} e D3 :={(S,E,I) € R} : I = 0}.
Tuttavia,seS:OsihaS>O;seI:O,sihaf:()seesoloseE:(); se E =0, si ha F =0 se e solo
se IS =0, i.e. se e solo se S = 0 oppure I = 0. Usando l'invarianza degli insiemi w-limite, se ne deduce
che se L,,(z) ¢ D allora L,,(z) € DoND3 = {(S,E,I) € R3 : E = I = 0}. D’altra parte, se E = I =0,
I'equazione per S si riduce a § = w(N — S), quindi, se £ = I =0 si ha S(t) — N. Questo comporta
che, se L, (x) ¢ D, si ha L, (x) = {0}, con zy = (N, 0,0). Poiché z( & instabile e ha un solo autovalore
positivo, la sua varieta stabile (cfr. la nota bibliografica) consiste in una superficie di dimensione 2 e ha
quindi misura di Lebesgue nulla in Rﬁ_. Per concludere, osservando che il moto della variabili (S, E, I)
determina univocamente quello della variabile R, tutte le traiettorie in Rﬁ_ con dati iniziali (S, E, I, R)
tali che S+ E 4+ T+ R = N, con N fissato, tendono al punto di equilibrio asintoticamente stabile P,
tranne quelle che partono da un insieme di misura nulla — la varieta stabile (di dimensione 3) del punto
di equilibrio instabile P;. Si noti che il moto si svolge nell'iperpiano tridimensionale S+ FE+I+ R = N
in ]Ri e che la varieta stabile di P; costituisce un sottoinsieme di dimensione 2 di tale iperpiano.]

Esercizio 87 Si dimostri che, nel modello SEIR endemico senza vaccinazione, per N fissato e Ry = 1,
si ha un punto di equilibrio asintoticamente stabile globalmente attrattivo. [Suggerimento. Per B¢ = 1,
il punto di equilibrio @1 = (N, 0,0) ¢ asintoticamente stabile per il sistema ridotto (cfr. ’esercizio .
Si procede allora come nella discussione dell’esercizio utilizzando la stessa funzione di Ljapunov
W. La sola differenza & che ora si ha W = 0 se e solo se S = N. D’altra parte 'unica traiettoria
interamente contenuta nell’insieme {(S, E,I) € D: S = N} ¢ il punto di equilibrio (IV,0,0): infatti se
S =N, siha S =0solosel=0,ma, per I =0, la condizione I = 0 richiede anche E = 0.]

Esercizio 88 Si dimostri, utilizzando un’opportuna funzione di Ljapunov, che, nel modello SIR
endemico (cfr. l'esercizio , per ogni valore del parametro Ry introdotto nell’esercizio il punto
di equilibrio asintoticamente stabile attrae tutte le traiettorie con dati iniziali (S, I, R) € ]R‘j_ tali che
S+ 1T+ R=N,con N fissato, a meno di un insieme di misura nulla nel caso Ry > 1. [Suggerimento.
Si ragiona come negli esercizi e scegliendo come funzioni di Ljapunov per il sistema ridotto la

funzione

W(S, I) =5—-51+ 5 log Sﬁ—h S = (1 — p)]V7 (255)
1
se MRy < 1, e la funzione
S I Y+ p W
W(S,I) :ZS—SQ—Sglogf—&-I—Ig—Iglog—, 52:7, 12:—(5)‘{0—1), (256)
So I B B

se Ry > 1. L’insieme di misura da escludere se Ry > 1 &, per il sistema ridotto, la semiretta S positiva,
che costituisce la varieta stabile del punto di equilibrio instabile (V, 0).]



