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Question 1. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

- 3 2 2 1
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1) Si calcolino gli autovalori e gli autovettori.

2) Si determini la natura del punto di equilibrio.
3) Scrivere la soluzione generale del sistema.

4) Risolvere lo stesso sistema per B.

Soluzione 1. L’integrale generale del sistema lineare ¢ dato da: Z(t) = eA®Z(0). 1l polinomio caratteristico
della matrice A é:

pe(t) =t —2t — 15

Quindi gli autovalori sono A\; = —3, Ay = 5 e risolvendo per i=1,2
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2. Siccome gli autovalori hanno segno opposto, I’origine & un punto di sella. (Si ricordi che se gli autovalori
sono concordi l'origine ¢ detta sorgente, se gli autovalori sono discordi 'origine & detta punto di sella.)

otteniamo gli autovettori

3. Abbiamo A = PDP~! con P invertibile e D diagonale:

(11 L1 -1 (=30
S S R O R
Quindi # = A7 = PDP~'% da cui segue P~'% = DP~'Z. Se P~'Z = (u,v), allora
U= —3u
U =5V

e quindi u(t) = eM'u(0),v(t) = e**'v(0) pertanto

Quindi

£1(8) = H(e ™+ 369)23(0) + (—e ¥ + M) (0)]
%[—3(6_% —e")z1(0) + (3e738 + ) a5 (0)]
1
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4. Si svolge come precedentemente fatto. Gli autovalori hanno lo stesso segno e quindi 'origine ¢ una
sorgente. Gli autovettori sono:

Diagonalizziamo la matrice:

E otteniamo:

21 (t) = 5[(e¥ + 3e")x1(0) + (=™ + ) 22(0)]
S[(—e¥ + €)1 (0) + (% + €')x2(0)]
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Se ne trovi la soluzione al variare del dato iniziale

Soluzione Per prima cosa si calcolano gli autovalori: Ay = 1, Ay = 2, \3 = 5. Gli autovettori associati sono:
vy = (1,-1,1), vo =(-2,-3,1), v3=(1,3,1). Abbiamo A = PDP~! con P invertibile e D diagonale:

1 -2 1 6 -3 3 100
P=|-1 -3 3|, P'=L|-4 0 4|, D=[02 0
1 1 1 —2 3 5 005

Se P71% = (u,v,w), procedendo come nell’esercizio precedente, otteniamo:

eMt 0
=Pl 0 e 0o |P#0)
0 0 est

z1(t) = 35[(6e" + 8e* — 2e7)x1(0) + (—3e’ + 3e™)5(0) + (3¢’ — 8 — 5e)a3(0)]
z9(t) = 15[(—6e" + 12e** — 6€™)1(0) 4 (3¢ — 9e*)x2(0) + (—3e’ — 12e* — 15¢°)x3(0)]
z3(t) = 55[(6e! — 4e* — 2e7) 1 (0) + (—3e + 3e™)z5(0) + (3¢’ + 4e* + 5™ )x3(0)]

Question 3. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

11

con condizioni iniziali generiche z(0) = (. Se ne trovi la soluzione al variare del parametro «.

FoAf, FeRe A:(l O‘), a €R

Soluzione Se o = 0 possiamo scrivere:

10 0 0
amrex= (3040

Quindi



Quindi la soluzione sara:

x(t) = (xl(o)felt(?r)extz(o)et>

Se a # 0 dal polinomio caratteristico si ricava che lo spettro dell’operatore &: p(A4) = [1 + /o, 1 — \/a].
Consideriamo il caso a > 0 poniamo w = /a e calcoliamo gli autospazi. Una base di autovettori ¢ data
dau=(w,1), v=(-w,2) e quindi:

(14w 0 (w —w o (=
O T B O &

E dunque la soluzione sara:

N[00 [ =

Infine nel caso a < 0 se poniamo w = i4/|a| possiamo procedere esattamente come nel caso o > 0; la
soluzione sara pero espressa in termini di numeri complessi. D’altra parte notiamo che

ewt + e—wt ewt _ e—wt
#:COS\NOZH 27 :sin\/|a|t
]

e’ cos y/|altxer — y/|ale! sin \/|a|tzos
et : | |t t
sin \/|a|tzor + €' cos y/|atzes
Vel

e quindi

z(t) =
Question 4. Si consideri il sistema dinamico planare

T =2y
y=—y*+ (27 = 1) —dae *(2e7* — 1)

Si verifichi che la funzione H(z,y) = x(y* — (2¢7* — 1)?) ¢ una costante del moto.

Soluzione Basta derivare H rispetto al tempo

dH(m(;z, y(t) =T (y2 — (2671 — 1)2) +x (ny +4 (267‘% - 1) :teifB)

Sostituire & e ¢ con le due equazioni e osservare che il risultato € 0 .



Question 5. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

i=AZ+ B 2 1 e
{xw)—o ’ A_<4 —1>’ B‘(—e‘”)

Soluzione. L’integrale generale del sistema lineare X’ = AX + B & dato da

X(t) = e ( / eAtB(t)dt)

dove et e e sono rispettivamente le matrici esponenziali di At e —At Gli autovalori di A sono \; = 3 e
Ay = —2. Gli autovettori associati sono v; = (1,1) e vy = (1, —4) rispettivamente. Nuovamente, otteniamo:

p-(5 %) (1 L) = (14)

Allora la matrice esponenziale e* &

A A

[SHEESIINN
S

- 11 e’ 0 s
At _ Dt 1 _ 5 —
worer=(3 ) (0 ()
403t 4 1o-2t 13t 1,2t
= ( %egt_ge_% §€3t+§e_2t

e la matrice esponenziale e~ &

oy At do—8t L 102t 1o-3t _ 1.2t
€ =€ = i —3t i o 1
5¢  — 5€

Si ha che

5¢ T3¢ 3

4.3t , 1.2t 1.-3t 1.2 -y 3 56, 2

_ e+ e zeTt —ze e e+ z
eAtB(t)=<33t 1 o ?63t+62t>(_—2t>:<§5t g)

5 5

Allora

3 —5t | 2 _ 3,5t 4 2
/e_AtB(t)dt: /( §2_5tt§ )dt: < ?356—5ti—§t+61 >, Ve, e €R

—5s€ HARe

Allora I'integrale generale e
X(t) = et (/ e_AtB(t)dt) =

B §€3t+%e—2t %e?nf_%e—% —%e‘5t+§t+01 B
AN o U —Set _Sqe ) T

5
4 1 3t 1. 1. _ 3 4,2 -2t
_ ( (561—1—502)6 +(501 =C2 25+5t)6

Ve, co € R
4 1 3t (_4 4. 3 84\ -2t | 1,2 '
(561+562)€ +( 501—|—502 25 5 )6 )

Imponendo la condizione iniziale X(0) = 0 si ha ¢; = ¢ = . Quindi la soluzione del problema di

Cauchy &
3 3t 2 3\ -2t
33— (8t 3)e 2
25 50T 25



Question 6. Si consideri la forza posizionale

F:R> = R?
definita come segue:
kxicos®(axs)
kxocos®(axs)
ak (.2 2\ o
— G (2] + x3)sin(2ax3)

dove k ed a sono parametri positivi. Si stabilisca se F & conservativa e, in caso, si determini 'energia
potenziale corrispondente.

Soluzione Si noti che R? ¢ uno spazio semplicemente connesso quindi la condizione necessaria perché F sia
conservativa (derivate in croce uguali a due a due) & anche una condizione sufficiente. Calcoliamo quindi
le derivate incrociate:

OF _,_ o)
8[)32 - 8m1
OF OF
(97:1331, = —2akx; cos (ax3) sin (ax3) = —akz; (2axs) = a—xf
OF: OF
a—zz = —2akx; cos (ax3)sin (ax3) = —akx; (2ax3) = 8—;
Quindi F ¢ conservativa. Determiniamo ora ’energia potenziale: —g—gl =F = g—gl = —kx; cos? (axs) =
U (xy, 29, x3) = —/{:% cos? (axs)+c (z2, x3) Dove ¢ (x4, x3) indica una funzione dipendente solo dalle variabili
T ¢ x3. Calcoliamoci esplicitamente ¢ (za, x3) :
ou oU  0c(xq,x3) 5
T ps = - F=—k
Dy 2= o By P T cos” (axs)

2
= c(x9,23) = —k% cos® (ax3) + b (x3)

Dove b (z3) indica una funzione dipendente solo dalla variabile 3. Calcoliamoci esplicitamente b (x3) :

k 2 2
ou o _ _ak (x% + x%) sin (2ax3) + V' (z3) = F3 = —ak:M

o _ U in (2
s s 5 sin (2ax3)

= b (x3) =0 = b(x3) = cost

U(Z'l,ilfz,l'3> = —k<7

Question 7. Sia ®(¢,x) il flusso di un sistema autonomo del primo ordine e T il periodo di una traiettoria.

1) Dimostrare che la definizione di periodo non dipende dal punto sulla traiettoria, ovvero che ogni
punto dell’orbita ha lo stesso periodo.
2) Dimostrare che ®(t + nT,z) = ®(t,x) Vn € N.

Soluzione 1. Si usino le proprieta di gruppo della soluzione ®(¢, x).

Se esiste T > 0 tale che ®(t + T,z) = P(t,z) Vit € Rey = ®(¢, ) si ha allora ®(t + T,y) =
O(t+T,0(t,z) = (t+T—t,x) =d(t—t,2) =0, O(t,z)) = ®(t,y) cioe ®(t+T,y) = ®(t,y) VteR.
Quindi il periodo 7" non dipende dal punto della traiettoria.

2. Per induzione su n > 2. Sen =2 = Ot +2T,z) = Ot +T +T,x) = ®(T,9(t + T,x)) =
O(T,P(t,x)) = P(t+T,z) = d(t,x).

Suppongo ora che il claim sia vero per n > 1 e lo dimostro per n + 1 :



Ot+(n+1)T2)=0(t+nT+T,2) =2(nT,0(t+T,x)) = &(nT, (t,2)) = (t +nT,z) = (¢, ).
Question 8. Sia § l'insieme delle soluzioni del problema di Cauchy
2™+ a, 12D + L Fayd 4 agr = f(t)

Z'(O) = 1’1,0
l’(O) = wg,o

~1 _
IL'(n )(0) = mn—l,()
al variare dei dati iniziali, e sia Sy 'insieme delle soluzioni del problema omogeneo associato.

1) Dimostrare che Sy € uno spazio vettoriale e che S ¢ uno spazio affine su Sj.
2) Dedurre da questo la validita del metodo di variazione delle costanti.

Soluzione Si tratta di una generalizzazione di quanto descritto nel file http: //www. mat. uniro-
ma3.it /users/gentile/FM1 /testo/app03.pdf


http://uniroma3.it/users/gentile/FM1/testo/app03.pdf
http://uniroma3.it/users/gentile/FM1/testo/app03.pdf
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