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Soluzioni Tutorato V

Question 1. Dato un sistema di riferimento x = Oxyz (sistema assoluto) si consideri un sistema di
riferimento mobile K = O’¢n( (sistema relativo), la cui origine si muove lungo la curva y(t) = (z(t), y(t),0)
tale che le sue componenti verificano

=2y —a>+1
Yy = 2wy
L’asse ¢ di K si mantiene tangente alla curva o/ (t), mentre 'asse ¢ si mantiene parallelo all’asse z di
r; all’istante iniziale O’ occupa la posizione o/ (0) = (0, —1,0) e gli assi £ e ) sono diretti come gli assi
e y rispettivamente. Un punto P di massa m = 1 si muove in K lungo 'asse ¢ sotto 1'azione di una forza
conservativa di energia potenziale

V() =¢ -1

con dato iniziale £(0) = 0 ed energia meccanica F = 0.

(1.1) Scrivere la trasformazione rigida D : K — k come composizione di una traslazione con una
rotazione

D = C o B e determinare la forma di C' e B.

(1.2) Scrivere la legge del moto nei sistemi K e k.

(1.3) Determinare la velocita assoluta v e la velocita relativa v'.

(1.4) Scrivere la componente traslatoria della velocita di trascinamento v.

(1.5) Scrivere la componente rotatoria della velocita di trascinamento vo.

(1.6) Determinare la forza centrifuga e la forza di Coriolis che agiscono sul punto P.

Soluzione

1.1. Trasformazione rigida. Cominciamo con ’osservare che il sistema dinamico planare che individua
la curva ~y(t) ammette una costante del moto data da

H(z,y) :y<y—x2+ 1)
Inoltre la posizione iniziale di O ci garantisce che qor(t) € la curva di livello
Lo = {(z,y) € R*: H(z,y) = H(0, ~1) = 0}
che possiamo scrivere come I'y = C; U Cy con
C, = {(:IZ‘,O) € RQ}, Cy = {(a:,y) cR*:y=2a"— 1}
Inoltre il moto di O’ si svolgera esclusivamente lungo la curva
ng{(x,y)E]R{Q:y:xQ—l,—1<x<1}

perché il dato iniziale si trova in C;.
Ma allora sostituendo y = 22 — 1 nella prima equazione del sistema, troviamo

i=a"—1
e risolvendo per separazione di variabili avremo

x(t) —1

1 /7
) 1
1

o



F1GUurA 1. Moto del sistema K.

ovvero, tenendo conto che |z| < 1,
1 — 62t

- 1+ e2t

1—62t 1—62t 2
£(t) = 4o (1) = (Hegt,(l%%) -1,0)

La rotazione puo essere rappresentata da una matrice della forma
cosf(t) —sinf(t) 0
B=B®(t)=| sinf(t) cosh(t) 0
0 0 1

x(t)

e quindi troviamo che

dove 6(t) ¢ tale che tg0(t) = yor /<o ma allora

2x(t)y(t) 2z(t) (22(t) — 1) 1—e*
te b(t) = 2y(t) — x2(t) + 1 - z2(t) — 1 = 2(t) = 21 + e?t
e quindi ”
0(t) = arctg (211;)

1.2. Legge del moto nel sistema K. Poiché P si muove esclusivamente lungo ’asse &, la legge del moto
nel sistema relativo sara della forma
§(t)
0
0

Q(t) =

(Modo 1). Poiché il punto si muove sotto I’azione di un potenziale conservativo a energia nulla, possiamo
scrivere la legge

SEHV(E) =0
Oovvero )
£=+/2v(0

dove il segno dipende dalla scelta della velocita iniziale. Risolvendo per separazione di variabili troviamo

3 dy
—— =EV2t
/0 V1—19? V2
£(t) = £sin V2t
(Modo 2). L’equazione del moto di P ¢ data da

f= -0 =%

ovvero

la cui soluzione generale ¢

E(t) = ¢1 cos V2t + ¢y sin V2t
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con ¢; e ¢p costanti che dipendono dalle condizioni iniziali. Sostituendo il dato iniziale £(0) = 0 troviamo
che deve essere ¢; = 0 e quindi £() = ¢y sin v/2t. Dalla legge di conservazione dell’energia inoltre, sappiamo
che deve valere

1.
VO =0
OVVero
c3 cos? V2t + c3 sin? V2t—1=0

£(t) = £sin V2t

Legge del moto in k. Per determinare la legge del moto nel sistema assoluto bastera applicare la
trasformazione D a Q(t), ovvero

& [ zol)
at)=B| 0 |+ vl
0 0

E(t) cosO(t) + zor(t)
= | &(t)sin 9(6) +yo(t)

1.3. Velocita assoluta. Derivando il vettore q(t) troviamo

§(t) cos O(t) — £(1)0(t) sin 0(t) + dor(t)
v(t) = | &£(t)sinf(t) + é(t)ﬁo(t) cos O(t) + gor (t)

dove ovviamente

q
o(

= ++/2 cos /2t

)
(1+e2t)2
) T 32624 3eM

t 2
® = (=) -1

. 7€2t 7€2t

Yor (t) =2 (1+62t) - 21+e2t

Velocita relativa. Derivando il vettore che individua P in K troviamo Q(t) = (i(t),0,0), percid la
velocita relativa é

t
t

To!

_ £(t) cos 0(t)
v =BQ=| £(t)sinf(t)
0
1.4. Componente traslatoria. Da vy = 1 troviamo vg = (2o (t),y0/(t),0). 1.5. Componente

rotatoria. Poiché 'asse di rotazione del sistema mobile si mantiene parallelo all’asse z di x, abbiamo
w(t) = (0,0,6(t)). Da cid otteniamo quindi vy = [w,q — 1] = (—0(t)E(t) cosB(t), H(t)E(t) sin H(t), 0).
1.6. Forza centrifuga. Dall’esercizio 2 sappiamo che la forza centrifuga ¢ proporzionale al vettore che
individua P nel piano O’én e piu precisamente Fyy = 6%(1)Q(t)

Forza di Coriolis. Da F,,, = —2m/[(Q, Q] unitamente al fatto che, poiché I'asse di rotazione di K si
mantiene parallelo all’asse z di &, si ha Q(t) = w(t), otteniamo F.o, = (0, —20(t)&(t),0).
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Question 2. Dato un sistema di riferimento £ = Oxyz (sistema assoluto) si consideri un sistema mobile
K = O’¢n( la cui origine O’ si muove lungo la curva piana v(t) = (71(t),72(t)) tale che le sue componenti
verificano

Yo = w1+ e

dove w > 0 ¢ una costante; la componente lungo 'asse x del vettore che individua il punto O’ varia
secondo la legge oraria xo/(t) = 71(t). L’asse ¢ di K si mantiene parallelo all’asse z di k mentre 1'asse £ di
K si mantiene tangente a (). All'istante iniziale il punto O’ occupa la posizione gor = (1,0,0) Un punto
P di massa m = 1 si muove nel sistema K lungo 'asse £ sotto I'azione di una molla di costante elastica
A > 0.

(2.1) Scrivere la trasformazione rigida D : K — k come composizione di una traslazione con una rota-
zione D = C o B e determinare la forma di C' e B.

{’71271—w72

(2.2) Scrivere la legge del moto nei sistemi k e K.
(2.3) Determinare la velocita assoluta v e la velocita relativa v'.
(2.4) Scrivere la componente traslatoria della velocita di trascinamento vo.
(2.5) Scrivere la componente rotatoria della velocita di trascinamento vr.
(2.6) Determinare la forza centrifuga che agisce sul punto P.
(2.7) Determinare la forza di Coriolis che agisce sul punto P.

Soluzione

(2.1)Trasformazione rigida. Cerchiamo intanto la legge del moto di O’. Per individuare la curva lungo
cui si muove O" notiamo che le sue componenti sono soluzione del problema di Cauchy

{ j(g)iz(l,o) veR A= (i 0 )

e tale sistema, come sappiamo, ha per soluzione

e’ coswt —e'sinwt
2(t) = 2(0) exp(At) - exp(At) = < e'sinwt e’ coswt )
e quindi r(t) = v(t) = (e’ coswt, e’ sin wt, 0) se vista come curva immersa in R3. L’angolo di rotazione &
dato da

th(t) _ E _ coswt — wsin wt

Y sinwt 4+ wcoswt

e quindi

9(15) _ arctg (Cf)s wt — wsin wt)

sin wt + w cos wt
Pertanto possiamo scrivere la trasformazione rigida come

x £ el coswt
y |=B| n |+]| esinwt
z ¢ 0

dove



B=B®(t)=| sinf(t) cosh(t) 0

0 0 1

(2.2)Legge del moto in K. Poiché P si muove lungo l'asse &, la legge del moto in K sara del tipo
Q = (£(t),0,0) coné(t) che verifica I'equazione € + A6 = 0 e quindi &(t) = & cos VAt + & sin /At dove
& ¢ la coordinata lungo l'asse ¢ della posizione iniziale di P e & ¢ la sua velocitd iniziale. Indichiamo
a = v\ Legge del moto in k. Per determinare la legge del moto nel sistema assoluto bastera applicare la
trasformazione D a Q(t). Pertanto vale

( £(t) ) ( e' coswt )
qt)=B| 0 |+ | e'sinwt
0 0

£(t) cosO(t) ) ( e' coswt )
= &@t)sinf(t) |+ | e'sinwt
0 0

(cos@(t) —sinf(t) 0)

&(t) cosO(t) + €' cos wt
= | &(t)sinf(t) + e sinwt

0
(2.3) Velocita assoluta. Derivando il vettore q(t) troviamo

£(t) cosO(t) — £(t)é(t) sin 0(t) + e’ (cos wt — w sin wt)
v=| &@t)sinf(t)+ &(t)0(t) cosg(t) + e (sin wt + w cos wt)

dove f(t) = §acosat — &asinat e

w(l+w)

9(t> - - 14+ w4+ w?— w(l + w) cos(th) — wSiH(th)

Velocit relativa Derivando il vettore che individua P nel sistema K troviamo Q = (£(t),0,0) percio la
velocita relativa e

. ( £(t) cos O(t) )
Vv =BQ=| £(t)sinf(t)
0

(2.4) Componente traslatoria. Da vy = F troviamo vy = (e'(coswt — sinwt), e'(sin wt + cos wt), 0).

(2.5) Componente rotatoria. Poiché I'asse di rotazione del sistema ¢ parallelo all'asse 2 di k, abbia-

mo w(t) = (0,0,0(t)). Da cid otteniamo quindi vy = [w,q — r] = (—0(t)&(t) sin O(t), 6(t)E(t) cos (), 0).

(2.6) Forza centrifuga. Sappiamo che F = —[Q,[2,Q]] dove @ = Bw e quindi, nel nostro caso
avremo £2(t) = w(t). Percio otteniamo Fi.f = (Hz(t)f(t), 0, 0)

(2.7) Forza di Coriolis. Da F.,, = —2[Q, Q] troviamo F.., = (0, —2£(t)6(t),0).



6

Question 3. Dato un sistema di riferimento k = Oxyz (sistema di riferimento fisso o assoluto) si consideri
un sistema di riferimento mobile K = O’én( la cui origine O’ si muove lungo la circonferenza C’ di centro
O e raggio v = 2. La componente lungo l'asse x che individua il punto O’ varia secondo la legge oraria
o (t) = 2coswit con wy > 0 costante. L’asse ¢ di K si mantiene parallelo all’asse z di & mentre I'asse £ di
K si mantiene ortogonale a C. All’istante iniziale il punto O’ occupa la posizione q' = (2,0,0) Un punto
P di massa m = 1 si muove nel sistema K lungo I'asse & secondo la legge oraria £(t) = cost.

(3.1) Scrivere la trasformazione rigida D : K — k come composizione di una traslazione con una
rotazione D = C' o B e determinare la forma di C' e B.

(3.2) Scrivere la legge del moto nei sistemi k e K.

(3.3) Determinare la velocita assoluta v e la velocita relativa v'.

(3.4) Scrivere la componente traslatoria della velocita di trascinamento vo.

(3.5) Scrivere la componente rotatoria della velocita di trascinamento vr.

(3.6) Determinare la forza centrifuga che agisce sul punto P.

(3.7) Determinare la forza di Coriolis che agisce sul punto P.

Soluzione

(3.1) Trasformazione rigida. II vettore che individua O’ nel sistema k ¢ dato da r(t) = (2 cos wyt, 2sinwit, 0),
mentre la rotazione puo essere rappresentata da una matrice della forma

cosf(t) —sinf(t) 0
B=B®(t)| sinf(t) cosf(t) 0
0 0 1

dove 0(t) ¢ l'angolo di rotazione. Notiamo che il versore é , essendo ortogonale alla circonferenza, &
diretto come r(t) e quindi 0(t) = wyt percio la trasformazione rigida & data da

x 19 2 coswqt
y | =B| n |+ ]| 2sinwt
z ¢ 0

(3.2) Legge del moto. Poiché P si muove in K lungo lasse , la legge del moto in K sara semplicemente
Q(t) = (£(1),0,0) = (cost,0,0). Per ottenere la legge del moto in k bastera applicare la trasformazione D
a Q, ottenendo quindi

x(t) cost 2 coswyt
y(t) | =B 0 + | 2sinwit
2(t) 0 0
costcoswyt 2coswit
= | costsinwit | + | 2sinw;t
0 0

(2 4 cost) coswit
= | (24 cost)sinwt
0

(3.3) Velocita assoluta. Sappiamo che la velocita assoluta ¢ v = ¢, e quindi basta semplicemente
derivare il vettore che individua P nel sistema k ottendendo

—sintcoswit — wi(2 + cost) sin wqt
v =| —sintsinwit + w;(2 + cost) coswit
0

Velocita relativa. Derivando il vettore che individua P nel sistema K, otteniamo Q = (—sint,0,0)
percio la velo cita relativa e data da



—sintcoswyt
v =BQ=| —sintsinwit
0
(3.4) Componente traslatoria. Da vy = I troviamo vy = (—wj sinws ¢, w; coswit, 0).
(3.5) Componente rotatoria. Sappiamo che vy = [w,q — r], con |w| = w;- D’altra parte, poiché 1'asse
di rotazione del sistema ¢ parallelo all’asse z di k, avremo w(t) = (0,0,w;). Da cio otteniamo quindi

v = (—w; costsinwit, w; cost coswt,0)
(3.6) Forza centrifuga. Sappiamo che F.y = —[Q,[Q, Q]] dove Q@ = Bw e quindi, nel nostro caso,
Q0 = w. Percio otteniamo F.; = (w? cost,0) = wiQ(t).

(3.7) Forza di Coriolis. Da F.,, = —2[Q2, Q] troviamo F.., = (0, 2w, sint, 0).
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