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Tutorato XI

Question 1. Il sistema di figura ¢ disposto in un piano verticale. L’asta rigida omogenea AB ha massa
m, lunghezza ¢ = 2r ed ¢ incernierata in A alla periferia del disco di massa M = 3m e raggio r, che ruota
attorno alla cerniera fissa O, diametralmente opposta ad A. L’estremo B dell’asta scorre sull’asse x, ed e
collegato al baricentro GG del disco mediante una molla con costante elastica nota k£ e lunghezza a riposo
trascurabile. Si assuma come coordinata lagrangiana I’angolo 9 di figura, e si suppongano tutti i vincoli
perfetti.

1. Determinare le configurazioni di equilibrio ¥, del sistema e studiarne la stabilita.

2. Si supponga che il sistema parta dalla quiete nella configurazione iniziale ¢y = m/2. Calcolare la
velocita angolare dell’asta AB quando il sistema raggiunge la configurazione in cuiv ¢ = /4.

3. Determinare il momento cinetico p coniugato all’angolo ) e scrivere le equazioni di Hamilton del
sistema.

FiGura 1

Soluzione
1) Le forze attive agenti sul sistema sono tutte conservative, ed ammettono potenziale

k.
U= -3mgye — mgyp — §BG2
Poiche:

Yo = yp = —r cosV, BG* = 9r2sin 0 + 12 cos? ¥

si ricava

1
U(¥) = 4mgr cos v — 5]{7“2 (1 + 8sin? 19) + cost

Le configurazioni di equilibrio sono i punti di stazionarieta di U(4), e si ricavano ricercando in [—m, 7]
le radici reali di

d
dg = —4rsind(mg + 2kr cos¥) =0

Esse sono:



2

Poicheé queste configurazioni sono stabili se in esse l'energia potenziale V(¢) = —U(¥) ha un minimo
locale, si calcola la derivata seconda:

U"(9) = —4r cos9(mg + 2kr cos ) + 8kr? sin? o)
che nei punti di stazionarieta vale:
Ne segue che:
- 9 = 0 & sempre stabile;
- 9 = 7 & stabile se mg < 2kr e instabile se mg > 2kr;
- 934 se esistono, sono instabili.
b) L’energia cinetica del sistema vale:

. 1. . 1 1
T = lesco =+ Tasta — 510192 + imv% + §ID¢2

9@ — _pB)

. o7, reali se mg < 2kr.

93 = arccos (_mg) ,
2kr

U"(0) = —4r(mg +2kr) <0 = minimodiV(9)
se mg < 2kr = minimo di V' (¢)

=0 = semg > 2kr = massimo di V (9)

U"(w) = 4r(mg — 2kr) { <0

u” (1923’4)) = 8kr?sin? 93 >0 = massimo di V().
o=m/2-0 = @*=1?
Up = 3rcos W07+ rsindd] = vh =1’ (1 + 8 cos® 19) )?
1
2

9
Io =15+ 3m7‘2 = §m7" ; Ip = ﬁm(QT)Q

e sostituendo si ricava

. 1 9 1\ . 1 35 . 1 .
T(v,9) = §m7“2 (2 + 1+ 8cos? ¥ + 3) 92 = 5m7“2 (6 + 8 cos® 19) ¥ = 5@(19)192
Poiche il sistema ¢ conservativo, si puo applicare I'integrale primo: Ty — Uy = T} — Uy, in cui 'energia
cinetica T e la funzione potenziale U, se calcolati nell’istante iniziale e per ) = 7/4, valgono rispettivamente

Ty =T(7/2,0) =0, Up = U(r/2) = —5kr® + cost
=T (7r/4, 191) = mr*)?, Uy = U(n/4) = 2¢/2mgr — Skr? + cost

Sostituendo nell’integrale primo dell’energia si ottiene:

99

: 5 9 : 6(v2 k
—mri)? — 2V/2mgr + 51{:7“2 = 5/{:7“2 = V= —2\/ (V2mg + kr)

12 o9mr
3) Il momento cinetico coniugato a 9 vale
dL  d(T :
di di

Ricavando J(1, p) da quest’ultima, si calcola la Hamiltoniana del sistema:

H(9,p) = pd(¥,p) — [T(V,9(9,p)) + V(V)]

2
1
= 25(19) — 4dmgr cos ) + 51{:7’2 (1 + 8sin? 19) + cost



che si utilizza per ottenere le seguenti equazioni canoniche del moto:

g OoH _ p P
~ dp  a(¥)  mr2(35/6 + 8cos2)
oOH 8p? sin ¥ cos ¥
)= —— = — — 4rsind(mg + 2kr cos ¥
b= 00 T T 2 (35/6 + 8 cos? 0)? (mg )
Question 2. Si ha un sistema dinamico con Hamiltoniana
H(q,p) = sing (p2 sin® ¢ + 0,052q> + cost.
sin® q

Applicando alle variabili (g, p) la trasformazione canonica generata dalla funzione

FQ(Qaﬁ) = _ﬁ - cot q,
scrivere le equazioni canoniche nelle nuove variabili (G, p) e risolverle determinando il moto del sistema

soddisfacente le condizioni iniziali: ¢o = —7/2, py = 2.
Soluzione
Le formule di trasformazione canonica per la funzione generatrice F, = —p - cot ¢ forniscono:
8F 2 ﬁ ~ aF 2
p=-—F= = = —cotgq

dq  sin’q’ 1= op
Da queste si ricavano le espressioni esplicite della trasformazione diretta e della sua inversa:

g=—cotq | q=arctan(—1/q)
p=psin’q | p=p(1+7)
e poiche la trasformazione ¢ completamente canonica, la nuova Hamiltoniana H (G, p) si ricava applicando
la trasformazione inversa alla Hamiltoniana nota H(q,p). Si ottiene in tal modo:

H(3,p) = 9" — § + cost
da cui le semplici equazioni canoniche

@—M—r
a  op 7P
b oH
dt BY

La loro soluzione ¢

G(t) ="+ 2pot + Go,  B(t) =t + o
con (o, po condizioni iniziali che, tenendo conto dei dati assegnati a ¢, po e della trasformazione diretta,
valgono:

q~0:—cotq0:0; ﬁ0:p081n2q0:281H2<—ﬂ'/2) =2

In conclusione si ottiene:
Gt) =t*+4t, pt)=t+2
ossia anche, in termini delle variabili canoniche originarie:

1
124+ 4t

q(t) = arctan (— ) ;o op(t) = (t+2) [1 + 3t + 4)2}
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Question 3. Nel sistema in figura, che e disposto in un piano verticale, la sbarretta rigida AB di lunghezza
¢ e massa m ¢ incernierata, ad un terzo della sua lunghezza, nell’origine del sistema di riferimento inerziale
O(z,y). Ad essa sono applicate: una coppia di momento costante M, e una molla con costante elastica k
e lunghezza a riposo trascurabile, che collega 'estremo A ad un punto materiale P di massa mp scorrevole
senza attrito sull’asse x. Al punto P ¢ applicata una forza costante F=F7

1. Calcolare la posizione di equilibrio z. del punto P e il valore che deve avere il momento M della
coppia, perche la sbarretta si trovi in equilibrio per ¥, = 7. Determinare quindi la condizione che deve
essere soddisfatta dalla forza F' per assicurare la stabilita della configurazione di equilibrio ¢. = (7, x.).

2. Calcolare la Lagrangiana del sistema e scrivere le equazioni del moto.

3. Ricavati i momenti cinetici py e p, coniugati alle variabili lagrangiane (¢, x), determinare I’Hamilto-
niana del sistema e scrivere le equazioni canoniche del moto.

4. Si supponga ora che il moto del punto P sia noto, e descritto da z(t) = Rsint + zo. Calcolare il
momento cinetico p coniugato all’'unica coordinata lagrangiana 1) del sistema dinamico cosi modificato, e
determinarne la funzione Hamiltoniana H (1, p, t).

AB={
OB =4/3 )
LT
1
1
P
X
mPg
B

FiGgura 2

Soluzione
1. Calcolati il quadrato della elongazione della molla e la quota del baricentro G :

4 4 — 12
(AP)* = 2* + §€2 — gﬁx cos?;  yg = OGsind = g sin ¥

il potenziale delle forze attive risulta:

14 k 4 4
U, z) = —% sin ¥ — B (:L’2 + §€2 - 363600819) + MY+ Fx + cost
ed ha derivate parziali:
1 2k
Uy(9,x) = —% cos) — Tmsim? + M

2k
Ul(9,x) = —kx + - cos + F
Annullandole entrambe e ponendo ¥ = ¥, = 7 si ricava subito:

_mgt _F_2

M =

D L= — — —.
6 k3
Le derivate seconde del potenziale, calcolate nella configurazione di equilibrio ¢. = (—, =), valgono:



14 2k 2k (F 20
U”ﬁﬁ (qe) = % sin /196 — 7.@6 COS ’193 = 7 (k — 3)
Uzm <Qe) =—-k<0
2k
Uye (qe) = —5 sintd, = 0
per cui Uj, (ge) € U" 2z (ge) = —k coincidono con gli autovalori della matrice Hessiana. Affinche entrambi
gli autovalori siano negativi (condizione affiche U (¥, z) abbia un massimo in ¢.), occorre che F' < 2k(/3.
Se e soddisfatta questa condizione, I’energia potenziale V' = —U ha un minimo, e ¢. € stabile.
2. Calcolata I'energia cinetica del sistema, che vale
. 1., 1 1me? ., 1
T A 7[ 2 - 2 _ - 2 - 22
(9, %) 5 oV + 5PV = 5 3 9+ 5 Mpi
si ricava la Lagrangiana:
i 1me? . 1
LW, z,9,i) =T + U = 5%192 + 5mpi”
l k 4 4
— %sinﬁ ~3 (302 + §€2 — 3&600819) + MV + Fx + cost
dalla quale si ottengono le equazioni del moto:
s 3 6k 9M
U+ 2—‘?00519 + 7xsin19 =

2
mpl + kx — gkﬁcosﬁ =F

3. I momenti cinetici valgono

oL me?. oL .
= =~ =mi

w0 T

e 'energia del sistema conservativo, espressa in forma canonica, ¢ la funzione Hamiltoniana:

Py

5, Pa
2mel?  2mp

Conoscendo quest’ultima, si ottengono le equazioni canoniche del moto:

H(rﬁux’pﬁupx):T_U: —U(ﬁ,ﬂf)

. OH
9="1—9 (2
Ipy pﬁ/m
. 0OH /
XrT = — — = m
op, 7V
H 14 2k
Py = _?919 =U)=M— %cosﬁ—?xsinﬁ
pm:—a—H:Ug'c:F—lm—l—Q—MCOSél
ox 3

4. Se il moto del punto P & assegnato, e vale z(t) = Rsint + xg, si ha a che fare con un nuovo sistema
meccanico con un solo grado di liberta, individuato dalla coordinata lagrangiana 1/, e soggetto a vincoli
dipendenti dal tempo. Il potenziale generalizzato del sistema di forze applicate si scrive:

5 5 5 00819>+M19+Fx+cost

e 'energia cinetica vale:



) 1 ) 1
T(0,t) = Emﬁ%ﬂ + impR2 cos? t
Se ne deduce la nuova Lagrangiana

. 1 . 1
L(9,9,t) = 1—8m€2192 + impR2 cos’t + U(9,t)
e il momento cinetico coniugato all’unica coordinata libera 19, che rimane invariato:

oL  me? J
p = — = —
09 9
Poiche il nuovo sistema dinamico non € piu conservativo, la sua Hamiltoniana non é piu ’espressione
canonica di T'— U, perche 'energia generalizzata H(J,9,t) non & piu una costante del moto. Per la sua

definizione, essa vale:

. . 2. 02 . 1
H=pd— L(®,9,t) = %192 —(T+U) = %02 — 5mpRcost = U0, 1)
ed esprimendola in funzione del momento cinetico se ne ricava la sua forma canonica, ovvero la Hamil-

toniana:

2

1
o —mpR*cos’t — U(",t)

H(ﬁ7p7t) = 2m£2 2
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