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Preparazione alla prima parte della prova scritta (21-12-2022)
Soluzioni

ESERCIZIO 0. [*]

(1) L’unico punto critico interno ¢ (0,0), in corrispondenza del quale la funzione assume il
valore f(0,0) = 0; la matrice hessiana ha determinante 4 e I’elemento f,,(0,0) = 2 & positivo,
quindi si tratta di un punto di minimo locale. Sulla frontiera 9Q = {(z,y) € R? : 22 +y* = 1}
la funzione assume valore 1: quindi il minimo assoluto ¢ 0, assunto in (0, 0), mentre il massimo
assoluto é 1, assunto sull’intera frontiera.
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EsERCI1Z10 1. [5] L’unico punto critico interno ¢ (0,0), in corrispondenza del quale la funzione
assume il valore f(0,0) = 1/2; si trova
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cosi che, se H(x,y) denota la matrice hessiana, si ha det H(0,0) = 2/4% =1/32 e Hy1(x,y) =
f2z(0,0) = 1/43/2 = 1/8; quindi (0,0) ¢ un punto di minimo locale. Se y = +1 e z € [—1,1]
la funzione di una variabile g4 (x) = f(z,£1) = 1/v/2 — 22 ha un punto di minimo locale in
x = 0, dove vale g+(0) = 1/4/2, e assume valore 1 ai bordi, i.e. per z = 1. Se z = £1 e
y € [—1,1] la funzione hy(y) = f(+1,y) = 1/4/3 — y¥? ha un punto di minimo locale in y = 0,
dove vale h(0) = 1/4/3, e assume valore 1 ai bordi, i.e. per y = £1. In conclusione f(z,y) in
D ha massimo assoluto 1, raggiunto in corrispondenza dei vertici del quadrato D, e minimo
assoluto 1/2, raggiunto in (0, 0)

ESERCIZIO 2. [5] I punti critici della funzione f(z,y) sono (0,0), (—=1,—1), (=1,1), (1,—1) e
(1,1); di essi solo il primo ¢ interno al dominio D, dal momento che gli altri 4 appartengono
alla frontiera 0D = {(z,y) € R? : 2% + y? = 2}. Si ha f,;(0,0) = 2(y* — 1), fu, = day e
fyy = 2(2?—1), quindi la matrice hessiana in (0, 0) ha determinante 4 e, poiché f;,(0,0) = —2 ¢
negativo, il punto critico (0,0) ¢ un punto di massimo locale, in cui la funzione vale f(0,0) = 1.
Sulla frontiera D, parametrizzata come x = v/2cosf, y = v/2sinf, con 6 € [0,27), si ha

g(0) = f(v/2cos0,v/2sin0) = (2cos?0 — 1)(2sin?0 — 1) = 4 cos® fsin? 0 — 1 = sin?(26),

cosi che ¢'(0) = 4sin(20) cos(20) = 2sin(40) e ¢”(#) = 8cos(46). Si hanno quindi i punti
critici @ = km/4, con k =0,...,7; di essi § = 0,7/2,7,37/2 sono punti di minimo locale, in
corrispondenza dei quali la funzione assume valore —1, mentre 6 = 7 /4,3nw /4,7, 57 /4,77 /4
sono punti di massimo locale, in corrispondenza dei quali la funzione assume valore 0: infatti
cos 0 = cos2m = cos4m = cosb6m = 1 > 0, mentre cosm™ = cos 3m = cosbm = cos7m = —1 < 0.
In conclusione il massimo assoluto di f(x,y), raggiunto in (0, 0), & 1, mentre il minimo assoluto,

raggiunto nei punti di frontiera (0, —v/2), (0,v/2), (—v/2,0) e (v/2,0), & —1.

EsERrci1z10 3. [5] Il dominio D é costituito dall’insieme delimitato dai grafici delle due funzioni
fi(x) =4 -z e fa(x) = 3/x. I due grafici si intersecano in corrispondenza dei valori > 0 in



cui fi(x) = fa(x). Si trova
3
f—z=" = gt 42 +3=0 = z=2+V4-1=24+1 — z=1, 2 =3.
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EsERrc1z10 4. [5] Utilizzando coordinate sferiche, il dominio 2 diventa Q = {(p, 0, ¢) € Ry x
[0,7) x [0,27) : 1 < p< V2, 0<6 < 7/4}, dove si é tenuto conto che
e poiché sinf > 0 per 6 € (0, 7), la condizione z > /22 + y? si riscrive pcos > p|sin | =
psin 6, ovvero tgf < 1;
e per 0 € [0,7), la condizione tg# = 0 implica § = 0, mentre tgf = 1 implica 6 = 7 /4.
Si trova, scrivendo sin?# = 1 — cos? 6 e operando la sostituzione cos @ = ¢ nell’integrale su 6,
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ESERCIZIO 5. [5] Si ha v = 41 U2, dove I'arco v1 = {(¢,t?) : t € [0,1]} & percorso da sinistra
a destra, mentre I'arco vo = {(t,V/t) : t € [0,1]} & percorso da destra a sinistra. Si ha pertanto
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poiché si ha (z(t),y(t)) = (t,t?) e quindi (2/(t),y'(t)) = (1,2t) lungo 1, mentre risulta

(z(t),y(1)) = (t,v1) e quindi (2'(t),y'(1)) = (1,1/(2V?)) lungo 7.

ESERCIZIO 6. [5] La superficie ¢ parametrizzata, utilizzando coordinate cilindriche, come
Y = {o(u,v) = (cosu,sinu,v) : u € [0,27), v € [0,3]}.
Si ha o, = (—sinwu,cosu,0) e o, = (0,0,1), cosi che o, A o, = (cosu,sinu,0) e quindi
|low A o] = 1. Si trova allora
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