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Preparazione alla prova scritta (30-12-2022)

Soluzioni

ESERCIZIO 0. [*]
(1) Si ha

1 1 1
///2d:vdydz=2/ da:/ dy/ dz=2-1-1-1=2.
D 0 0 0

(2) Integrando una volta si trova: y'(z) = x + C1, dove C; & una costante arbitraria. Integrando
una seconda volta si trova la soluzione generale

$2

y(ﬂ:) = ? + Ciz + O,

dove Cy & un’altra costante arbitraria. |[Alternativamente, la soluzione generale dell’omogenea ¢é
yo(x) = A+ Bz, dove A e B sono costanti arbitrarie e, cercando una soluzione particolare della
forma 3(x) = Ca?, si trova C = 1/2.]

(3) Integrando per separazione di variabili si trova

d 2
/yy:/:z:dx = log\y|:%+C’,

dove y = y(x) e la costante C' ¢ fissata dalle condizioni iniziali: per z = 0 si ha y(0) = 1 e quindi
log |y(0)| = 0+ C, ovvero C' = 0. Ne segue che |y(z)| = e2%”. Di nuovo, poiché y(0) =1 >0, si

deve prendere la determinazione positiva del modulo: y(z) = 027’

(4) Passando a coordinate polari (p, 8), ci si riconduce al limite

4 .04
. cos™ 0 .
lim ’072 = lim p? cos* 6,
p—0 P p—0

che & 0 dal momento che |cos*#| < 1. Quindi la funzione ¢ continua in (0, 0).

EsERCI1Z10 1. |5] Integrando per separazione di variabili si trova

1 4
/ —;33/ dy = /xlog(1+x2)d:v,

dove

1+t / 1 I
dy = —dy + /ydy = ——— + = + costante,
/ y3 y3 2y2 2

e, operando la sostituzione ¢t = 1 + 22,

1 1
/xlog(l +2%)dz = 3 /logtdt =t (logt — 1)+ costante = 5(1+:r2) (log(1 + z?) — 1) + costante,

OovVVvero 9
1 Yy . 1 2 2
_724_7_ f(:C) = ,(14_‘@ )(log(1+x )_1)+C’



dove la costante C si fissa imponendo le condizioni iniziali y(0) = 1: si trova C' = 1/2. Moltiplicando
per 2y? si ottiene

o 2f()t—1=0 =  y?=f(z)+£ )+ L

Poiché y? > 0 e \/f2(z) + 1 > |f(z)| > f(x), si deve prendere la determinazione positiva, e, tenuto
conto che y(0) =1 > 0, si ottiene alla fine

o) = 2 f@) + V@ 1 = y@) = f@) V@ + 1

dove f(z) = %(1 + %) (log(1 + z?) — 1) + %

ESERCIZIO 2. [5] Il sistema si riscrive nella forma

r (N . 1 2
y = Ay, y—<y2), A—<1 2)7

e la soluzione ¢ data da y(t) = e?*y(0). Gli autovalori di A solo le radici del polinomio caratteristico
P()\) = det(A — A1) = A2 — 3\, quindi sono A\; = 0 e A3 = 3. I corrispondenti autovettori sono

v; = (—2,1) e v2 = (1,1). Quindi, se si definisce C' = <_12 1), si trova

1/1 -1 1 /-1 1
-1_ 1+ _ =
(B )0
Si ha quindi

oo (b 0oL (=2 1) (1 0\ (=1 1) _1 /42 2% -2
0 e 3.1 1J\0 &)1 2/ 3\e¥—-1 2% +1)"

[Alternativamente si osserva che A? = 3A e , pift in generale, A¥ = 3*=1A per ogni k£ > 1. Quindi

x| (Ax)F 2, 3kl Ak
N
k=0 k=1

_1/(3 0 32 1 2\ 1 /e3+2 237 -2
=5 (@ 80 () - (e 500
che porta allo stessa espressione.| La soluzione generale & della forma y(z) = eAxy(O), dove

y(0) = (a,b) costituisce il dato iniziale. Quindi si ha

o (z) = % (& £ 2)a+ 2% —2b),  wale) = = (¥ — Da+ (2% + 1)b) .

dove le costanti a e b sono fissate una volta che si fissi la condizione iniziale.

ESERCIZIO 3. [5] Poiché il polinomio A2 —2A+1 ammette un’unica radice A = 1 con molteplicita 2, la

soluzione generale dell’equazione omogenea associata ¢ della forma yo(z) = ¢*(az + ). Il termine

non omogeneo x2e® contiene un esponenziale con esponente x, quindi la soluzione particolare si



cerca nella forma g(z) = 22(Az? + Bx + C)e®. Imponendo che () risolva I’equazione e scrivendo
P(z) = 2%(Az? + Bz + C) = Az* + Ba?® + C2?, si trova

ylz) =e"P(z),  ¥(z) =e"(P(x) + P'(z)),  ¥'(z)=e"(P(z)+2P () + P"(z)),
che, inserite nell’equazione, danno
§'(x) — 27 (z) + y(z) = " (P(x) + 2P'(z) + P"(x) — 2P(z) — 2P'(z) + P(z)) = "P"(z) = e®x?

dove P"(z) = 12Az? + 6Bx + 2C. Si trova quindi B =C =0 e A = 1/12. La soluzione generale
dell’equazione non omogenea € quindi

¥(2) = yolz) = §(z) = ¢° (am 1h+ 112> |

ESERCIZIO 4. 5] Le derivatev parziali della funzione f(x,y) sono

2r +y

(z+2y)(1+y?) —2y(2? + zy +y?) =+ 2y — 22%y — zy?
fo(z,y) = - 2> fy(2,y) = 2)2 - 2)2
14y (1+y2) (1+9?)

Si ha fu(2,y) = 0 se e solo se y = —2z, che, inserita in fy(z,y) =0, dd x — 4o + 423 — 423 = 0
ovvero = 0. Quindi I'unico punto critico di f(z,y) ¢ (0,0) ed & interno al rettangolo D. In (0, 0)
la funzione assume il valore f(0,0) = 0. Calcolando le derivate seconde si trova

2 1 — day — o>

frea(z,y) = 152 2 fxy(x,y) = fyx(a:,y) = W’
Fou(@,y) = (2 —22° + 22y) (1 + 9%)* — 4y(1 +y*)*(2 + 2y — 22y — xy?)
yy\ L, Y) = .

(1+y*)*

In particolare si ha f;5(0,0) = 2, f2y(0,0) =1 e fy,,y(0,0) = 2. Quindi f;,(0,0) > 0 e, se H(x,y)
denota la matrice hessiana, si ha det H(0,0) = 3 > 0: ne segue che (0,0) & un punto di minimo
relativo. La frontiera di D é costituita dai quattro segmenti che delimitano il rettangolo: per y = 2
exe[-1,1,y=-2exe[-11,z=1ey € [-2,2]ex =—1ey € [-2,2] si ha, rispettivamente,

22+ 20+ 4 22— 91+ 4
f('er) = gl(x) = 5 ) f(xv _2) = 92(56) = 5 3

l+y+y? y 1—y+y? y
f(Ly) = g3(y) T I f(=1,y) = g4(y) T+, =

Si ha la seguente situazione:

e la funzione g;(z) ¢ crescente in [—1,1] (poiché ¢} (x) = 2(z + 1)/5), quindi ha un punto di

minimo in x = —1, dove vale g1(—1) = 3/5, e un punto di massimo in x = 1, dove vale
g1 (1) =7/5;

e la funzione go(z) ¢ decrescente in [—1,1] (poiché gh(z) = 2(x — 1)/5), quindi ha un punto
di massimo in z = —1, dove vale g;(—1) = 7/5, e un punto di minimo in z = 1, dove vale
91(1) = 3/5;

e la funzione g3(y) ha punti critici in y = +1 (poiché¢ g4(y) = (1 — y?)/((1 + y*)?)), e, poiché
g3(—1) = 1/2 e g3(1) = 3/2, mentre agli estremi di [—2,2] si ha g3(—2) = g2(1) = 3/5 ¢
92(2) = ¢1(1) = 7/5, ne segue che g3(y) ha un punto di massimo in y = 1 e un punto di
minimo in y = —1;



e la funzione g4(y) ha punti critici in y = +1 (poiché g4(y) = —(1 — y?)/((1 +y*)?)), e, poiché
g3(—1) = 3/2 e g3(1) = 1/2, mentre agli estremi di [—2,2] si ha g3(—2) = g2(—1) = 7/5 e
93(2) = g1(—1) = 3/5, ne segue che g4(y) ha un punto di massimo in y = —1 e un punto di
minimo in y = 1;

In conclusione il minimo assoluto di f(z,y) ¢ 0 ed ¢ assunto in (0,0), mentre il massimo assoluto
¢ 3/2 ed & raggiunto in corrispondenza dei due punti (1,1) e (=1, —1).

ESERCIZIO 5. [5]

L’insieme D ¢& delimitato dalla due curve y = 1 — |z| e y = 22 — 1. Le due curve si intersecano nei
punti (x,y) tali che

2 —1=1-|z|, y=ylx)=2>-1=1-|z|
Sex>0sihaz?—1=1—|z|sex?—1=1-z, ovvero 22 +z — 2 = 0, che ha soluzioni + = —2 e
x = 1: di esse solo x = 1 & positiva; analogamente, se x < 0, si ha 22 — 1 =1 — |z| = 1 + x, ovvero
22 — 2 — 2 =0, che ha soluzioni x = 2 e x = —1, di cui solo # = —1 & negativa. Si ha y(x) = 0 per

r=xlel—|z|>a?>—1perx € [-1,1]. Quindi D = {(z,y) € R?: 2 € [-1,1],y € [2®>—1,1—|=|]}.
In conclusione si ha

1 1—|z| 1 1—|z|
// (2% + 2xy) dzL‘dy—/ d:L'x2/ dy+/ dx 2x/ ydy,
D -1 221 -1 221
1—|x| 1
/ dmm/ dy—/ dz z? (2—]:U|—:E)—2/ dacx( —x—:p2)

/ dex/; xlydy:/_lldmx((l—:E|)2—(;E2—1)2):O,

dove si é usato il fatto che I'integrando del primo integrale é pari, mentre quello del secondo integrale
é dispari, e l'intrervallo di integrazione é simmetrico rispetto a x = 0. In conclusione si trova

1
zt ab 2 1 1 13
2zy)dady =2 (2— — — — — —9o(Z2_Z2_"=Z -
//erxy vy (3 1 5) (3 1 5) 30

0
ESERCIZIO 6. [5]

dove

Il segmento 71, orientato da Py a P, si pud parametrizzare come 7 (t) = (t,1+1t), con t € [—1,0].
Quindi si ha

A1x2yd3:/0 t2(1+t)\/5dt=\@<§+i> ‘(ilzx/ﬁ@—i) 2\1/3,

dove si @ tenuto conto che [|v](t)|| = v/1+ 1. L’arco di circonferenza 72, percorso in senso orario,
si pud parametrizzare come v4(t) = (cost, —sint), con t € [—m/2,7]. Quindi si trova

x 3¢\ |” 34\ |” 1\3 1
/ :1:2de = —/ cos’tsintdt = — (—COS ) = <COS ) = <—> 0= —=.
Y2 —7/2 3 3 3 3

—7/2 —7/2

In conclusione si ha

2y ds — V2 1 _v2-4
éwyds_/%yd‘w/7 T2 3T 12




