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Sommario
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1 Testi degli esercizi

Esercizio 1. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari
ẋ = x+ y

ẏ = y + z

ż = z

con condizioni iniziale (x(0), y(0), z(0)) = (0, 0, 1). Se ne trovi la soluzione.

Clicca qui per la soluzione.

Esercizio 2. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

ẋ = Ax, x ∈ R3, A =

 2 0 4
−2 0 −4
−7 3 −2

 (1.1)

con dato iniziale x(0) = (1, 2, 1). Se ne determini la soluzione. Verificare in particolare che il
moto descritto dal sistema è planare e descrive il piano su cui si svolge.

Clicca qui per la soluzione.

Esercizio 3. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari{
ẋ = 2x+ 2y

ẏ = −x

con condizioni iniziali (x(0), y(0)) = (1, 1). Se ne determini la soluzione.

Clicca qui per la soluzione.
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Esercizio 4. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

ẋ = Ax, x ∈ R2, A =

(
1 α
−1 1

)
,

con condizioni iniziali generiche x(0) = x0. Se ne trovi una soluzione al variare del parametro
reale α.

Clicca qui per la soluzione.

Esercizio 5. Sia A ∈Mn(R) e sia S l’insieme delle soluzioni del problema{
ẋ = Ax, x ∈ Rn

x(0) = x0

al variare del dato iniziale.

1. Verificare che S è un sottospazio vettoriale C∞(R,Rn) isomorfo a Rn.

2. Mostrare che la derivazione d/dt è un operatore lineare su S i cui sottospazi corrispondono
agli autospazi di A.

Clicca qui per la soluzione.

2 Soluzioni

Esercizio 1

Esercizio 1. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari
ẋ = x+ y

ẏ = y + z

ż = z

con condizioni iniziale (x(0), y(0), z(0)) = (0, 0, 1). Se ne trovi la soluzione.

Svolgimento. Consideriamo intanto con lo scrivere il sistema nella forma

ε̇ = Aε, ε ∈ R3 A =

1 1 0
0 1 1
0 0 1


con dato iniziale ε(0) = ε0 = (0, 1, 1) e osserviamo che possiamo scrivere A come

A = 1 +N =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

0 1 0
0 0 1
0 0 0


e si verifica immediatamente che N3 = (0)ij e che [1, N ] = 0 dato che una delle due è l’identità.
Ma allora

exp(At) = exp(It)

(
I +Nt+

1

2
N2t2

)
=

et 0 0
0 et 0
0 0 et




1 t
t2

2

0 1 t

0 0 1

 =


et tet

t2et

2

0 et tet

0 0 et


ovvero
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
x(t) = tet

(
1 +

t

2

)
y(t) = et(1 + t)

z(t) = et.

Torna ai testi degli esercizi.

Esercizio 2

Esercizio 2. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

ẋ = Ax, x ∈ R3, A =

 2 0 4
−2 0 −4
−7 3 −2

 (1.1)

con dato iniziale x(0) = (1, 2, 1). Se ne determini la soluzione. Verificare in particolare che il
moto descritto dal sistema è planare e descrive il piano su cui si svolge.

Svolgimento 1. Calcoliamo lo spettro della matrice A, cioè

det

2− λ 0 4
−2 −λ −4
−7 3 −2− λ

 = 0.

Applicando la regola di Sarrus, si ottiene

−λ(−4 + λ2)− 24− 28λ+ 12(2− λ) = −λ
(
λ2 + 36

)
,

che ha come soluzione
S = {λ ∈ C : λ = 0, λ = 6i, λ = −6i} .

Risolviamo  2 0 4
−2 0 −4
−7 3 −2

(x y z
)

=

0
0
0

 ,

o anche  x+ 2z
x+ 2z

−7x+ 3y − 2z

 =

0
0
0

 ,

oppure {
x = −2z

14z + 3y − 2z = 0,

conseguentemente {
x = −2z

3y + 12z = 0,

cioè {
x = −2z

y = −4z.

Il precedente sistema ha ∞1 soluzioni nella forma

(x, y, z) = (−2z,−4z, z), z ∈ R.
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Un possibile autovettore per λ1 è
v1 = (2, 4,−1).

Risolviamo 2− 6i 0 4
−2 −6i −4
−7 3 −2− 6i

xy
z

 =

0
0
0

 .

Applicando il metodo della riduzione a gradini il precedente sistema può essere riscritto come(2− 6i) 0 4
0 6i− 2 4
0 0 0

xy
z

 =

0
0
0

 ,

da cui {
(2− 6i)x+ 4z = 0

(6i− 2)y + 4z = 0,

ovvero 
x = − 4

2− 6i
z

y = − 4

6i− 2
z,

in altri termini 
x = −1

5
− 3

5
i

y = z

(
1

5
+

3

5
i

)
.

Il precedente sistema ha ∞1 soluzioni nella forma

(x, y, z) =

((
−1

5
− 3

5
i

)
z,

(
1

5
+

3

5
i

)
z, z

)
, z ∈ C.

Imponiamo (
−1

5
− 3

5
i

)
z = 2,

da cui
z = −1 + 3i.

Un possibile autovettore per λ2 è

v2 =

((
−1

5
− 3

5
i

)
(−1 + 3i) ,

(
1

5
+

3

5
i

)
(−1 + 3i) ,−1 + 3i

)
= (2,−2,−1 + 3i).

Introduciamo la matrice1

K =

 2 2 0
4 −2 0
−1 −1 3

 =
(
v1 <v2 =v2

)
.

Il determinante della precedente matrice è

detK = 3 det

(
2 2
4 −2

)
= 3(−4− 8) = −36.

1Con la notazione <v2 e =v2 si intende rispettivamente la parte reale e immaginaria dell’autovettore v2.
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Calcoliamo i complementi algebrici per K. Abbiamo dunque

a1,1 = det

(
−2 0
−1 3

)
= −6;

a1,2 = −det

(
4 0
−1 3

)
= −12;

a1,3 = det

(
4 −2
−1 −1

)
= −4− 2 = −6;

a2,1 = −det

(
2 0
−1 3

)
= 6;

a2,3 = −det

(
2 2
−1 −1

)
= 0;

a3,1 = det

(
2 0
−2 0

)
= 0;

a3,2 = −det

(
2 0
4 0

)
= 0;

a3,3 = det

(
2 2
4 −2

)
= −4− 8 = −12.

Dunque, la matrice inversa di K è

K−1 = − 1

36

a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

T

=

= − 1

36

a1,1 a2,1 a2,1

a1,2 a2,2 a3,2

a1,3 a2,3 a3,3

 =

= − 1

36

 −6 −6 0
−12 6 0
−6 0 −12

 =

=
1

6

1 1 0
2 −1 0
1 0 2

 .

Avvalendoci di quanto ottenuto la matrice A può essere riscritta come

A =
1

6

 2 2 0
4 −2 0
−1 −1 3

0 0 0
0 <λ2 =λ2

0 −=λ2 <λ2

1 1 0
2 −1 0
1 0 2

 =

=
1

6

 2 2 0
4 −2 0
−1 −1 3

0 0 0
0 0 6
0 −6 0

1 1 0
2 −1 0
1 0 2

 .

Definiamo

B := 6

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 ,
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da cui

eBt =

1 0 0
0 cos(6t) sin(6t)
0 − sin(6t) cos(6t)

 .

La soluzione del problema di Cauchy è

x(t) = keBtk−1x(0) =

=
1

6

 2 2 0
4 −2 0
−1 −1 3

1 0 0
0 cos(6t) sin(6t)
0 − sin(6t) cos(6t)

1 1 0
2 −1 0
1 0 2

1
2
1

 =

=

 2 2 0
4 −2 0
−1 −1 3

1 0 0
0 cos(6t) sin(6t)
0 − sin(6t) cos(6t)

1 + 2
2− 2
1 + 2

 =

=

 2 2 0
4 −2 0
−1 −1 3

1 0 0
0 cos(6t) sin(6t)
0 − sin(6t) cos(6t)

3
0
3

 =

=
1

2

 2 2 0
4 −2 0
−1 −1 3

 1
sin(6t)
cos(6t)

 =

=
1

2

 2 + 2 sin(6t)
4− 2 sin(6t)

1− sin(6t) + 3 cos(6t)

 =

=

 1 + sin(6t)
2− sin(6t)

−1

2
− 1

2
(sin(6t)− 3 cos(6t))

 ,

cioè



x(t) = 1 + sin (6t)

y(t) = 2− sin (6t)

z(t) = −1

2
+

3

2
cos (6t)− 1

2
sin (6t) .

che è la soluzione di (1.1).

Svolgimento 2. Osserviamo che ma(0) = mg(0), ma(6i) = mg(6i) e ma(−6i) = mg(−6i). Quindi la
matrice A è diagonalizzabile. Pertanto vale2

e∆t =

1 0 0
0 e6it 0
0 0 e−6it

 . (2.1)

Calcoliamo l’autovettore v1 relativo all’autovalore 0. Abbiamo dunque 2 0 4
−2 0 −4
−7 3 −2

xy
z

 =

0
0
0

 ,

2La matrice ∆ è la matrice diagonale, ovvero la matrice avente lungo la diagonale principale gli autovalori della
matrice A.
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da cui, risolvendo il sistema, si ottengono ∞1 soluzioni della forma x

(
1, 2,−1

2

)
, con x ∈ R; ad

esempio, si può prendere v1 = (2, 4,−1).
Calcoliamo l’autovettore v2 relativo all’autovalore 6i. Procedendo analogamente a prima, si ottiene il
seguente sistema 2− 6i 0 4

−2 −6i −4
−7 3 −2− 6i

xy
z

 =

0
0
0

 ,

che ha ∞1 soluzioni della forma x

(
1,−1,−1

2
+

3

2
i

)
, con x ∈ R; ad esempio, si può prendere v2 =

(2,−2,−1 + 3i). Inoltre, l’autovettore relativo all’autovalore −6i è v3 = v2 = (2,−2,−1− 3i).
Abbiamo dunque

eAtx(0) = Se∆tS−1x(0), (2.2)

dove

S =

 2 2 2
4 −2 −2
−1 −1 + 3i −1− 3i


e

S−1 =
1

12

 2 2 0
2− i −1 −2i
2 + i −1 2i

 .

Sostituendo e∆t (definito in (2.1)) in (2.2), si ottiene

eAtx(0) =
1

12

 2 2 2
4 −2 −2
−1 −1 + 3i −1− 3i


1 0 0

0 e6it 0
0 0 e−6it


 2 2 0

2− i −1 −2i
2 + i −1 2i

1
2
1

 =

=
1

12

 2 2 2
4 −2 −2
−1 −1 + 3i −1− 3i

1 0 0
0 e6it 0
0 0 e−6it

 6
−3i
3i

 =

=
1

12

 2 2 2
4 −2 −2
−1 −1 + 3i −1− 3i

 6
−3ie6it

3ie−6it

 =

=
1

12

 6ie−6it − 6ie6it + 12
−6ie−6it + 6ie6it + 24

(9− 3i)e−6it + (9 + 3i)e6it − 6

 =

=



e−6it − e6it

2i
+ 1

−e
6it − e−6it

2i
+ 2

3

2

(
e6it + e−6it

2

)
− 1

2

(
e6it − e−6it

2i

)
− 1

2


=

=


1 + sin (6t)

2− sin (6t)

−1

2
+

3

2
cos (6t)− 1

2
sin (6t)

 ,

ovvero
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

x(t) = 1 + sin (6t)

y(t) = 2− sin (6t)

z(t) = −1

2
+

3

2
cos (6t)− 1

2
sin (6t)

che è la soluzione di (1.1).

In particolare osserviamo che nella base degli autovettori possiamo scrivere il sistema nella forma

ẋ = S̄x

in cui si vede chiaramente che il moto è planare e si svolge su un piano (affine) parallelo al piano
(vettoriale) descritto da {ε1 = 0}, dove con ε1 indichiamo la prima componente di un vettore x
rispetto alla base degli autovettori, che scritto nelle coordinate di partenza è {x1 + x2 = 0}. Il piano
affinché corrispondente dipende dal dato iniziale; in particolare, poiché x1(0) = 1 e x2(0) = 2 avremo
che il piano del moto è {x1 + x2 = 3}.

Torna ai testi degli esercizi.

Esercizio 3

Esercizio 3. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari{
ẋ = 2x+ 2y

ẏ = −x

con condizioni iniziali (x(0), y(0)) = (1, 1). Se ne determini la soluzione.

Svolgimento. Innanzitutto il sistema nella forma

ξ̇ = Aε, ξ ∈ R2, A =

(
2 2
−1 0

)
con dato iniziale ξ(0) = (1, 1). Il polinomio caratteristico è dato da

P (λ) = det(A− λ1) = −(2− λ)λ+ 2 = λ2 − 2λ+ 2

e dunque lo spettro di A è Σ(A) = {1 + i, 1− i}. L’autospazio (generalizzato) E∗(1± i) è dato da(1∓ i)x1 + 2x2 = 0

−x1 − (1± i)x2 = 0

{x1 = −(1± i)x2}

quindi
E∗(1± i) = {(−(1± i)t, t) ∈ R2 : t ∈ R}

da cui troviamo i vettori coniugati

ϕ = (−1− i, 1), ϕ̄ = (−1 + i, 1)

che scriviamo nella forma (−1, 1)± i(−1, 0). Perciò avremo

S =

(
1 −1
1 1

)
e Q−1 =

(
−1 −1
0 1

)
=⇒ Q =

(
−1 −1
0 1

)
e poiché A = Q−1SQ allora

exp(At) = Q−1 exp(St)Q
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=

(
−1 −1
0 1

)(
et cos t −et sin t
et sin t et cos t

)(
−1 −1
0 1

)

=

(
et (cos t+ sin t) 2et sin t
−et sin t et (cos t− sin t)

)
quindi la soluzione con dato iniziale (1, 1) saràx(t) = et(cos t+ 3 sin t)

y(t) = et(cos t− 2 sin t).

Torna ai testi degli esercizi.

Esercizio 4

Esercizio 4. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

ẋ = Ax, x ∈ R2, A =

(
1 α
−1 1

)
,

con condizioni iniziali generiche x(0) = x0. Se ne trovi una soluzione al variare del parametro
reale α.

Svolgimento. Cominciamo con il distinguere il caso α = 0 dal caso α 6= 0. Infatti se α = 0 possiamo
scrivere immediatamente la matrice A come:

A = 1 +N =

(
1 0
0 1

)(
0 0
−1 0

)
con [1, N ] = 0 ed N2 = (0)ij . Ma allora

exp(At) = exp(1t) + (1Nt) =

(
et 0
0 et

)(
1 0
−t 1

)
=

(
et 0
−tet et

)
e quindi la soluzione generale è data da

x(t) =

(
x01e

t

−x01te
t + x02e

t

)
.

Se invece α 6= 0 allora il polinomio caratteristico è dato da

P (α) = det(A− λ1) = (1− λ)2 + α

e quindi lo spettro dell’operatore è dato da Σ(A) = {1 +
√
−α, 1−

√
−α}. Consideriamo quindi α < 0,

poniamo ω =
√
−a e calcoliamo gli autospazi; E∗(1 + ω) è dato da−ωx1 − ω2x2 = 0

−x1 − ωx2 = 0

e quindi
E∗(1 + ω) = {(−ωt, t) ∈ R2 : t ∈ R}.

Analogamente si verifica che
E∗(1− ω) = {(ωt, t) ∈ R2 : t ∈ R}
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perciò troviamo che una base di autovettori è data da

u = (−ω, 1), v = (ω, 1)

e quindi

S̃ =

(
1 + ω 0

0 1 + ω

)
e Q−1

(
−ω ω
1 1

)
=⇒ Q =

−
1

2ω

1

2

1

2ω

1

2


e si vede immediatamente che A = Q−1S̄Q e quindi

exp(At) = Q−1 exp
(
S̃t
)
Q

= Q−1

(
e(1+ω)t 0

0 e(1+ω)t

)
Q

=


et

2
(e−ωt + eωt)

ωet

2
(e−ωt − eωt)

et

2ω
(e−ωt − eωt)

et

2
(e−ωt + eωt)


e dunque la soluzione generale sarà

x(t) =


et

2
(e−ωt + eωt)x01 +

ωet

2
(e−ωt − eωtx02)

et

2ω
(e−ωt − eωt)x01 +

et

2
(e−ωt + eωt)x02

 .

Infine nel caso α > 0 se poniamo ω = i
√
α possiamo procedere esattamente come nel caso α < 0 la

soluzione sarà però espressa in termini di numeri complessi. D’altra parte nominiamo che

e−ωt + eωt

2
= cos

(√
αt
) e−ωt − eωt

2i
= sin

(√
αt
)

e quindi

x(t) =

x01e
t cos (

√
αt) +

√
αx02e

t sin (
√
αt)

−x01√
α
et sin (

√
αt) + x02e

t cos (
√
αt)

 .

Torna ai testi degli esercizi.

Esercizio 5

Esercizio 5. Sia A ∈Mn(R) e sia S l’insieme delle soluzioni del problema{
ẋ = Ax, x ∈ Rn

x(0) = x0

al variare del dato iniziale.

1. Verificare che S è un sottospazio vettoriale C∞(R,Rn) isomorfo a Rn.

2. Mostrare che la derivazione d/dt è un operatore lineare su S i cui sottospazi corrispondono
agli autospazi di A.
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Svolgimento. Punto 1. Innanzitutto scriviamo

S = {x(t) = exp(At)x0 : x0 ∈ Rn}.

Certamente S ⊂ C∞(R,Rn); siano quindi x(t), y(t) ∈ S. Allora

x(t) + y(t) = exp(At)x0 + exp(At)y0 = exp(At)(x0 + y0)

ovvero x(t) + y(t) ∈ S. Inoltre ∀λ ∈ R si ha λx(t) = λ exp(At)x0 = exp(At)λx0 ovvero λx(t) ∈ S e
quindi S è un sottospazio vettoriale C∞(R,Rn). Infine se consideriamo l’applicazione

ϕ : Rn −→ S

x0 7−→ exp(At)x0

notiamo immediatamente che è suriettiva e Ker(ϕ) = {x0 ∈ Rn : ϕ(x0) = 0} = {0} perciò ϕ è anche
iniettiva, inoltre

ϕ(ax0 + by0) = exp(At)(ax0 + by0) = aϕ(x0) + aϕ(y0)

perciò si tratta di un isomorfismo di spazi vettoriali.

Punto 2. Innanzitutto osserviamo che certamente la derivata è un’applicazione lineare da S a
C∞(R,Rn). Inoltre la derivata è un operatore su S, ossia se x(t) ∈ S allora [dx/dt] := ẋ(t) ∈ S.
Infatti poiché ẋ(t) = A exp(At)x0 avremo che

ẍ = A2 exp(At)x0 = Aẋ

e quindi ẋ ∈ S. Mostriamo che se x(t) = exp(At)x0 ∈ S è autovettore della derivata allora s0 ∈ Rn è
autovettore di A. Infatti x è autovettore di [d/dt] se e solo se ∃λ ∈ R tale che [dx/dt] = λx. D’altra
parte [dx/dt] = Ax è quindi x è autovettore se e solo se λx = Ax, e ciò è possibile se e solo se
λ exp(At)x0 = A exp(At)x0. Ora se [A, exp(At)] = 0, allora λ exp(At)x0 = A exp(At)x0 se e solo se
exp(At)λx0 = exp(At)Ax0 e questo è vero se e solo se λx0 = Ax0 ovvero se e solo se x0 è autovettore
di A. Rimane dunque da mostrare che [A, exp(At)] = 0.

A exp(At) = A

+∞∑
k=0

(At)k

k!

= A lim
n→∞

n∑
k=0

(At)t

k!

= lim
n→∞

A

(
n∑

k=0

(At)t

k!

)

= lim
n→∞

(
n∑

k=0

(At)t

k!

)
A

=

(
+∞∑
k=0

(At)k

k!

)
A

= exp(At)A.

Torna ai testi degli esercizi.
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