Corso di meccanica analitica — Primo tutorato 1 TESTI DEGLI ESERCIZI

Corsi di laurea in Matematica e in Fisica — Anno Accademico 2022/2023
FM210 — Meccanica Analitica

Sommario

11 seguente file rappresenta 'esercitazione 1 LC del 24/02/2023. 1l file presenta una raccolta di
5 esercizi sui sistemi di equazioni differenziali lineari.

Autore: Livia Corsi.

Revisione a cura di Valerio Brunetti.
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1 Testi degli esercizi

Esercizio 1. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

T=x+y
y=y+=z
2=z

con condizioni iniziale (2(0),y(0),2(0)) = (0,0,1). Se ne trovi la soluzione.

Clicca qui per la soluzione.

Esercizio 2. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

2 0 4
t=Az, zeR3 A=(-2 0 —4 (1.1)
5§ =92

con dato iniziale x(0) = (1,2,1). Se ne determini la soluzione. Verificare in particolare che il
moto descritto dal sistema é planare e descrive il piano su cui si svolge.

Clicca qui per la soluzione.

Esercizio 3. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

ak = 2ae 4F 2y
j=-u

con condizioni iniziali (x(0),y(0)) = (1,1). Se ne determini la soluzione.

Clicca qui per la soluzione.
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Esercizio 4. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

. 2 . 1 [0
= Ax, x€R?, A—<1 1)

con condizioni iniziali generiche ©(0) = zo. Se ne trovi una soluzione al variare del parametro
reale c.

Clicca qui per la soluzione.

Esercizio 5. Sia A € M, (R) e sia S lVinsieme delle soluzioni del problema

&= Az, x€R"”
z(0) = g

al variare del dato iniziale.
1. Verificare che S é un sottospazio vettoriale C*°(R,R™) isomorfo a R™.

2. Mostrare che la derivazione d/dt é un operatore lineare su S i cui sottospazi corrispondono
agli autospazi di A.

Clicca qui per la soluzione.

2 Soluzioni

Esercizio 1

Esercizio 1. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

T=z+y
y=y+=z
2=z

con condizioni iniziale (2(0),y(0),2(0)) = (0,0,1). Se ne trovi la soluzione.
Svolgimento. Consideriamo intanto con lo scrivere il sistema nella forma

1
e=As, R A=10
0

O~ =

0
1
1
con dato iniziale £(0) = g9 = (0,1, 1) e osserviamo che possiamo scrivere A come

1 00 01 0

A=1+N=(0 1 0]+(0 0 1

0 0 1 0 0 O

e si verifica immediatamente che N® = (0);; e che [1, N] = 0 dato che una delle due ¢ 'identita.
Ma allora

t2 t2et
1t — b tel
. et 0 0 cr
exp(At) = exp([t) <I+Nt+2N2t2>= 0 e 0 0 1 =10 e tet
0 0 ¢
0 0 1 0 O et

ovvero
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Torna ai testi degli esercizi.

Esercizio 2

Esercizio 2. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

2 0 4
t=Az, zeR3 A=|-2 0 —4 (1.1)
— 3 =2

con dato iniziale x(0) = (1,2,1). Se ne determini la soluzione. Verificare in particolare che il
moto descritto dal sistema e planare e descrive il piano su cui si svolge.

Svolgimento 1. Calcoliamo lo spettro della matrice A, cioe
2—-X 0 4
det | =2 =X —4 =0.
-7 3 —2-2A
Applicando la regola di Sarrus, si ottiene

“A(—4+ A7) — 24— 28X+ 12(2 — A) = =\ (A% +36),

che ha come soluzione
S={AeC: A=0,\=6i, A= —6i}.

Risolviamo
2 0 4 0
72074(xyz):0,
-7 3 =2 0
o anche
T+ 2z 0
T+ 2z =(0],
—T7r+ 3y — 22 0
oppure
T =—2z
1424+ 3y — 22 =0,
conseguentemente
r=—2z
3y + 12z =0,
cioe

=2z
y = —4z.
11 precedente sistema ha ool soluzioni nella forma

(x,y,2) = (—22z,—4z,2), z€eR
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Un possibile autovettore per A\; e

v = (2,4, —1).
Risolviamo
2—6i 0 4 x 0
—2 —61 —4 yl =10
-7 3 —-2-61 z 0

Applicando il metodo della riduzione a gradini il precedente sistema puo essere riscritto come

(2 — 67) 0 4 T 0
0 6i—2 4 y|l=1(0],
0 0 0 z 0
da cui
(2—-6i)x+42=0
(60 —2)y+ 4z =0,
ovvero
4
r = — ;
2 — 61
B 4
Y= 762
in altri termini
1 3.
r=—-——i
5 5

= 2 l—l—él
Yy=2\5"5")

Il precedente sistema ha oco! soluzioni nella forma

1 3. 1 3.
(x,y,z)<(55z>z,<5+5z>z,z), z e C.

Imponiamo

da cui

Un possibile autovettore per s €

Introduciamo la matrice!
-1 -1
Il determinante della precedente matrice e

det K = 3det <Z _22> =3(—4—-8)=-36.

1Con la notazione Rvs e v si intende rispettivamente la parte reale e immaginaria dell’autovettore va.
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Calcoliamo i complementi algebrici per K. Abbiamo dunque

a1, = det (:% g) = —0;

a373:det <4 _2> =—4-8=-12.

Dunque, la matrice inversa di K ¢

1 a1 a2 a1.3

1
K = ~35 az1 Q22 a3
aszi as2 ass3s

1 ail a1 a21
—57 | Q1,2 G222 asz2| =
ai,3 a3 ass3

L [6 6 0
——— =12 6 o0 |=
36\ 6 0 —12

1 1 0
:é 2 —1 0
1 0 2

Avvalendoci di quanto ottenuto la matrice A puo essere riscritta come

L2 2 0\ [0 o0 o\ /1 1 0
A=-4 =2 0]lo % SN [2 -1 0] =
6 -1 —1 3/ \0 =3 ®N/ 1 0 2
2 2 0\ /0 0 0\ /1 1 0
——a4 —2 0|0 o 6|2 -1 0
1 -1 3/ \o =6 o/ \1 0 2
Definiamo
0 0 0
B=6|0 0o 1],
0 -1 0
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da cui
1 0 0

eBt= [0 cos(6t) sin(6t)
0 —sin(6t) cos(6t)

La soluzione del problema di Cauchy &

z(t) = keBlk1a(

2 0 1 0 0 1 1 0 1
cos(6t)  sin(6t) 2 -1 0 2] =

0 —sin(6t) cos(6t) 1 0 2 1

o

= - -2 0
-1 3

S
|
)
(an)
(@)

cos(6t)  sin(6t) 2-2| =
0 —sin(6t) cos(6t) 142

1 0 0 3
cos(6t)  sin(6t) 0] =
—sin(6t) cos(6t) 3

W~
\
)
o
o

220(1 0 0 1+2

o

4 — 2sin(6t) =
1 — sin(6t) + 3 cos(6t)

( 2 + 2sin(6t)

1 + sin(6¢)
2 — sin(6t)

cioe
x(t) = 1 + sin (6t)

y(t) = 2 — sin (6t)

1 1
2(t) = 5 o gcos (6t) — 3 sin (6t) .

che ¢ la soluzione di (1.1).
O

Svolgimento 2. Osserviamo che mq(0) = my(0), mq(67) = mg(6i) € mq(—6i) = my(—67). Quindi la
matrice A & diagonalizzabile. Pertanto vale?

1 0 0
eAt=10 e 0 . (2.1)
0 0 e—Git

Calcoliamo 'autovettore vy relativo all’autovalore 0. Abbiamo dunque

2 0 4 T 0
-2 0 —4 Y 0],
-7 3 -2 z 0

2La matrice A ¢ la matrice diagonale, ovvero la matrice avente lungo la diagonale principale gli autovalori della
matrice A.
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1
da cui, risolvendo il sistema, si ottengono oo! soluzioni della forma z (1,2, —2), con x € R; ad

esempio, si pud prendere vy = (2,4, —1).
Calcoliamo 'autovettore vy relativo all’autovalore 6¢. Procedendo analogamente a prima, si ottiene il
seguente sistema

2-6i 0 4 x 0
2 —6i -4 yl=10],
-7 3 —2-6i) \z 0

1
che ha oo! soluzioni della forma x <1, -1, —5

(2,—2,—1 + 3i). Inoltre, autovettore relativo all’autovalore —6i & v3 = vy = (2,—2, —1 — 3i).
Abbiamo dunque

3
+ 2i>, con x € R; ad esempio, si puo prendere ve =

eMx(0) = SePtS1z(0), (2.2)
dove
2 2 2
S=1 4 -2 -2
-1 =143 —-1-23¢
e
1 2 2 0
5—1::ﬁ 2—i -1 —2i
2441 —1 24

Sostituendo e! (definito in (2.1)) in (2.2), si ottiene

L (2 2 2 Lo 0 2 2 0\ [1
emxw):iﬁ ﬁ 1f23' :f23' 0 ™ 0 g_? _} :fi ? B
-1 —-1+3 —-1-3 0 0 e-bit +1 - ]
L (2 2 2 1 0 0 6
=54 -2 -2 0 €% 0 -3i| =
-1 —1+3i —-1-3i) \0 0 et 3i
L (2 2 2 6
=54 —2 -2 —3iebit | =
-1 —1+3i —1-3i) \3ie o
1 6ie 6% — Giebit + 12
=05 —6ie %" 4 6ieSt + 24 =
(9 — 3i)e %% + (94 3i)e®* — 6
e—6it _ 6it
— 41
2i +
ebit _ o—6it
= e — 2 e
2i +
3 e6it + e—6it 1 eﬁit _ e—6it 1
2( 2 )_2( 2i >_2
1 + sin (6t)
_ 2 — sin (6t)

1 3 1.
—5 + 5 cos (6t) — 5 sin (6t)

ovvero
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x(t) = 1 +sin (6t)

y(t) = 2 — sin (6t)

1 1
z(t) = —3 4 gcos (6t) — 3 sin (6t)

che ¢ la soluzione di (1.1).
In particolare osserviamo che nella base degli autovettori possiamo scrivere il sistema nella forma
T =Sz

in cui si vede chiaramente che il moto ¢ planare e si svolge su un piano (affine) parallelo al piano
(vettoriale) descritto da {e; = 0}, dove con &7 indichiamo la prima componente di un vettore x
rispetto alla base degli autovettori, che scritto nelle coordinate di partenza & {1 + 22 = 0}. Il piano
affinché corrispondente dipende dal dato iniziale; in particolare, poiché x1(0) =1 e 25(0) = 2 avremo
che il piano del moto & {x; + z2 = 3}. O

Torna ai testi degli esercizi.

Esercizio 3

Esercizio 3. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

T = 2x + 2y
j=-u

con condizioni iniziali (x(0),y(0)) = (1,1). Se ne determini la soluzione.

Svolgimento. Innanzitutto il sistema nella forma
. 2 (2 2
E=Ae, (€R®, A= (_1 0
con dato iniziale £(0) = (1,1). Il polinomio caratteristico ¢ dato da
P\) =det(A— A1) = —(2—= M)A +2=22 -2\ +2
e dunque lo spettro di A & ¥(A) = {1+ 4,1 — ¢}. L’autospazio (generalizzato) E*(1 £14) & dato da
1)x1 4+ 222 =0
{[L‘l = —(1 + Z).%'Q}
—x1— (1xd)ae =0

quindi
E*(1+i)={(-(1xi)t,t) eR?:t € R}

da cui troviamo i vettori coniugati
p=(—1-14,1), p=(-14+14,1)
che scriviamo nella forma (—1,1) +4(—1,0). Percid avremo
1 -1 (-1 -1 (-1 -1
=07 e e = e ()
e poiché A = Q~1SQ allora

exp(At) = Q™" exp(St)Q
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(-1 -1\ [e'cost —e'sint) (-1 -1
A0 1 e'sint e cost 0 1
_ (€e'(cost +sint) 2¢tsint

- —etsint el (cost — sint)

quindi la soluzione con dato iniziale (1, 1) sara
x(t) = e'(cost + 3sint)

y(t) = e'(cost — 2sint).

Torna ai testi degli esercizi.

Esercizio 4

Esercizio 4. Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

. 2 o 1 (67
&= Ax, x€R?, A_<1 1),

con condizioni iniziali generiche ©(0) = z¢. Se ne trovi una soluzione al variare del parametro
reale o

Svolgimento. Cominciamo con il distinguere il caso o = 0 dal caso « # 0. Infatti se @« = 0 possiamo
scrivere immediatamente la matrice A come:

1 0\/0 o0
A_]”N_<0 1)(—1 0)

con [1, N] =0 ed N2 = (0);;. Ma allora

exp(At) = exp(1t) + (LNt) = (eot 2) (_1t (1)) - (_ettet 3)

e quindi la soluzione generale ¢ data da

t
- To1€
l‘(t) - (—(Emtét + $026t> ’

Se invece o # 0 allora il polinomio caratteristico ¢ dato da
Pla)=det(A— A1) = (1- )+«

e quindi lo spettro dell’operatore & dato da 3(A4) = {1+ +/—«,1 —+/—a}. Consideriamo quindi o < 0,
poniamo w = v/—a e calcoliamo gli autospazi; E*(1 + w) ¢ dato da

—wz —wire =0

—T1 — WITo = 0

e quindi
E*(1+w) = {(~wt,t) e R?: t € R}.

Analogamente si verifica che
E*(1 —w) = {(wt,t) € R*: t € R}
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percio troviamo che una base di autovettori ¢ data da
u=(-—w,1), v =(w,1)
e quindi
1 1
& (14w 0 gfw w -~ 2w 2
S‘(o 1+w)eQ(1 1) = 9= 1 .
2w 2

e si vede immediatamente che A = Q~1SQ e quindi

exp(At) = Q texp (St)

%(e—wt _|_ewt) %(B_Wt ewt)
- t t
;;(e—wt ewt) %(e—wt +ewt)
e dunque la soluzione generale sara
e t wet t
5(6 w4 e“Nxor + 7(6 Wb — e¥l2)
x(t) = o .
5(67(“& _ ewt)mOI + (efwt + eu.:t)xo2

Infine nel caso o > 0 se poniamo w = iy/a possiamo procedere esattamente come nel caso a < 0 la
soluzione sara pero espressa in termini di numeri complessi. D’altra parte nominiamo che

—wt wt —wt _ ,wt
% = cos (Vo) % = sin (Vo)

e quindi

zo1et cos (vat) + v/azgee! sin (v/at)

O = 20t g (ya) + anaet cos (vt
——=e'sin (ya xo2e’ cos (o
\/a 02
Torna ai testi degli esercizi.

Esercizio 5

Esercizio 5. Sia A € M, (R) e sia S l’insieme delle soluzioni del problema

&= Az, xeR"
z(0) = xg

al variare del dato iniziale.

1. Verificare che S é un sottospazio vettoriale C*°(R,R™) isomorfo a R™.

2. Mostrare che la derivazione d/dt é un operatore lineare su S i cui sottospazi corrispondono

agli autospazi di A.
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Svolgimento. Punto 1. Innanzitutto scriviamo
S = {z(t) = exp(At)xo : zp € R"}.
Certamente S C C*°(R,R"); siano quindi z(t),y(t) € S. Allora
2(t) + y(t) = exp(At)zo + exp(At)yo = exp(At)(xo + o)

ovvero z(t) + y(t) € S. Inoltre VA € R si ha Az(t) = Aexp(At)xg = exp(At)A\xg ovvero Az(t) € S e
quindi S & un sottospazio vettoriale C*° (R, R™). Infine se consideriamo ’applicazione

p:R" — §

2o — exp(At)xg
notiamo immediatamente che ¢ suriettiva e Ker(p) = {zg € R™ : p(z9) = 0} = {0} percio ¢ ¢ anche
iniettiva, inoltre

p(azo + byo) = exp(At)(azo + byo) = ap(xo) + ap(yo)

percio si tratta di un isomorfismo di spazi vettoriali.

Punto 2. Innanzitutto osserviamo che certamente la derivata ¢ un’applicazione lineare da S a
C*(R,R™). Inoltre la derivata & un operatore su S, ossia se x(t) € S allora [dz/dt] = &(t) € S.
Infatti poiché @(t) = Aexp(At)zo avremo che

i = A% exp(At)zy = A

e quindi & € S. Mostriamo che se x(t) = exp(At)xy € S & autovettore della derivata allora sy € R™ &
autovettore di A. Infatti z & autovettore di [d/dt] se e solo se X € R tale che [dx/dt] = Az. D’altra
parte [dr/dt] = Az & quindi x & autovettore se e solo se Ax = Az, e cid & possibile se e solo se
Aexp(At)rg = Aexp(At)xg. Ora se [A, exp(At)] = 0, allora Aexp(At)xg = Aexp(At)zo se e solo se
exp(At)Azy = exp(At)Axg e questo & vero se e solo se \xg = Az ovvero se e solo se g & autovettore
di A. Rimane dunque da mostrare che [4, exp(At)] = 0.

+oo k
B (At)
Aexp(At) = A kg o
=0

Torna ai testi degli esercizi.
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